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Ueber die hypergeometrische Function mit einem Nebenpunkt*). 


(Mit einer Figurentafel,) 
Von 


E. Rrrrer } in Gottingen. 


In seiner Arbeit: ,, Beitriige zur Theorie der durch die Gauss’sche 
Reihe F(a, B, y, x) darstellbaren Functionen“**) basirt Riemann die 
ganze Betrachtung der von ihm mit 


e 6 « | 
Pia Bp y &@ 
ap y 


benannten Function auf folgenden in Nr, 1 der genannten Arbeit aus- 
gesprochenen, zur Definition dienenden Kigenschaften: 

1) Sie ist fiir alle Werthe von a ausser a, b, ¢ einindrig und 
endlich. 


*) Die vorliegende Arbeit meines Freundes Dr. Ernst Ritter, Privatdocent 
in Gottingen, der am 22. September 1895 in New-York unerwartet verstarb, fand 
sich in seinem Nachlasse in einer deutschen und einer die ersten 4 Paragraphen 
enthaltenden englischen Bearbeitung vor. Dieselbe ist mir von der Redaction 
der Annalen iibergeben worden, um sie fiir den Druck fertig zu stellen. Indem 
die spiitere englische Bearbeitung im Einzelnen sich besser durchgearbeitet zeigte, 
habe ich in den §§ 1—4 im wesentlichen eine Uebertragung derselben vorgenommen 
unter médglichster Beriicksichtigung des deutschen Textes. Die wenigen An- 
merkungen, die ich selbst hinzufiigen méchte, sind als solche bemerklich gemacht. 
Im iibrigen ist an dieser oder jener Stelle eine Kiirzung der Darstellung ein- 
getreten; dies gilt insbesondere fiir die Figuren des § 4, wie in der Anm. pag. 27 
noch niiher ausgefiihrt ist. Kine Ungenauigkeit ist von mir bemerkt worden, 
wegen der man die Anm. pag. 30 vergleichen wolle. Die Beziehung dieser Ab- 
handlung zu meiner eigenen pag. 15 erwiihnten Arbeit ,, Die geometrische Theorie 
der symmetrischen S-Functionen mit einem einfachen oder zweifachen Neben- 
punkt, die ich bald zu verdéffentlichen gedenke, behalte ich mir daselbst zu 
besprechen vor. 


Aachen, im Januar 1896. Schilling 
**) Abhandlungen der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen 1857. 
Gesammelte Werke pag. 67. 
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2) Zwischen je 3 Zweigen P’, P”, P’” besteht eine lineare homogene 
Gleichung mit constanten Coefficienten: 


éP+ec’P"+c"P”=0 

3) Die Function lasst sich in die Form c, P\ + cy P' setzen, 
so dass (x —a)-*P® und (c —a)-* P fiir 2 = a einindrig bleiben 
und weder Null noch unendlich werden; das Analoge gilt fiir die 
Stellen a = b und tx—c. 

4) Fiir die Summe der 6 Exponenten gilt: 

de +h 4+ i +7 47° —1 

Ferner wird die Voraussetzung gemacht, die man aber mit einer 
gewissen Modification der Angabe 3 fallen lassen kann, dass keine 
der Differenzen a — a’, B — p', y — y’ eine ganze Zahl sei. 

Durch diese Riemann’schen Bedingungen ist die Function P so 


weit bestimmt, dass sie eine beliebige Lésung der linearen homogenen 
Differentialgleichung 2. Ordnung ist: 








aP 1—a— a i—p—6 1—y—y'\ dP 
awtGS + oe > a—c J/dx 
ce oe” (a— b) (a—e) BB'( b—a) (b —c) yy (e—a) (e—b)) 
$(tes Mend 5 Od pHa 5 rHe=9 em) 
P 


‘G—a @—H@—5 ~ 9° 

Aus zwei linear unabhingigen Lésungen P, und P, desselben setzt 
sich das allgemeinste Paar linear unabhingiger Lésungen mit 4 will- 
kiirlichen Constanten zusammen in der Form: 


Cy, Py + ey. P,, 
C4 Py + Cy P. 


C11 Cy — C42 Cn, FO 
ist. Wir sagen in diesem Sinne: Das Riemann’sche Bedingungssystem 
definirt uns in eindeutiger Weise eine ,,bindre Functionsschaar P—(P,, P,)", 
d. h. die Gesammtheit der linearen homogenen Combinationen der Func- 
tionen P,, P,. 

Aendern wir nun die Bedingung 4 in der Weise, dass wir die 
Summe e+e+6+/+y7+~y eine beliebige ganze Zahl sein 
lassen, die kleiner als 1 ist, etwa 1 — gq, so kann man die iibrigen 
Bedingungen noch aufrecht erhalten, bekommt aber statt einer ein- 
zigen vielmehr co? verschiedene Functionsschaaren, welche einer Dif- 
ferentialgleichung mit q willkiirlichen Parametern geniigen, nimlich 
einer solchen, die ausser den singuliren Stellen a,b, c noch qg weitere 
singulire Stellen r,, 7,...7, besitzt, bei deren Umkreisung aber die 
Lésungen P,, P, sich reproduciren. Solche singulire Stellen nenne 


wo 
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ich nach dem Vorgange von Herrn Klein ,,Nebenpunkte“ der Differen- 
tialgleichung*). 

Eine derartige Verallgemeinerung der Function P hat bereits 
Riemann selbst in Betracht gezogen. In seiner nachgelassenen Ab- 
handlung: ,,Ueber die Fiche vom kleinsten Inhalt bei gegebener Be- 
grenzung “**) bezeichnet er mit 
Q ja Bp y 

ja BY 
eine in entsprechender Weise wie P definirte Function, nur dass die 
Exponentensumme gleich — 1 anstatt + 1 ist, so dass jene also eine 
Functionsschaar mit zwei Nebenpunkten ist. 

Ich stelle mir nun in dieser Mittheilung die Aufgabe, die ent- 
sprechenden Functionen mit nur einem Nebenpunkt, also mit der Ex- 
ponentensumme 0, genauer zu untersuchen. 


§ 1. 
Die hypergeometrische Differentialgleichung mit einem Nebenpunkt. 
Es werde allgemein mit 


x 


a bie 
Q\X wiv z 
ig uw" Vv" 


eine nur bei a, b, ¢ verzweigte Functionsschaar bezeichnet, welche 
mit Ausnahme der Stellen a, b, ¢ tiberall holomorph ist und an den 
Stellen a, b, ¢ bezw. die Exponenten 4’, 4"; w, uw”; v’, v” besitzt. Es 
wird vorausgesetzt, dass 
(1) V+ Up w+ oe +e7+v7"=—0 
sei. Dann muss die Functionsschaar Q noch einen Nebenpunkt s 
besitzen, d. h. einen Punkt mit den Exponenten 0 und 2, wihrend 
jeder gewohnliche Punkt die Exponenten 0 und 1 hat. s ist dann 
also ein singuliirer Punkt fiir die Differentialgleichung der Functions- 
schaar Q. 

Die allgemeinste Differentialgleichung mit den singuliren Punkten 
a,b, c,s und den Exponenten 4’, 4"; w’, w’; v'’, v”; 0, 2 lautet: 

2 —Vv—2" 1—p'— pw” 1—v’—»” 1 d 
a oe 

4 (ERD a—0) 4 wu" b—a—e) 4 ¥'9"(e—ae—) 5A 


z—a z—b z—c Z—s 





‘G-au—be-a ™?: 
*) Man sehe Klein, Vorlesung iiber die hypergeometrische Function. W.S. 
1893/94, pag. 225. 

**) Gesammelte Werke pag. 323. 
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In unserem Falle ist die willkiirliche Constante A so zu bestimmen, 
dass in der Entwicklung der Lésungen Q an der Stelle s keine logarith- 
mischen Glieder auftreten. 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung hierfiir ist, dass A 
als Function von s der folgenden quadratischen Gleichung geniigt: 
(3) A? —A(s—a) (s—b)(s—e)(Lt? 4 ete 4 eo t2") 


s—a s$=—c¢ 

12" (a—b) (a— uw” (b—a) (b— 
+ (e—a)(s—b)(s—e)(2S—E—9 | He O-O—e) 
x vv" (¢—a) (e—b) 


== (). 
e—¢ 


Es entsprechen also jeder vorgegebenen Lage s des Nebenpunktes 
im Allgemeinen zwei Werthe A und somit zwei verschiedene Func- 
tionsschaaren Q. Die Functionsschaar Q ist gewissermassen eine zwei- 
deutige Function der Lage des Nebenpunktes s. Will man eindeutige 
Bestimmtheit derselben durch die Lage des Nebenpunktes s haben, so 
muss man s statt in der schlichten 2-Ebene in einer zweifach tiberdeckten 
Riemann’schen Fliiche deuten, und zwar wird dieselbe, wie wir sogleich 
sehen werden, zwei Verzweigungspunkte haben. 

Wir kénnen die Liésung A der Gl. (3) vermittelst der Relation 


P+ Ute te + y+ 0 
und der Abkiirzungen 


”" 


VA’ =A, w—w—s, V’—v"=v 


in der Gestalt schreiben : 


(4) A=*t* (betas) +t" (ac+bs) +" +” (ab+es) 


1 ee aa a (22 (a—b)(a—c) w* (b—a) (b—c) v* (e—a)(c—b) 
+3 (6a) (s—B) (se) (HAS MOK9 4 BOO) 4 eae“), 
Die Verzweigungspunkte S der Riemann’schen Fliiche erhalten wir 
jetzt, indem wir den Ausdruck unter dem Wurzelzeichen gleich Null 
setzen. Es ergiebt sich: 


(5) S — +) (a—b) (a—c) a? + (a--e) (b—a) (b—C) uw? + (a+b) (c—a) (c—b) »? 
2 ((a—b) (a—c)a® + (b—a) (b—C) u? 4-(¢— a) (c—b) v*) 





4. (a—>) (a—0) b—e) V— (hf u+)(—s Fu +9) (hut 9) Au») | 
= 2 ((a—b)(a—c)2*+- (b—a) (b— ¢) u?+- (c—a) (c—b) v2) 


Es mége nun der Punkt s mit irgend einem der singuliren Punkte 
a,b,c zusammenfallen. Fir s =a z. B. ergiebt sich: 


A, = i (a—b) (a—o), 
A, = i" (a—b) (a—c). 





we 


\e 
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Setzt man diese Werthe s=a, A= A,, bezw. A = A, in die Gl. (2) 
ein, so geht sie iiber in die Differentialgleichung der gewdhnlichen 
Riemann’schen Function: 
a bo¢ | 
Pi «£ weve &@ | fir A = A,, 
avt1l pw’ vv” | 


bezw. 
a aa. | 
Pov+l w v 2) fir d= A). 
: a. a 7 


Das Entsprechende gilt fiir s—b oder s=c. Ks ergiebt sich also 
das Resultat: 
Die Function 


enthilt als Specialfille 6 verschiedene P-Functionen, welche sich ergeben, 
wenn s in dem einen oder anderen Blatte der Riemann’schen Fliche 
mit einem der singuldren Punkte a, b, ¢ zusammenfallt. Sie sind in 
der folgenden Tabelle zusammengestellt: 





a es ¢ | 
A=A"(a—b)(a—c); Q= Pi V+1 wv 2}, 
rope | 
s=a 
a b ¢ 
A=JA(a—b)(a—c); V=P wv w vy 424i, 
rig £ | 
a b Cc | 
A=u'(b—a)(b—c);} V=PV w+l v a2 |, 
ay we er 
(6) Saab 
a b ( 
A=w (b—a)(b—c);} Q=P\X w y si, 
la” gst of” 
la ob ¢ 
A=v'(e—a)(ec—b); Q=P\V w v+!1 ei, 
1a” pf” vy" 
adi |}a b c 
A=v' (e—a)(e—b); Q= Pix uw v z 
\ an ao | 
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Die angegebenen Formeln werden, freilich unter Verzicht auf ihre 
Symmetrie, sehr vereinfacht, wenn man das Doppelverhiiliniss von z 
mit den Punkten a, b, ¢ als unabhiingige Variable einfiihrt 


; (¢—a) (e—b) 
+ = (@—b)(e—a) 
und dementsprechend zugleich 
__ (s—a) (c—b) 
~— (s—b) (e—a) 
setzt. Durch diese Substitution geht 
\a b c¢ 
Vis wiv 2 
on or | 
iiber in 
|\0 oc 1 | 
Q\% wiv « 
|a° po” | 


Die a pay le erhalt die Form: 
ot 1— a’ — a” i—s—»" 1 LG 
@) $+ 3* +t -H2 
, ” A 
eee ee a ery 


2—fr x“(x— 1) 





, ‘ ° oe . 
wo A’ der Gleichung geniigt: 


(31) A? — A'r(y—1)(Et* 4 Ft*) 


r—1 
vy ae ne 
+ r(r—1)(—! — +e + r= 0. 
Die Lésungen derselben sind: 
(4) Ae Ft ete tye PE vr er. 
Die Verzweigungspunkte der Riemann’schen Fliche endlich sind: 


6) Ra *te"- oe +V—G+u +) (—i+ ut») d—w ty) Af u—s) 


2u? 





§ 2. 
Zusammenfallen der beiden Verzweigungspunkte. 


Die Verzweigungspunkte der Riemann’schen Fiche fallen zusam- 
men, und die Fliche selbst zerfiallt in zwei Blitter, wenn irgend eine 
der 4 Summen 


At+u+v, —A+tu+v, 4A-w+v A+u—y 


verschwindet. 
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Es bedeutet keine Kinschrankung der Allgemeinheit, wenn wir 
voraussetzen, dass gerade die Summe 4 -+- u + v verschwindet, indem 
wir ja die Exponenten 2’, w’, v’ bezw. mit 4”, w”, v” vertauschen kénnen, 
ohne dass sich in der Definition der Functionsschaar Q etwas indert. 


Die Bedingung 4+ 46+ v=0 liefert aber in Riicksicht auf die 
Gl. (1) die beiden Relationen: 


u+u tv =0 
und 
ae te” + ve" = 0. 
Die Formeln (4) und (5) gehen jetzt tiber in 
A, = 4"(s—b) (s—e) + w"(s—a) (s—e) + v"(s—a) (s—b) 
= A” (be-+as) + u’(ac+bs) + v"(ab+es), 


(8) 
A, = i’ (s—b) (s—e) + w (s—a) (s—e) + v' (s—a)(s—b) 
= A’ (be+as) + w (act+bs) + v(ab+es), 
(9) , bedtacu+ abo 


ai+bu+ecr 


Wihrend man ferner im allgemeinen Falle durch Wandernlassen 
des Nebenpunktes s von jeder der unter (6) angefiihrten P-Functionen 
zu jeder anderen gelangen kann, zerfallen in unserem Ausnahmefalle 
die 6 Functionen in zwei getrennte Tripel von der Art, dass man von 
jeder Function cines Tripels nur zu den Functionen desselben Tripels 
gelangen kann. 

Wir erhalten sie fiir s = a,b,c, indem wir fiir A entweder den 
Werth A, oder A, substituiren: 


Erstes Tripel, A = A,: 








a b e¢ 
s=a, A=A"(a—b) (a—c), Q@= P\V+1 w v : 
A” ep UY 
a b c 
(10) js =b, A=" (b—a) (b—c), V= PX w+ v . 
A’ uw Vv” 
| @ b c 
Pe ee ea eee wovtil «i. 
yd uw” v”’ | 
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Lweites Tripel, A = A,: 





a b e¢ 
s=a, A=A'(a—b) (a—c), @=P x BY Bi, 

a1 op” v 
a b c 

(11) js=b, A= wp (b—a) (b--c), Q= PX w v & 
Av ow’ +1 Oo” 

b € 

s=c, A=v (c—a) (c—b), Y= PV w vg 

A” ow” v +1 


Die Formeln (4’) und (5’) gehen iiber in: 


(8') ‘ips apaiaailioeat, sled. 


|4/ =— 4 —4'r, 
(9) R——é, 


und die beiden Tripel der P-Functionen ergeben sich fiir folgende 
Werthe von r und A’. 


Das erste Tripel ist bestimmt durch: 


r=0, A=—2’, 
(10) {r=co, A’ =oo, wihrend jedoch lim 4 =—u' ist, 
yosl, A =-+y”"; 7 
das zweite Tripel durch: 
r=, A= — i, 
(11) y=co, A’=co, wihrend lim “ = — w' ist, 
r=1, A=+» 7 


Diese Thatsache, dass im Ausnahmefalle die 6 in derselben Q-Function 
allgemein enthaltenen P-Functionen in zwei getrennte Tripel zerfallen, 
gestattet uns ferner einige wichtige Sitze der Theorie der P-Function 
selbst aufzustellen. 

Wir nennen allgemein solche P-Functionen 


‘oe 8 e¢ | 
} , . , | , ” , “, , ” 

Pia B ¥ 2}, wa" + B+ B+ y+ 7’ =I, 
| a’ p” y" 


,verwandt*, welche man aus einander erhalten kann, indem man den 
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Nebenpunkt von Verzweigungspunkt zu Verzweigungspunkt wandern 
lisst*), entsprechend der Gauss’schen Definition in seinen ,,Disquisitiones 


generales circa seriem infinitam 1 -+ rf “+--+ die allgemein 


solche hypergeometrische Reihen als ,,verwandt‘' bezeichnet, deren 
Grdéssen a, 8, y sich um ganze Zahlen unterscheiden. Wir werden sehen, 
dass diejenigen P-Functionen, die nach unserer Definition verwandt 
sind, gerade auch zu solchen hypergeometrischen Reihen gehéren, die 
im Gauss’schen Sinne verwandt sind. 

Soleche P-Functionen, die man als Grenzfille derselben Q-Function 
mit einem einfachen Nebenpunkt ansehen kann, will ich in einen 
Kreis verwandter P-Functionen‘ zusammenfassen. Demgemiss bilden 
die 6 P-Functionen der Formelgruppe (6) einen ,,Kreis“. 

Ks ist nun leicht zu zeigen, dass man im allgemeinen Falle, wenn 
keine der Exponentensummen 


ee ee ee 


ganzzahlig ist, durch Wanderulassen eines Nebenpunktes eine beliebig 
vorgegebene P-Function 


le 6 e 
Pia B y 2 
la” Bp’ y” 
in jede andere Function 
| @ b c 


Platt BP+m y+ ai, 
le’+U" B’+m y"+n’ 
wo I’, l’, m’, m’, n’, n” ganze Zahlen sind, fiir die 
U+ +m +m’ +n +n" =0 
gilt, iiberfiihren kann, Denn es ist auf dem angegebenen Wege stets 
mdglich, jeden einzelnen Exponenten der P-Function um eine Einheit 
zu vermehren, wenn man gleichzeitig einen anderen Exponenten, etwa 


y’, um eine Kinheit vermindert. Indem wir diesen Process dann /’mal 
mit « vornehmen, gelangen wir von 


*) Die allgemeine, alle Specialfille umfassende Definition nennt P-Funce- 
tionen verwandt, wenn ihnen dieselbe Gruppe linearer Substitutionen zugehdrt. 
Ritter’s Darstellung ist daher insofern unvollstiindig, als noch zu zeigen bleibt 
(insbesondere in den Fiillen ganzzahliger Exponenten), dass sich seine Definition in 
der That mit der eben gegebenen deckt, Hierzu ist nachzuweisen nothwendig, 
dass einmal die einzelnen Individuen jeder Classe dieselbe Gruppe besitzen, 
andererseits aber denen der verschiedenen Classen, die sich nach Ritter ergeben, 
auch verschiedene Gruppen zugehéren. (Man vergl. meine bereits in der Anm. 
pag. 1 erwdhnte Arbeit, woselbst ich von geometrischem Standpunkt aus auf die 
analoge Frage eingehe). Schilling. 
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ie ee | 
Pia £6 ¥ 38) 
<é ¢ 
zu 
| @ b c 


Pia+l B y ai. 
| a” B’ y’—T? 


Analog kénnen wir dann mit den Exponenten a’, f’, 6’, y’, y” verfahren 
und gelangen somit schliesslich unter Beriicksichtigung der Bedingung 
C+ +m +m’ +n’ + n’=0 zu der zweiten oben angefiihrten 
P-Function. 

Diesem Vorgehen wiirde sich nur dann ein Hinderniss entgegen 
stellen kénnen, wenn die Summe von 3 entsprechend zu a, b,c ge- 
hérigen Exponenten, gleich 0 wiirde. Doch kann dies ja im allge- 
meinen Falle niemals eintreten. Wir erhalten daher das Resultat: 

Ist keine der Summen 

e+e +7, +R 47, C+B ty, CHR +y" 
eine ganze Zahl, so sind zwei Functionen unserer Definition gemiiss 
stets dann und nur dann mit einander verwandt, wenn die entsprechen- 
den Exponenten sich um ganze Zahlen umnterscheiden, deren Summe 
gleich 0 ist. 

Dieser Satz gilt in dieser Fassung jedoch nicht mehr, falls irgend 
eine der erwihnten Summen eine ganze Zahl ist. Da es, wie wir 
schon sagten, gleichgiiltig ist, welchen Exponenten jedes Punktes wir 
von vornherein mit einem oder zwei Strichen auszeichnen, so wollen 
wir, um jetzt den Ausnahmefall zu behandeln, wieder die Bezeichnung 
so gewahlt denken, dass in unserer Ausgangsfunction 


la b ¢ | 
Plo Bp y¥ 2 | 
crt wT 4 


a + p+ y' und a’ + 6” + y” ganzzahlig sind. Wir setzen ferner 
zunichst noch voraus, dass keine der Differenzen 

amd —a', B=6—f', pay —7" 
eine ganze Zahl ist. Dann sind e’ + p’+ y' und a” + p" + y” zugleich 
auch die einzigen ganzzahligen Summen von 3 zu verschiedenen Punkten 
gehérenden Exponenten. Alle Functionen P, deren entsprechende Ex- 
ponenten sich um ganze Zahlen unterscheiden, lassen sich nun in 


2 Classen sondern, je nachdem das erste oder zweite der folgenden 
Bedingungssysteme erfiillt ist: 
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I e +p +y >0, und damit 
a” + B+ <0, 
IL. ¥ + B + y <0, 
a+ B+ y">0. 
Jede Function 
\a@ b ¢ | 
P| oe BP y 2 
a ae 
kann ferner betrachtet werden als Grenzfall einer Function 
la b ¢ | 
giv wiv el, 
rey | 


deren Exponenten man erhalt, wenn man irgend einen der Exponenten 
fir P um die Einheit vermindert. 

Dementsprechend haben die Exponenten der Function Q, die aus 
einer P-Function der Classe I fliesst, den folgenden Bedingungen zu 
geniigen : 
lr. V+w +r >0, 

t+ +e" + esd, 
wo stets die oberen oder unteren Zeichen gelten, da ja die Summe aller 
Exponenten gleich 0 sein muss. 
Ist nun 


V+w+v >0 
a 4p" +0" <0, 
dann erhalt man aus dieser Q-Function wieder eine neue P-Function, 
indem man irgend einen der 6 Exponenten um die Kinheit vermehrt. 
Fiir die neue P-Function, deren Exponenten wir wieder mit «@’, a’, 
6’, B’, v’, vy” bezeichnen, muss also entweder: 
e+e +f =* te +e +1, 
ee et et ee 
ae +B t+y =U +u +r 
| a" +B +7 =e typo" H1 
sein. 
In beiden Fallen folgt aus den Bedingungen I’, dass 
a +B +y >0, 
w+ B" +7" <0 


ist, d. h. die neue P-Function gehért nothwendig wieder zur Classe 1. 


und damit 


oder 
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Ist aber 
V+u+y =0 


"4p" +¥"=0, 

so ist Q eine Function des Ausnahmefalles. Dann verbindet sie die 
vorhergehende Function P, fiir welche «’ + #'+y'=—1, a’ + 6" +y"=0 
gilt, allein mit zwei anderen P-Functionen, deren Exponenten den 
gleichen Bedingungen geniigen, so dass auch dann wieder die neue 
P-Function zur Classe I gehért. Das Analoge gilt fiir die P-Functionen 
der Classe II. 

Irgend eine Function der Classe I oder II ist daher nur mit Func- 
tionen derselben Classe verwandt. 

Hieraus folgt dann leicht der folgende Satz: 

Jede Function der Classe I bezw. II ist mit jeder anderen derselben 
Classe verwandt. 

Unser Ausnahmefall ist daher folgendermassen charakterisirt: 

Die Function P der Form 


und 


| a b c 
P | 
| 


le + BPtm ytn 2 
lo’ +0" Bot my” + a" 
woselbst U', U",... ganze Zahlen sind mit der Bedingung 

U+M+ m+ m+n 4+ vn” =0, 
bilden zwei getrennte Classen verwandter Functionen, wenn zwischen 
den nicht ganzzahligen Differenzen 


a=-a—-a, p=p—p, ypoy-—y 
irgend eine Relation 


| 
| 
| 


+a+fp+ty=—2r+1 
besteht, wo r eine beliebige ganze Zahl ist. 

Es ist nimlich in der That zunichst gleichgiiltig, welche Auswahl 
der Vorzeichen in dieser Relation statthat, indem wir ev. stets durch 
geeignete Vertauschung der Exponentenbezeichnungen bewirken kénnen, 
dass gerade « -+ B+ »—2r-+ 1 und damit in Riicksicht auf die 
Gleichung «’ + «+ p+ p+ 7+ 7"—1 

ae +p +y =—r+l, 

w+ B+ yr 
wird. Wenn aber umgekehrt diese Summen, wie oben gezeigt ist, 
sich als ganze Zahlen ergeben, so muss nothwendig die eine von ihnen 
ungerade, die andere gerade, folglich ihre Differenz stets ungerade sein. 

Wenn jetzt jedoch weiter ausser den Summen e«’ + #’ + y’ und 
a” + 6” + y” irgend eine der Differenzen a, 8B, y eine ganze Zahl ist, 





1 wei SW 
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z. B. «&, so werden auch die Summen a’ + f’+ y’ und «’ + B” + yy” 
ganze Zahlen sein. Dann wird der Weg, der uns von irgend einer 
P-Function durch Wandern des Nebenpunktes zu einer andern fiihren 
soll, nicht nur durch die Bedingung 


é+ A +7 =1, 
“+ B" +7" =0, 


a’ + pf +y =1, 
ad +B" + 7" —0 
in der bekannten Weise begrenzt. Wir finden als Resultat: 

Wenn ausser den Summen a’ + B+ yy’, a” + B’ + y” eine der 
Differenzen a, B, y gleichfalls ganzzahlig ist, so haben wir 3 getrennte 
Classen verwandter Functionen; dieselben lassen sich, falls @ eine ganze 
Zahl ist , folgendermassen umgrenzen: 


sondern auch durch 








e +p +y >0 und a’+p+y >0, 
w+ ty <0 w+ B+ y"<0 
1. oder oder 
a+B+y>Q0, —ab e+ 9 >%. 
ed +6 +7 >0 und a’ +8 +7 <0, 
a’ + B+ yy” <0 e +p" +y">0 
I. oder oder 
a+B+y>0, —a+p+y<0. 
e tp +y <0 und e’ +P +7 <0, 
e+ A +7 >0 aw +B Hy">0 
Il. 
oder oder 
e+B+7<0, —a+B+y<0. 


Es modchte scheinen, als wenn es noch eine vierte Classe giibe, die 
durch die Bedingungen bestimmt wiire: 


e +p +7 <0 und ae’ +f +yYy >), 


a” + B+ 4" >0 ad + B+ 9" <0 
IV. 

oder oder 

e+B+y7<0, —a+tB+y>. 


Doch ist jede Function dieser Classe identisch mit einer bestimmten 
der Classe I], so dass erstere keine neue Classe darstellt. 

Wenn endlich zwei der Differenzen a, B, y und damit auch die 
dritte ganzzahlig sind, so ist jede Summe dreier bezw. zu a, b, ¢ 
gehériger Exponenten eine ganze Zahl. Es werden dann die einzelnen 
Classen durch solche Functionen begrenzt, fiir die eine der 4 Differenzen 
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C+K +7, +o +7, +B +9", C+ BH +7" gleich 1 ist 
Ks wiirden so zunichst 16 Classen miéglich zu sein scheinen, je nach- 
dem jede einzelne dieser Summen > 0 oder <0 ist. Doch sind die 
folgenden beiden Classen von vornberein unméglich: 


e+ B+y>0, e+ h+7¥<S0, 0+ 8+ 7<0, &+P'+y7"<0 

und 

CHBLY <0, +B +¥>0, C+B'+'7>0, C+ B+7">0, 

weil sie mit der Gleichung a’ -- a’ + p+ p’+ 7+ yp’ =—1 im 

Widerspruch stehen. Ferner sind manche der iibrigen Classen mit 

einander identisch, so dass sich schliesslich als Resultat ergiebt: 
Wenn «, 8, y ganzzahlig sind, wihrend sie zugleich eine ungerade 


Summe haben, dann giebt es 4 Classen verwandter Functionen, welche 
sich durch die folgenden Bedingungen umgriinzen lassen: 


























C+B +7 >0, a'+6 +7 >0, & +847 >0, «+6 +y">0, 
5 lett Y'<0, @ +B +7"<0, e468 47°<0, a +B"+7' <0, 
; oder oder oder oder 
a+B+y>0, —a+fp+y7<0, a—B+y>0, a+fp—y>0. 
ae +B +y>0, a’ +p +7 <0, & +8"+y7>0, o& +6 +y7">0, 
(OH B HHS CB +7">0, w+ 6 +7"<0, +8" +7<0, 
i oder oder oder oder 
a+B+y>0, —a+B+y<0, «a—Bp+y>0, a+ B—y>0. 
“+p +y>0, a’ +p +y >0, ao +A"+y' <0, ao +f +7’>0, 
wp, (OTB +e S9, +B" +9"<0, w+ 6 +7">0, +8" +y' <0, 
* | oder oder oder oder 
a+ B+y>09, —a+B+y>0, a—B+y<0, a+f—y>0. 
“e+p+y>0, «+P +y7>0, o& +f6"4+y>0, & +0 + y7’<0, 
ty, [eB +9"<0, @ +B’ +7"<0, a +6 +47"<0, a +6"+y >0, 
oder oder oder oder 
a+B+y>0, —a+B-+y>0, a—B+y>0, 








a+tB—y>0. 


Es ist bemerkenswerth, dass Riemann selbst (der ja ganzzahlige 


Exponentendifferenzen ausschliesst) die Eigenart des Ausnahmefalles 
iibersehen hat, dass die eine Classe verwandter Functionen, die es im 
allgemeinen Falle giebt, sich in zwei solche Classen scheidet. Auf 
diese Liicke in den Betrachtungen Riemann’s hat zuerst Herr Klein 
aufmerksam gemacht in seiner Vorlesung iiber die hypergeometrische 








>0, 
<(), 


>0, 
<2, 





">0, 
<0, 


"$9, 
SO, 
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Function, W. 8. 93/94, pag. 413. Das Criterium fiir die Verwandtschaft 
zweier Functionen des Ausnahmefalles hat dann Fri. Winston im 
Annalen Bd. 46, pag. 157—160 aufgestellt und zwar vermittelst der 
Darstellung der P-Function durch hypergeometrische Reihen. Jedoch 
ist der héhere singuliire Fall, in dem einer oder alle drei Exponenten- 
differenzen ganzzahlig sind, von ihr nicht behandelt worden. Das 
volistiindige Criterium fiir verwandte Functionen im Ausnahmefalle, 
also auch fiir ganzzahlige Exponenten, giebt dann Herr Schilling 
im § 7 seiner Arbeit: Die geometrische Theorie der Schwarz’schen 
s-Function fiir complexe Exponenten (Zweite Abhandlung) Math. Ann. 
Bd. 46, pag. 538, 1895. Dort findet er dieselben Resultate wie ich, 


jedoch auf ganz anderem Wege. 


§ 3. 
Lineare Darstellung durch zwei specielle Q-Functionen. 


Es seien Q’, Q”, Q” drei ,,benachbarte’ Q-Functionen, d. h. man 
soll jede aus den anderen durch Wandernlassen des Nebenpunktes s 
mit Festhalten der Stellen a, b, ¢ und ihrer Exponenten erzeugen 
kénnen. Hierfiir geniigt im allgemeinen Falle, dass die Exponenten 
derselben iibereinstimmen, im Ausnahmefalle dagegen miissen die 
Differentialgleichungen, denen Q’, Q”, Q” geniigen, denselben der 
beiden hier analytisch getrennten Ausdriicke A,, A, enthalten, die auf 
Seite 7 angegeben sind. 

Im allgemeinen Falle ist ferner durch die Exponenten 4’, 2”, u’, uw”, 
vy’, v” die Gruppe der Substitutionen, welche zwei Zweige Q,, Q, der 
Schaar Q bei Umliufen von < erleiden, so weit bestimmt, dass man 
sie durch eine geeignete Auswahl der Zweige Q,, Q, immer auf eine 
einzige wohlbestimmte Normalform bringen kann, Dementsprechend 
kann man aus jeder Functionsschaar Q, Q”, Q” zwei Zweige Q,’, Q. 3 

1) Qo"; Q1°", Q" so auswihlen, dass sie bei irgend welchen Um- 
liufen von z geradezu stets dieselben Substitutionen erleiden. 

Anders im Ausnahmefalle, wenn eine der Summen 4’ + pw’ + ¥’, 
Ate ty, V+’ +y, 4+u'+’ gleich 0 ist. Dann ist die Gruppe 
durch Angabe der Exponenten noch nicht eindeutig bestimmt, sondern 
sie kann immer nur auf eine von zwei méglichen Normalformen ge- 
bracht werden, die nicht durch eine lineare Transformation in einander 
iiberfiihrbar sind. 

Genaueres hieriiber wird man in einer demnichst erscheinenden 
Abhandlung*) von Herrn Schilling finden, der die Gruppen der 


*) ,,Die geometrische Theorie der symmetrischen S-Functionen mit einem 
einfachen oder zweifachen Nebenpunkt“. — Die im Texte von Ritter angefiihrten 
Gruppensiitze sind jedoch nur im Allgemeinen richtig, indem sie in gewissen 
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Q-Functionen von geometrischer Seite her zu untersuchen unternommen 
hat; ich werde daher in dieser Arbeit von den geometrischen Be- 
ziehungen nur das Nothwendigste bringen, was zum Verstiindniss der 
analytischen Unterscheidungen unumgiinglich néthig ist, und auch dies 
nur beispielsweise. Die geometrischen Figuren mégen gleichsam nur 
zur Illustration dienen, nicht zum Beweise der Resultate, die auf 
avalytischem Wege gefunden sind. — 

Wir kehren sogleich zu unserem Gegenstande zuriick. Mégen ein 
oder zwei Méglichkeiten fiir die Gruppe der Q-Functionen vorliegen, 
wenn man den Nebenpunkt s continuirlich wandern lisst, kann man die 
Auswahl der Zweige Y,, Y, in jedem Augenblicke so treffen, dass ihre 
Substitutionen dieselben bleiben, wie zu Anfang. Daraus folgt: 

Wenn Q, Q, QO” im dem oben definirten Sinne benachbarte Q- 
Functionen sind, so kann man drei entsprechende Zweigpaare Q,', Qs ; 

5 Q2"5 OQ", Qo” so auswiihlen, dass sie bei denselben Umliiufen von z 
immer dieselben Substitutionen erleiden. 

Bildet man nun mit den irgendwie ausgewihlten entsprechenden 
Zweigen die Determinanten D,,, D,,, D,, der Matrix 

Q, Q,” Q,” \ 

1 Qe Qe" QI!’ 

so folgt aus der Gleichheit der Gruppe, dass es ,,multiplicative Func- 

tionen“‘*) in der z-Ebene sind, die sich bei Umlauf des Argumentes 

um einen der drei Punkte a,b,c nur mit der Determinante der zuge- 
hérigen Substitution multipliciren. 

Des Genaueren folgt aus dem definitionsgemiissen Verhalten der 
v, Q’, @” an den einzelnen Stellen der z-Ebene und aus der Gleichung 
a+ a ew t+ w+’ + wv" =0, dass die D,, von der Gestalt sind: 

Dix = 0x . (2 —a ft" (2—b)e te" (2 —c)""’," 
unter @;, Constante verstanden, die simmtlich von Null verschieden 
sind, wenn die drei Schaaren Q’, Q’, Q” wirklich von einander ver- 
schieden sind. 


Bedeuten Q, Q’, Q” drei beliebige, aber entsprechende Zweige 
der drei Schaaren, so ist identisch: 





Yo Q| 
Q, Q,” Q,” — 0, 
Q,' Q.” Q.” | 


Fallen ganzzahliger Exponenten Ausnahmen erleiden, Vgl. den diesbeziiglichen 
Paragraphen meiner Arbeit. — Ich habe iibrigens bisher nur die Gruppen fiir den 
sogenannten ,,symmetrischen“ Fall behandelt. Schilling. 

*) Wegen der Bezeichnung vgl. meine Arbeit in Math. Ann. Bd, 44, 1894. 
Appell, Journal de Math. III, 9, Acta math. 13, 1890, spricht von ,,fonctions a 
multiplicateurs". 
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also 

Gog Y + ay, Q” + 02 Q” = 0. 
Zwischen irgend drei benachbarten Q-Functionen besteht also eine lineare 
Relation mit constanten Coefficienten. Infolgedessen kann man die 
Q-Function mit beliebiger Lage des Nebenpunktes s durch irgend zwei 
Functionen Q’, Q” mit specieller Lage des Nebenpunktes in der Form 
zusammensetzen : 
(12) Q= 4,0 + 0", 
wo a, und a, Constante sind. 

Umgekehrt ist jede solche lineare Verbindung zweier Q-Schaaren 
wieder eine Schaar, die allen in der Definition der Q-Schaaren an- 
gegebenen Bedingungen geniigt, also selbst eine Q- Schaar. 

Als Fundamentalschaaren Q’, Q” kann man etwa irgend zwei der 
sechs, bezw. im Ausnahmefalle der drei als Specialfalle der Q- Function 
auftretenden P-Functionen wihlen. Wir wollen zuniichst den all- 
gemeinen Fall behandeln. Es sei, um eine bestimmte Wahl zu treffen: 


: | @ bo ¢ | 

Q=Piv+1 wv ai, 
| 
| F iad uw y" | 
13 

(18) ) | @ b c | 
Q=P\¥ w+ v gz}. 

| - a” vy” | 











Greife ich irgend einen Zweig Q, von Q’ heraus, so ist hierdurch der 
entsprechende Zweig Q,” von Q” erst bis auf eine beliebige multipli- 
cative Constante bestimmt; lege ich diese aber einmal fiir irgend ein 
Paar entsprechender Zweige Q,', Q,” fest, so ist zu jedem beliebigen 
Zweige Q’ der ersten Schaar der entsprechende Zweig Q” der zweiten 
Schaar vollstiindig bestimmt. Hine solche Festlegung der entsprechenden 
Zweige ist in unserem Falle deswegen nothwendig, weil erst dann zu 
jedem Werte des Verhiiltnisses a, : « eine bestimmte Functionsschaar 
Q gehéren kann*). 

Wenn dies aber geschehen ist, so gehdrt zu jedem Werte des 
Verhiiltnisses «,: a, eine und nur eine Schaar Q, also auch nur eine 
Lage des Punktes s; umgekehrt gehéren zu jeder Lage des Punktes s 
im Allgemeinen zwei Scharen Q, also zwei Werte des Verhiiltnisses 


*) Doch wolle man beachten, dass die Werte a, und a, selbst fiir die beiden 
linear unabhiingigen Zweige keineswegs dieselben zu {sein brauchen, wenn nur 
ihr Verhiiltnis das nimliche ist. Wir kénnen also sehr wohl fiir die Zusammen- 
setzung aus den zweiten Zweigen noch einen beliebigen constanten Proportiona- 
litiitsfactor zu a, und a, hinzufiigen; dies wird spiiterhin fiir uns noch wichtig 
sein, Vgl. die Anm. zu pag. 30. Schilling. 


Mathematische Annalen. XLVIII. 2 
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a,:@,. Daraus folgt, dass zwischen s und «, : a, eine Relation dieser 
Art bestehen muss: 

— Ap erg? + 2 By cy, + Cy xy? 

~— Agety? + 2 By ary ta + Cy erg? 


Als entsprechende Zweige Q’ und Q” will ich folgende beiden 
durch hypergeometrische Reihen dargestellten Functionen auswihlen: 


s 


{Q =(A"+ w+ ')-a* 4H (1—a)y P+ te +1, a+ +1, 44+-2, 2) 


LQ—= (A+1)- a (l—ay FQ’ pape +1, Va" +r, a+, 2), 

ent ee : 
we &"G-he—s) =. 
Wir kénnen nun durch Reihenvergleichung leicht diejenigen speciellen 
Werthe des Verhiiltnisses «a, : @, finden, fiir welche sich die iibrigen 
4 im Kreise enthaltenen P-Functionen ergeben. Die dem Zweige Q,' 
oder Q,” entsprechenden Zweige Q, aller 6 P-Functionen sind niimlich 
bis auf beliebige constante Factoren durch folgende hypergeometrische 
Reihen auszudriicken: 


=—2H(l—a)”- FV’ +e+r+1, V+ e"4+r+1 
P, 
=a (l—ay-FV+w+r, V+u"4+yr, A, 2), 


Is : 
Be a y" | 
=a (l—a2)-FA+w+v +1, v+n"+r, A441, 2), 
| a uw v 
lar eta * 
=F (lay FU +e +o, L+e" +r 41, 241, 2), 


P 


ew vsti | 
P, | a” yy” 4 
=o (lay PW +e 41, V+e" +H 41, 441, 2), 
| ri , y 
ai * 


A ow” ov" +1 ra 
=a (1—2)”-FV’+w+v, ¥+e"+r, 24+1, 2). 

Durch Reihenvergleichung findet man, dass sich diese 6 Reihen 
aus denen fiir Q,’ und Q,” ergeben, wenn man der Reihe nach setzt: 
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@,:a@,—1:0 | 
eta —= (Vp): At s—a, r=, 

= (A—p +y) :2d 


@,:a@,= 0:1 rs 

@,ia,= p: "+ uw’ v’) == 00, 
ara tr a 

a, :@=1:1 


@, 2 a, == (A +p" +’): ne s=c, r=], 
= (A —u +v):(A—p —?) 


wo 


(s — a) (ce — b) 


ee (s — b) (e— a) 


ist. 
Aus diesen Beziehungen bestimmen sich dann leicht die Constanten 
der Relation zwischen s oder ry und @,:a,. Man findet: 


(16) gan (Ete T AO c)ast—2(n00—6)+ t(e—0)) err 1d—w-+9)0(0—a) ay 


(—A+-w+y) (b— 0) ay? 2 (w(b—c) + A(e—a)) or a%q+ (A—p-+v) (C— a) a? 


. —~2iaa,+ A~—u+r)a 
1 _ 1% 2° 4 
7) (— A+ w+ ») ay? — 2meryeee 


Durch Auflésung nach = findet man: 
i 


7% (ua(b—c)+2b(e—a))+8 = +1(c—a)) 
( ‘> bias (4 — w+) (s—b) (e- 


Vo a)(s—b)(s- o (x. (a— ane. (a- oe (0- =e a 


s—b s—c 
(A ~ w+ v) (s —b) (ec — ‘ 
17) % a Peer EV a 8) pet 
( I oe a* Z u+v 


Das Verhiltnis «,: a, ist eine eindeutige, eimwerthige Function auf der 
oben definirten Riemann’schen Fliiche; dementsprechend lisst sich jede 
algebraische Function von s, welche gleichfalls auf der Fliche ein- 
deutig ist, rational durch «,: «a, ausdriicken. Dies gilt insbesondere 
fiir die Grésse A der Formel (3) und (4), und zwar muss A ebenso 
wie s ein in @,: a, quadratischer Ausdruck sein, da A eine ganze 
algebraische Function zweiten Grades von s ist. Am einfachsten stellt 
man den Ausdruck auf, indem man beriicksichtigt, dass A nur dann 
unendlich wird, wenn s unendlich wird, und demnach denselben Nenner 
wie s besitzen-muss. A hat also die Gestalt: 


— LaPr+2Maya,+ Ne? erry 
(—a-+- +r) (b—c) a? -- 2(u(b—e) + dle a) cyt (A— w+») (C— a) ay? 


9* 
~ 
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L, M, N findet man aus den Bedingungen, dass fiir 
@:a@,=0:1, A= A"(a—b)(a—oc), 
@:@,=1:0, A=w’(b—a) (b—o), 


@:a,—=1:1, A= v"(e—a) (ec —b) 

wird, 

Es ergiebt sich so: 
(18) A = (a — b) (a — ec) (b — ec) 
; a" (—i+u+v) (cy? — oy ag) + a” (a — Uv) (og? — ay oy) + "(a + u—v) at, 

(—A-+n-+») (6—c) a? — 2(u(b—e)-+ 4(e—a)) a a+ (A—w +») (e—a) a? 
und analog fir a=0, b=, c=1 
(18) A’ — Eb») (0s arg) "(dat y) (erg mente) + 9" (par) crete 
(—A-+-w+r) a? — 2way tte 
Im Ausnahmefalle, um nun die Formeln fiir ihn zusammenzustellen, 


vereinfachen sich diese bedeutend. Es sei die Benennung der Expo- 
nenten so gewahlt, dass 


V+wty=—0 

a+ w+ v= 0 
ist. Dann sind die im allgemeinen Falle ausgewihlten Schaaren Q’, Q” 
der Formel (13) auch im Ausnahmefalle brauchbar. Zu dem Kreise 


benachbarter P-Functionen, die sich fiir specielle Werthe von «@, : «, 
in Q@=a,Q’'+«,Q” ergeben, gehdren aber nur: 


und damit auch 


a bo e¢ a b C 
Piv+l wv 42, P\¥ w+il vy 2, 
} a” uv” | A” uw v” | 
|@ b c | 
P\¥ w v+1 <4, 
la” ue’ v” 


die sich, wie im allgemeinen Falle, fiir die besonderen Werthe : 
@,:@,=1:0, s=—a, 
a,:@—=O0:1, s=—b, 
@:%=1:1, see 
ergeben. 
Aber diese drei Angaben geniigen wieder, um s als Function von 
a, :a@, vollkommen zu bestimmen. Wir haben nimlich fiir die Be- 
wegung von s jetzt nur ein schlichtes Blatt, da sich dasjenige Blatt, 
in dem im allgemeinen Fall die drei anderen P-Functionen liegen, 
durch Zusammenriicken der beiden Verzweigungspunkte abgeschniirt 
hat. Infolgedessen entspricht jetzt jeder Lage von s nur eine Q-Function, 
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also nur ein Werth von a, : @,, wihrend natiirlich auch umgekehrt 
jedem Werthe von a, :«, nur ein Werth s entspricht. s ist also eine 
lineare Function von «@, : @,: 
ge Atm + Bree 
Aza, + Byay 
Man findet: 


,__ a(b—c) a, + 0(e—aa 

(19) Te J—da46-86” 
aici _ (s—a)(ec—b)_ a 
al Me hal 
2 aa = ie _—— ee a” ex, + mw’ a _ 
 se6—-80—-90 ~% goga4-ee 
und fir a=—0, b=w, c—=1 
ony ea ae Qe i 
(20°) A = —i wo 

Nun drangt sich die Frage auf, wenn man vom allgemeinen 
Falle stetig zum Ausnahmefall iibergeht, was wird dann aus den drei 
Functionen 


| @ b \@ b c 
P| 2 vy PY P\i uw v Bi, 
lava p” oo” | ivrwret wv | 

la Ob c | 

Pia’ w v a\, 

rg gi | 


welche sich im allgemeinen Falle fiir die Parameterwerthe 
@, 2a, = (A +e’ +y):4, G30, wu: (A"+ 0+), 
, G2 = (+e ty): (A +e" +") 
ergeben? 
Diese drei Verhiiltnisse ricken im Ausnahmefalle in das einzige 
@,:@, —=— w:A zusammen*), Die genannten drei P-Functionen 


*) Wie tiberhaupt jeder Werth der Formel (17’) fiir beliebige Lage von r 
bei Giiltigkeit des oberen Vorzeichens in — £ tibergeht. — Wir haben hier ein 


elementares Beispiel vor uns, wie die Abbildung einer mehrblittrigen ebenen Fliche 
vom Geschlechte 0 auf die schlichte Ebene bei geeigneter Normirung sich verhiilt, 
wenn ein Blatt durch Zusammenriicken zweier Verzweigungspunkte sich abschniirt. 
Die Formel (17’) vermittelt in der That im allgemeinen Falle die Abbildung der 


zweiblittrigen r-Ebene auf die schlichte (<*)-Bbene. Wird dann das eine Blatt 
i 


der r-Ebene beim Grenziibergang lim 1-++ uw -++ » = 0 abgeschniirt, so entsprechen 
eben vor Eintreten der Grenze selbst alle Punkte dieses Blattes der unmittelbaren 
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arten also in eine einzige bestimmte Q-Function aus, die entsteht, 
wenn der Nebenpunkt s an die Abschniirungsstelle riickt. Es wird 
interessant sein, die Natur dieser Ausartungsfunction Q genauer zu 
untersuchen, die in sich die Kigenschaften aller 3 P-Functionen des 
allgemeinen Falles zu vereinigen hat, ohne selbst eine solche zu sein. 
Die Zweige Q,', Q,” der beiden Fundamentalschaaren schreiben sich 
zufolge der Relation 4’ + w+ v' =0 jetzt so: 

Q) = — dat (1 — ay FL, 1—p, 244, 2), 

Q," = (1+ 4) a*(1— 2)” - FL, — uw, 144, 2). 
Dann ergiebt sich fiir den ihnen entsprechenden Zweig von Q: 
QO = — BO + AQ" = Aa + 1) oF (1 — 2” 

= A(A+1)-(b — ec} (a — cc)" (a— bd)” - (¢ — a) (2 — O' (2 — 0c)”. 

Dies ist eine bei a, b, c mit den Exponenten 2’, uw’, v’ verzweigte 
multiplicative Function von 2. 

Diese Function muss aber mit einem zweiten Zweig Q, zusammen 
immer noch dieselbe Gruppe*) besitzen, wie Q,’ mit dem @, ent- 
sprechenden Zweige Q,’ oder Q,” mit @,” zusammen. Daraus kénnen 
wir sofort schliessen, dass jeder Zweig @, der nicht ein Multiplum 
von Q, ist, nothwendig identisch verschwindet. 

Man bestiitigt dies Resultat leicht, indem man wirklich zwei ent- 
sprechende Zweige Y,' und Q,” bildet und zusammensetzt. Man kann 
etwa wihlen: 

Q, = — As (1 —ay’- F(A" + w+ 0", a” +p" 4+", —A, 2), 
Qs” = (Vw vat (1a) FA" wpe", A’ 04-0", 1A, 2), 


und diese liefern im Ausnahmefalle: 


Qy = — dat'(1— a)". Fp, 0, — a, 2) = — da(1 — ay" 
= — Ab — 0) (a — oH" (a — By" (2 — a" (2 — bY" (e — oy", 
Qn” = — wat (1— a) FU+q, 0, 1 a, 2) = —pat(1—ay 


= — w(b — c)* (a — c' (a — bY” (2 — a (2 — BY" (2 — 0)", 
so dass in der That 


Q, = — 1 Q; + 49,” =0 


ist. 


Umgebung eines einzigen Punktes der (**)-Ebene, wihrend das andere Blatt 


dem ganzen iibrigen Theil der letzteren entspricht, Man vgl. den analogen Fall 
der Abbildung der Lemniscatenfliche, den ich in Schlémilch’s Zeitschrift Bd. 40, 


pag. 370 (1895) behandelt habe. Schilling. 


*) Diese Annahme ist nicht zutreffend; in dem fraglichen Grenzfalle braucht 
die Gruppe keineswegs dieselbe zu bleiben. (Vgl. dic Anm, pag. 30). Dem- 
entsprechend haben auch die folgenden im Text gegebenen Entwicklungen Ritter’s 
nur bedingte Giiltigkeit. Schilling. 
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Wir haben also das merkwiirdige Resultat: 


Wenn der allgemeine Fail stetig in den Ausnahmefall iibergeht, 
so gehen die drei verwandten P- Functionen 


a bo ¢ 





| | la bo ¢ | 
Pi... . . we et P\x uw y si, 
| | ” ” ” | 
(Av +1 yw” vy” A ow" +1 ov 
la b c | 


P | 4 ow v 7 
1A” gw” ow” +1 


alle in eine und dieselbe Functionsschaar iiber, deren linear unabhiingige 
Zweige eine multiplicative Function mit den Exponenten 4, w’, v' und 
eime identisch verschwindende Function sind. 

Der erste Zweig behilt also seinen guten Sinn, nur der zweite 
verschwindet bei allen dreien identisch, und das muss er auch. Denn 
in der allgemeinen Functionsschaar Q wird bei willkiirlicher Lage von s 
(, eine multiplicative Function, die an allen von a, b,c verschiedenen 
Punkten holomorph ist. Dies miisste also auch der Fall sein mit 
dem zweiten Zweige von 


a b oc 
Pi f# wo og 
Av +1 ow” lv” 


Nun sind aber die Exponenten dieses zweiten Zweiges an den Stellen 
a, b, ¢ bezw. a” + 1, w’, v’, deren Summe gleich 1 ist. Kine multi- 
plicative Function von positiver Exponentensumme kann aber an jeder 
von a, 6, c verschiedenen Stelle nicht anders holomorph sein, als 
indem sie identisch verschwindet. 


§ 4. 
Die conforme Abbildung im symmetrischen Falle. 
Ich bilde jetzt den Quotienten zweier linear unabhiingiger Zweige 
einer Q- Function 
6M. 
Ve 


¢ hingt dann nicht mehr von den Exponenten selbst, sondern nur 
noch von den Quadraten der Exponentendifferenzen ab. Wir betrachten 
nun die conforme Abbildung, welche die Function €(z) von der passend 
zerschnittenen z- Ebene entwirft. Wir legen von irgend einem Punkte 
O der z-Ebene einander nicht iiberkreuzende Schnitte nach den 
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Punkten a, b, c, etwa in der Anordnung der Figur 1, d. h. so, dass 
man bei positivem Umlauf um den Punkt O die Schnitte in der Reihen- 
folge A, B, C jeden von — nach + iberschreitet. In der so zer- 


schnittenen ¢-Ebene ist € ein- 
deutig, doch so, dass seine 
Werthe auf dem positiven Ufer 
eines Querschnittes aus den 
Werthen auf dem negativen 
Ufer je durch eine bestimmte 
lineare Substitution hervor- 
gehen. Das Abbild der zer- 
schnittenen z-Ebene in der -Ebene, der ,,Fundamentalbereich“ der 
Function, wird daher durch einen aus 6 Stiicken bestehenden Curven- 
zug begrenzt, von denen immer je zwei auf einander folgende durch 
eine lineare Substitution zusammengeordnet sind. Die Fliche des 
Abbilds muss nun diesen Curvenzug so ausfiillen, dass der Umgebung 
der Punkte a, b, c der z-Ebene je eine Ecke des Bereiches mit der 
Winkeléffnung |R(A)\2z, |R(w)|22, |R(v)|2z entspricht, dass 
die Umgebung des Nebenpunktes s sich auf die doppelt itiberdeckte 
Umgebung eines Punktes @ im €- Bereich abbildet, und dass die Um- 

gebung jedes anderen Punktes der z-Ebene con- 
« form in die §-Ebene abgebildet wird. Ein Beispiel 


; OY y% dieser Art giebt Fig. 2 fir A= w—v=— z**) 





Fig. 1. 





Die Lage des Verzweigungspunktes im Funda- 
mentalbereich hiangt natiirlich von der Lage des 
Nebenpunktes in der z-Ebene oder vielmehr von 
seinem Doppelverhiiltniss zu den Punkten a, b, c 
’ ab. Die analytische Untersuchung dieser Ab- 

hingigkeit wird den Gegenstand des niichsten 
Paragraphen bilden. Hier mégen einige geometrische Betrachtungen 
ihre Stelle finden, die sich nur auf symmetrische Fille beziehen sollen, 
ohne indess diesen Gegenstand zu erschépfen, sondern sie mégen eben 
nur als Beispiele dienen. Eine genaue und erschépfende geometrische 


Fig. 2. 


*) Um die in symmetrischer Begreazung dargestellte Figur zu construiren, 
hat man in Riicksicht darauf, dass die successive Aufeinanderfolge der drei Sub- 
stitutionen die Identitit erzeugen muss, zuniichst die 6 Fixpunkte der Substi- 
tutionen zu bestimmen. Am einfachsten geschieht dies, indem man die drei 
Kreise zeichnet, welche als Begrenzung der dieselben Fundamentalsubstitutionen 
besitzenden Kreisbogendreiecke ohne Nebenpunkt dienen. Mit Hiilfe der 3 Fix- 
punktpaare ist es dann leicht die 6 Kreisbogen der Fig.2 zu zeichnen, indem 
jene gerade die Schnittpunktpaare der einander zugeordneten Kreisbogen bezw. 
ihrer Verliingerung darstellen. 

Schilling. 








7 
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Untersuchung aller méglichen Gestalten wird man in der Arbeit von 
Schilling finden, auf die ich schon oben hingewiesen habe. 

Es seien jetat 4, u,v als reelle positive Zahlen vorausgesetzt. Statt z 
fihre ich als unabhingige Variable das Doppelverhiltniss 
(2 — a) (¢—b) 


= @—d) (¢—a) 


ein. Die singuliiren Punkte a,b, ¢ riicken so in die Punkte 0, oo, 1, 
und an die Stelle von s tritt das Doppelverhiiltniss 


__ (s — a) (c— 5d) 


~ (8 — 6b) (¢—a)_ 
€ geniigt als Function von « der Differentialgleichung: 


GE dé 3(d | d&} 








da'*dx 2\dat* dx. 
1 1 1 
sii Bg eon rag Se 
— gta ea ie 
B+2r—-t 
T g@—1)@—7)’ 
wo os 
B=t+ VP-P eM rer 
ist. 


Wenn alle Coefficienten auf der rechten Seite dieser Differential- 
gleichung reell sind, so bilden sich die einzelnen Theile der reellen 
Zahlenaxe in der x-Ebene auf Kreisbogen ab. Wenn man daher die 
x-Ebene durch die reelle Axe in eine positive und negative Halbebene 
zerschneidet, so bildet ein beliebiger Zweig von € die positive Halbebene 
auf ein von Kreisbogen begrenztes Gebiet in der -Ebene ab, und 
man findet die Abbilder der negativen Halbebene, sowie diejenigen der 
positiven Halbebene, die durch andere Zweige von € entworfen werden, 
wie tiberhaupt die ganze analytische Fortsetzung der Function , indem 
man das zuerst erhaltene Kreisbogenpolygon an seinen einzelnen Seiten 
beliebig oft durch reciproke Radien spiegelt. Die Schlussweise ist eben 
ganz genau dieselbe, wie sie zuerst von Hrn. H. A. Schwarz auf 
den Fall der gewéhnlichen P-Function angewandt ist in seiner funda- 
mentalen Abhandlung: ,,Ueber diejenigen Fille, in welchen die 
Gaussische Reihe eine algebraische Function ihres vierten Argumentes 
darstellt“ *), 

Damit die Coefficienten auf der rechten Seite der Differential- 
gleichung alle reell seien, miissen die Exponentendifferenzen 4, uw, v 
entweder reelle oder rein imaginiire Zahlen, r und B reell sein. Dann 


*) Crelle’s Journal, Bd. 75, 1873, pag. 292 —335, Ges, Abh. II, pag. 211 —259 
und 172—174, 
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besteht das Abbild der positiven «-Halbebene aus einem Kreisbogen- 
viereck ohne Windungspunkte im Innern, von dem drei Winkel die 
Werthe 4a, ux, va haben, wihrend der vierte, der dem Neben- 
punkt r entspricht, die Grésse 2a hat und so beschaffen ist, dass die 
beiden in ihm zusammentreffenden Seiten auf demselben Kreise liegen, 
dass also die eine Seite sich auf demselben Wege entfernt, auf dem 
die andere ankommt. Dabei miissen die Ecken mit den Winkeln 
Ax, wx, va, 2a auf dem Rande des Vierecks in demselben Sinne 
auf einander folgen, wie die Punkte 0, oo, 1, r auf dem Rande der 
positiven Halbebene xz, also die Winkel Az, ux, vx im Uhrzeiger- 
sinne, Lisst man den Punkt r auf der x- Axe wandern — aber nur 
in solehen Intervallen, dass B reell bleibt —, so bleibt die Gruppe 
dieselbe, das Viereck also in dasselbe System von 3 Kreisen eingehingt, 
nur der dem Nebenpunkte r entsprechende Riickkehrpunkt, den ich mit 
@ bezeichnen will, ‘indert seine Lage in stetiger Weise, wihrend die 
den Punkten 0, co, 1 entsprechenden Ecken entweder fest bleiben 
oder auch sich in der Weise unstetig tindern kénnen, dass sie von 
einem Schnittpunkt zweier Kreise plétzlich in den anderen Schnitt- 
punkt tibergehen. 

Wir haben fiir reelle 4, w, v jetzt folgende 3 Féille zu unter- 
scheiden ; 

1) Die Verzweigungspunkte der Riemann’schen Fiche fiir r sind 
conjugirt complex, also 

At+uetyv)(—4+4u+v)(A—et+v)(A+u—yv)>0. 

2) Die Verzweigungspunkte der Riemann’schen Fléache sind reell 
und getrennt, d. h. 

At+uetyv)(—-4t+et+r4—etryAtu—r <0. 

3) Die Verzweigungspunkte fallen in einem Punkte der reellen Axe 
zusammen: 

Atety(—4+4e+%4—e+r)A+e—r)=0. 

Ich will die Benennungen jetzt so gewihit denken, dass immer 
A>u>v ist. Dann kann man die drei Fille auch einfacher so 
charakterisiren : 


1) A<p+y, 
2) A>pe+y, 
3) A=ue+. 


Im ersten Falle 4 < w+ v ist B fiir jeden reellen Werth von r 
reell. Ich kann also r die ganze reelle Axe durchlaufen lassen; um 
aber alle méglichen Vierecke der ¢-Ebene zu bekommen, muss r die- 
selbe zweimal durchlaufen, da man bei einmaligem Durchlaufen auf 
der Riemann’schen Flache noch keinen geschlossenen Weg beschreibt. 
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Diese doppelt tiberdeckte reelle Axe der x-Ebene zerfallt durch die 
singuliren Punkte 0, oo, 1 (bezw. a, b, c) in 6 Segmente, und der 
geometrische Charakter der Figur in der £-Ebene wird davon ab- 
hingen, in welchem der 6 Segmente der Nebenpunkt liegt. Man er- 
halt so bei der zweimaligen Durchlaufung der reellen Axe einen Cyklus 
von 6 Figuren. Die Uebergiinge zwischen den einzelnen Figuren 
werden durch 6 verschiedene demselben System von drei Kreisen ein- 
gehingte Kreisbogendreiecke gebildet, welche den 6 P-Functionen ent- 
sprechen, die aus unserer Q-Function entstehen, wenn der Neben- 
punkt in einen der singuliren Punkte tritt. In den 6 Vierecken 
besitzen die Ecken a,, b,, ¢, stets die Winkel 42, ux, va und die- 
selbe Lage in der Configuration der begrenzenden Kreise. In den 
Dreiecken ist einer dieser Winkel um a vermehrt oder vermindert, 
z. B. erhalten wir fiir r= 0 zwei Dreiecke mit den Winkeln (4 + 1) z, 
ux, vx und (A—1)a, wa, va und analog fir r—oo, r=]. 





ad ie aie” 
Fig. 3a. Vig. 3b 

Je nachdem (A — 1) positiv oder negativ d.h. A421 ist, hat die 
Ecke im Dreieck dieselbe Lage wie in dem Viereck oder ist in den 
zweiten Schnittpunkt der beziiglichen Kreisbogen geriickt. Man wolle 
sich diese Verhiiltnisse an den Vierecken (Fig. 3a, b) klar machen, 
indem man den Nebenpunkt r in den Punkt 0 oder @ hineinriicken lasst. 
Die gleiche Bemerkung gilt fiir die beiden folgenden Fille. Ein 
Beispiel der 12 Figuren giebt fiir de, b=: ves die bei- 
gefiigte Tafel unter Nr. 1*). 


*) In Ritter’s Bearbeitung fanden sich fiir jeden der drei Fille je 4 Serien 
von Figurenskizzen, den 4 Bedingungssystemen entsprechend: 
1) 4>1, w>1, »>1, 
2) a4>1, w>1, r<1, 
3) a>t, wl, v<1, 
eH £4, eo t,. oe i. 
Doch bieten diese keine wesentlichen Unterschiede. Ich glaubte daher die iiber- 
grosse Figurenzahl fiir den Druck in der Weise reduciren zu sollen, dass ich die 
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Im eweiten Falle 4>u-+y ist B nur reell fiir Werthe von r 
ausserhalb der Strecke zwischen den beiden Verzweigungspunkten: 
PO eae 0 Pe ee eee CE 
eo 2u? ? 
R, a= Pte Vth te ty) d—e—)A-—atr)Atu—y) 
2 nee oe 
2u 
Diese liegen beide im Intervall zwischen 1 und co. Um das zu be- 
weisen, brauche ich nur zu zeigen, dass R, > 1 ist. Ich kann 
schreiben : 
R 22 + pw? — o? — V0? — uw? — v2)? — 42? 
ee 2? a 
> Rte — 8 VE = ft FF 
Nun ist A4>w+y, also auch 42> (u+v)? > u?+ v?, folglich 


a2 —w?—2v>0, dh 


y (a2 — im — v*)? = 42 — yp? — 2’, 

und so ergiebt sich: 

+e — 4-8 ——v) 

Rh, Pe cit itni _ > : 
Um alle méglichen Vierecke und Dreiecke zu erhalten, haben wir 
r nur ausserhalb der Strecke R, R, zu variiren, aber so, dass wir jeden 
Punkt zweimal iiberstreichen, einmal im oberen, einmal im unteren 
Blatt der Riemann’schen Flaiche. Wiahrend der Punkt r bei R, oder 
R, in’s andere Blatt tibergeht und umkehrt, liuft der Riickkehrpunkt 
o in der €-Figur auf derselben Kreislinie, auf der er sich befindet, 
in demselben Sinne weiter, ohne dass die Figur ihren morphologischen 
Charakter findert. Ich werde dementsprechend fiir die Lage von r in 
dem Intervalle 1 <r < R, und in dem Intervalle R,< 7 < oo nur 
je eine Figur zu zeichnen haben, wihrend den Intervallen — co < r <0 
und 0<r< 1, ebenso den speciellen Lagen r= 0, 1, co je zwei 
morphologisch verschiedene Dreiecke entsprechen. Der Cyklus besteht 
also wieder aus 12 Figuren, die durch stetiges Wandern des Riickkehr- 


punktes g aus einander folgen. Ein Beispiel fiir 4— =) p= 7 eens 


4 
giebt die Tafel unter Nr. II. 


w. z. b. w. 


Figuren 3a,b dem Texte hinzufiigte, die den in Frage stehenden Unterschied 
angeben, dann jedoch allemal nur eine der Figurenserien beibehielt. Dieselben 
habe ich in derselben Weise, wie die Figurentafeln meiner eigenen citirten Arbeit, 
gezeichnet und angeordnet, Jedem Beispiel habe ich die doppelt iiberdeckte Axe 
hinzugefiigt. Soweit sie zu reellem B gehért, ist sie stark ausgezogen; durch 
Zahlen ist angegeben, zu welchem Intervall bezw. welchem singuliren Punkt die 
einzelne Figur gehirt. Schilling. 








—, at. ht 14 
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et a = i, 2 








Die hypergeometrische Function mit Nebenpunkt. 99 


Im dritten Falle 4 = u + v endlich lassen sich die Figuren immer 
geradlinig darstellen, eine Eigenschaft, die indess auch in den vorigen 
Fallen unter Umstiinden statt haben kann. Denken wir uns das System 
der drei geraden Linien gegeben, zeichnen in dasselbe irgend ein 
Viereck mit den Winkeln Az, uz, va und einem Riickkehrpunkte 
ein und lassen letzteren stetig wandern, so bekommen wir nicht mehr 
einen Cyklus von Figuren, sondern eine Reihe, die beiderseits durch 
je eine Figur begrenzt ist, die nicht aus einem Viereck oder einem 
Dreieck, sondern entweder aus einem Winkelraum oder aus zwei ge- 
trennten Winkelriumen besteht. Ein Wandernlassen des Riickkehr- 
punktes iiber diese Grenzfiguren hinaus ist unmdglich. Durchliuft 
man die Figurenreihe von der einen Grenzfigur bis zur anderen, so 
lauft der Nebenpunkt 7 von der Stelle : aus lings der ganzen reellen 
Axe iiber oo hinweg, bis er wieder von der anderen Seite her in den 
Punkt + einlinft, * ist der Punkt , in dem sich beim stetigen Ueber- 
gang vom allgemeinen zum Ausnahmefall die Blatter der Riemann- 
schen Fliche abschniiren. 

Wir erhalten also, wenn wir die Figuren etwa mit denen des 
zweiten allgemeinen Falles 4 > u-—+- ¥v vergleichen, von den Figuren 
seines Cyklus nur die dem einen Blatte angehérende Hiilfte. Ver- 
suchen wir, auch die dem anderen Blatte des allgemeinen Falles 
entsprechenden Figuren zu zeichnen, so findet man, dass sie sich in 
das gegebene System gerader Linien nur mit umgekehrter Aufeinander- 
folge der Ecken, also bei richtiger Aufeinanderfolge nur in ein anderes, 
symmetrisch gebildctes System dreier gerader Linien einzeichnen lassen. 
Wir bekommen somit statt des urspriinglich geschlossenen Figuren- 
cyklus zwei giinzlich von einander getrennte Figurenreihen, die zu 
verschiedenen, niamlich symmetrisch gebauten Gruppen gehdren, ent- 
sprechend der friiher analytisch gefundenen Thatsache, dass der Cyklus 
verwandter Q-Functionen in zwei getrennte Reihen untereinander ver- 
wandter Functionen zerfallt *). Der geometrische Grund hierfiir liegt, 
wie man sieht, darin, dass ein System dreier Kreise, welche nicht 
durch einen Punkt gehen, zu jedem Dreieck auch ein symmetrisches 
enthilt, dass also eine Figur, wenn sie mit der einen Aufeinander- 
folge von Ecken eingezeichnet werden kann, immer auch mit der 
anderen Aufeinanderfolge einzuzeichnen ist. Gehen aber die drei 
Kreise durch einen Punkt, sind es z. B, gerade Linien, so ist das 
symmetrische Dreieck in dem System nicht mit enthalten. Ein Beispiel 


fiir Amis, w= i, vet sehe man auf der Tafel unter Nr. III. 


*) Vgl. pag. 12 dieser Arbeit, sowie Schilling, geometrische Theorie der 
s-Function mit complexen Exponenten II. Math, Ann, Bd, 46 pag. 536 f. (1895.) 
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Bei der einen Figurenreihe liegt die Ecke a,, wie man sieht, im 
Allgemeinen, d. bh. wenn r nicht gleich 0, oo, 1 ist, im Unendlichen, 
die Ecken b, und ¢, im Endlichen, bei der anderen umgekehrt b, und 
c, im Unendlichen und a, im Endlichen*). 


*) Von Ritter ist tibersehen worden, dass auch fiir die Lage - des Nebenpunktes 


stets ein wohl brauchbarer Bereich existirt. Ich habe denselben in dem Beispiel III 
der Tafel sogleich in Figur 15 hinzugefiigt. Fiir ihn gehen alle drei Kreise durch 
dieselben betden Punkte. Dem entspricht, dass jetzt die Gruppe nicht mehr die- 
selbe ist, wie fiir die tibrigen Lagen des Nebenpunktes s. Genaueres iiber diese 
Verhiiltnisse wolle man in meiner bereits Sfter genannten Arbeit nachsehen. 
Hier michte ich im Anschluss an die von Ritter pag. 21 ff. gegebenen Ent- 
wickelungen nur noch den einfachen analytischen Grenziibergang fiir die zu- 
gehérigen Functionen geben, den man vorzunehmen hat, um continuirlich von 
den Bereichen, fiir die s in der Nihe von liegt, zu unserem speciellen Bereich 
u 

fir s= F zu gelangen, Ohne eine unbrauchbare Ausartung zu passiren. 


Im Ausnahmefalle, d. h. fiir 4-+ «+ » = 0 ist nach pag. 22. 


Qy = — dat! 1 — a2)”. Fu, 1—4, 2+44, 2), 
. Q.” = (1+a)a* (1 — 2)”. F(t, —p, 14-4, 2) 
un OS ans nat’ (1 _ 2)" : 
Q2" = — wa (1— 2)” 


Wir bilden nun p iB 
Qi = 0% Qt + 2 Or, 
ay : a ~+ 
as + 2 @ 
Qs - Ge + , UR 
wo x einen beliebigen von 2 unabhiingigen Factor bezeichnet, den wir gemiiss 
der Anm, zu pag. 17 noch frei zur Verfiigung haben. Es sei nun am einfachsten 


= 1, a —=—u+e, «=e gesetzt, wo « allgemein einen endlichen Werth 
haben mige, der bei Bewegung des Nebenpunktes s 2u variiren ist und erst in 


der Grenze gegen 0 convergirt. Riickt also der Nebenpunkt s in die Stelle : 
iu 


hinein, so wird lim se = 0, d. h. a, : a= — ., und wir erhalten: 

lim Q@,= a(i+a)a* (1—a)”, 

lim Q@ = — dat” (1—a)” 

und demnach 

lim = — (1+-2) at (1—a)” = ~(1-+44)(b—c)* (a —c)" (a—b)” .(z a)(e—b)"(z a 
2 


4+u+rv=0 


ist. Wir sehen also, und das ist in der That ein wichtiges Resultat —, dass auch 


Qe eine nicht verschwindende Function bleibt, wenn s, in den Doppelpunkt : der 
u 
Riemann'schen Fliche hineinriickt 





— ik ot 


sh 





n 


'y 


Bima sb EB 





Die hypergeometrische Function mit Nebenpunkt. 31 


§ 5. 
Der Verzweigungspunkt des Fundamentalbereichs als Function des 
Nebenpunktes. 


Wir haben im vorigen Paragraphen an dem Beispiel des sym- 
metrischen, d. h. reellen Falles geometrisch verfolgt, wie der Riick- 
kehrpunkt des €-Vierecks stetig seine Lage iindert, wenn der Nebenpunkt 
lings der reellen Axe, oder liings eines Theiles derselben wandert. 
Das fihrt uns darauf, allgemein den Riickkehrpunkt, oder im nicht- 
symmetrischen Falle den Verzweigungspunkt des Bereichs als Function 
der Lage des Nebenpunktes s oder r anzusehen. Dabei werden wir 
fiir die Variable s oder r naturgemiiss als geometrisches Substrat im 
allgemeinen Falle die zugehérige zweibliittrige Riemann’sche Fliiche zu 
Grunde legen. : 


Diesen Grenziibergang kiénnen wir leicht auch durch unsere Bereiche, das 
Abbild des Quotienten @ , veranschaulichen. Wiirden wir in Fig. 4 oder 5 des 
2 


Beispiels III der Tafel den Einschnitt einfach sich zusammenziehen, oder in Fig. 11 
oder 12 in den Bereich hinein sich weiter fortsetzen lassen, so wiirden wir aller- 
dings in der Grenze einen oder zwei unbrauchbare Winkelriiume erhalten. Doch 
kiénnen wir, ausgehend etwa von Fig. 11 den Grenziibergang auch in der Weise 
vornehmen, dass wir an die Seite c,a, einen Parallelstreifen ansetzen, wie in 
nebenstehender Figur angedeutet ist. Derselbe 
mag dann breiter und breiter werden, bis c, an 
dieselbe Stelle wie }, geriickt ist, d.h. wir zur Figur 15 
gelangt sind. (Wiirde der Streifen noch breiter 
werden, so gelangen wir zur Figur 12 der Tafel, so 
dass dann der Nebenpunkt s iiber den Doppelpunkt 


gelangt ist, ohne dass in dem Bereich irgend 


welche Ausartung stattfirdet,) 

Wollen wir jetzt villige Uebereinstimmung 
zwischen diesen soeben geschilderten geometrischen 
und analytischen Grenziibergiingen herbeifiihren, so brauchen wir einmal den 
geradlinig begrenzten Bereich nur so gezeichnet zu denken, dass der Punkt b, 
in den Nullpunkt, der dem Nebenpunkt s entsprechende Punkt in den Einheits- 
punkt fiillt, andererseits dementsprechend die abbildende Function so festzu- 





= leg ’ 
legen, dass sie fiir 2 = a, b, s, wo s = Pie ist, entsprechend die Werthe o, 0, 1 


annimmt. Dieser analytischen Normirung entspricht, dass wir anstatt 0, die 
2 


¢ 
«O46 
lineare Verbindung = wiihlen, wo a, 6, y, 0 vom Parameter ¢ abhingige 
Y Q. + é 


Constanten sind, die unserer Bedingung gemiiss sofort zu bestimmen sind. Es ist 
wohl unnéthig, auch ihre ausgerechneten Werthe noch herzusetzen, 
Schilling. 














32 E, Ritrer. 


@ ist der Werth von € im Nebenpunkt. Gehen wir zur urspriing- 
lichen homogenen linearen Differentialgleichung, d. h. zu der Functions- 
schaar @Q zuriick, so lautet die Frage also: 

Welche Werthe haben die Zweige der Functionsschaar Q in ihrem 
Nebenpunkte s? 

Ich will der Einfachheit halber statt mit dem Nebenpunkte s mit 
seinem Doppelverhialtniss r zu den Punkten a, b, c operiren, d. h. a, b, ¢ 
nach 0, co, 1 gelegt denken. Das ist um so unwesentlicher, als ich 
schliesslich als unabhangige Variable gar nicht + selbst benutzen will, 
sondern eine auf der Riemann’schen Fiche eindeutige Variable, durch 
welche wir r erst quadratisch ausdriicken. 

Eine solche auf der Riemann’schen Fliche eindeutige Variable ist 
uns unmittelbar durch das Verhiiltniss 


is 


e= 


BIS 


der Zusammensetzungscoefficienten von Q’, Q” gegeben. r driickt sich 
hierdurch in der That quadratisch aus: 


¢ ae 224 tpt ele? _, % , — 84+ Opts) oy | 
(—A+ute) ay? —2moaye, = ay (—Af +r) a —2Z ay 

Bezeichnen wir die Werthe zweier Zweige Q,, Q, von Q@ im 

Nebenpunkte r mit P,, P,, so bilden die linearen Verbindungen von 

P,, P, eine Functionsschaar auf der Riemann’schen Fliche, die sich 


nach pag. 17 folgendermaassen durch @,, a, ausdriickt: 


| O ow 1 | io @ 1 | 
P=a.P)/4+1 vw v ri+aP\¥ w+l vy 4, 

| 

a” a” v" | | P a” vy” | 


worin man fiir r den oben gegebenen quadratischen Ausdruck ein- 
zusetzen hat. 


Der gegebene Ausdruck hingt aber gar nicht von dem Verhiltniss 
@ = “ allein ab, sondern auch von den Variablen @,, a, selbst. Das 
1 


fiihrt uns mit zwingender Nothwendigkeit dazu, P nicht als eine Func- 
tion einer einzigen unabhingigen Variablen a, sondern als eine 
homogene Function, eine ,,Form‘, der zwei unabhingigen Variablen 
a,, @, selbst zu betrachten. 

P(a,, @) ist also eine Formenschaar ersten Grades der homogenen 
Variablen «,, «, in der schlichten a-Ebene, auf welche die zweibliittrige 
Riemann’sche Fliche iiber der r-Ebene ein-eindeutig abgebildet ist. 

In der Zusammensetzungsformel 


Q(x) = a, Q(x) + @, QO" (x) 


miissen, damit die dargestellte @-Function iiberhaupt einen Sinn hat, 








it 
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die Coefficienten «,, «, der Beschrinkung unterworfen werden, dass 
keiner von ihnen unendlich werden darf, und dass nicht beide gleich- 
zeitig verschwinden. Dies ist aber genau dieselbe Beschriinkung, der 
man homogene Variablen bei formentheoretischen Betrachtungen stets 
zu unterwerfen hat, so dass auch diese hier ganz im Wesen der 
Sache liegt. 

Ks ist nun das functionentheoretische Verhalten der Formenschaar 
P(a,, @,) an den verschiedenen Stellen der «-Ebene zu charakterisiren. 

Die Schaar ist offenbar holomorph und unverzweigt fiir alle Werth- 
systeme a, : a, fiir welche r von 0, 00, 1 verschieden ist, d. h. fiir alle 
Werthsysteme mit Ausnahme folgender sechs: 


@,:@=1:0, a: a,—(A—p+yr): 24, 

@,:0,=0:1, a,:a,—2u:(—A+u+y), 

@:@—=1:1, a:a,—(A—u+y)-(A—u—?). 
Beschreibt dagegen a = a, : a, eine Umkreisung eines dieser Aus- 


nahmepunkte, indem gleichzeitig a,, a, selbst wieder zu ihren An- 
fangswerthen zuriickkehren, so umkreist in 


P= a, Q(r) + %Q"(r) 
y einen der Punkte 0,00, 1. Zwei Zweige von Q’ und die entsprechen- 
den von Q” erleiden also eine bestimmte, und zwar dieselbe, lineare 
Substitution A, B oder C. Da sich a,, a, reproduciren, erleiden also 
die entsprechenden Zweige von P ebenfalls dieselben linearen Sub- 
stitutionen A,B,C. Wir haben also den Satz: 


Zwei Zweige der Formenschaar P erleiden eine lineare Substitution A 


bet jeder Umkreisung eines der beiden Punkte a = 0 und a = Th 


eine Substitution B bei Umkreisung eines der Punkte «a —=co und 
«= —ifpete , sowie eine Substitution C bei der Umkreisung der 
Punkte «@ =1 und «= a 

P ist also, was ich in Math. Ann. Bd. 47*) eine ,, Riemann’sche 
Formenschaar nenne, und zwar ist in der dortigen Bezeichnungsweise 
n=2, p=0, s=—6 zu setzen. 

Wir fragen vor allem nach den Exponenten der Schaar P an ihren 
6 Verzweigungsstellen. 

Es sei allgemein ¢,, ¢, eine solche Verzweigungsstelle, ,, 7, 
irgend eine willkiirliche von den Verzweigungsstellen verschiedene 
feste Stelle. Ich verstehe unter (#8) allgemein die Determinante 
a,B, —a,8,, die an der Stelle 6,, 6, in der ersten Ordnung ver- 
schwindet. Ich setze nun die Identititen an: 





*) ,,Ueber Riemann’sche Formenschaaren auf einem beliebigen algebraischen 
Gebilde“, (1896), p. 157—221. 


Mathematische Annalen, XLVIII. 3 














ang, - 29 _» 9 
1 = 81° en) (en)? 
a, =» g, - 29 4, 2 


und schreibe also 


P= (6, (r) + Q'(r) 2 — (mG + vO) E- 
Die Fundamentalzweige von P setzen sich aus den Fundamentalzweigen 
von Y und Q” zusammen, 
Ein Zweig von Q oder Q” oder einer linearen Verbindung von 
QY und Q” mit constanten Coefficienten hat aber an einer Stelle ¢,, «, 
in @ gemessen denselben Exponenten, wie in r gemessen an der ent- 


sprechenden Stelle r—0, r—oo oder r=1. Denn r, :, r—l1 


verschwinden ja jedes an der betreffenden Stelle ¢,, ¢, in @ gemessen 
in der ersten Ordnung, da die Verzweigungspunkte der Riemann’schen 
Fliche r nicht in diesen Punkten liegen (wenn ich 4, uw, v von 0 
verschieden voraussetze). 


Daher besitzt auch in dem letzten Ausdruck fiir P das erste Glied 
dieselben Exponenten , wie die Schaar 


4 Q(r) + &Q"(r), 
das zweite Glied um 1 héhere Exponenten, als die Schaar 
m0 (r) + 0.Q"(r). 


Die 6 Werthsysteme ¢,, ¢, sind aber gerade diejenigen auf Seite 19 
angegebenen speciellen Werthsysteme a,, a, fiir welche sich 


a, Q(x) + a, Q(z) 


auf eine P-Function reducirt; wir kénnen danach die Exponenten der 
Fundamentalzweige des ersten Gliedes im Ausdruck fiir P sofort an- 
geben, namlich 


fiir €,:—=1:0 Exp.: a’ +-1,4"| e,:e.—=(A—p+y):2d Exp.: 4, a°-+1, 
&:&=O0:1 4 w+ l,e"| &:&—=2u:(—A+p+yr) ” we" +1, 
&:e—el:1 , w+"! g:e.—(A—wty):(A—u—y) , 3 v,v" +1. 





Die Exponenten des zweiten Terms in P sind dagegen mindestens, in 
entsprechender Weise angeordnet: 





rat, F 40! £40, rod 
w+1, w+ w+1, we’ +1, 
y+1, v”+1 v+1, v’ +1, 








an 
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also nicht niedriger als die entsprechenden Exponenten des ersten 
Gliedes. Daher sind auch die Exponenten der Formenschaar P an den 
6 Stellen jedenfalls mindestens gleich den fiir das erste Glied an- 
gegebenen. 

Um zu beweisen, dass sie thatsichlich nicht grésser sind, und um 
gleichzeitig zu zeigen, dass die Formenschaar P keine Nebenpunkte in 
der a-Ebene besitzt, benutze ich jetzt einen Satz tiber die Anzahl der 
Nebenpunkte in einer Formenschaar von gegebenem Grade und ge- 
gebenen Exponenten, den ich in der oben genannten Arbeit*) be- 
wiesen habe: 

Die Anzahl der Nebenpunkte einer n-gliedrigen Riemann’schen 
Formenschaar auf einem algebraischen Gebilde vom Geschlechte p ist 

o = nd + n(n—1)(p—1) — £i4-o-8 


9 ? 
unter & den Grad der Formenschaar, unter s die Anzahl der Ver- 
zweigungspunkte, unter 24 die Summe der Exponenten in denselben 
verstanden. 

d ist hierbei in multiplicativen Primformen zu messen. 

In unserm Falle ist n= 2, p=0, d=1, s— 6, also 

o=6— 24. 

Unsere Formenschaar ist an allen von den Verzweigungsstellen 
verschiedenen Stellen holomorph, kann also héchstens Nebenpunkte von 
positiver Multiplicitat besitzen, es muss also nothwendig @>O0 sein. 
Das giebt zuerst fiir die Exponentensumme die Ungleichung 

ZzA<6. ; 

Nun ist aber die Summe der auf der vorigen Seite angegebenen 
Mindestwerthe fiir die Exponenten schon — 6; also kann kein Ex- 
ponent einen grésseren Werth haben, als den angegebenen Mindest- 
werth, da sonst 2A > 6 wire. Also haben die Exponenten genau die 
angegebenen Werthe. Dann ist aber 2A =— 6, also 9 = 0, d. h., die 
Formenschaar P besitzt keinerlei Nebenpunkte. 
ay Wir kénnen also unsere Formenschaar P jetzt so kennzeichnen: 
’ 


A P besitzt an seinen 6 Verzweigungsstellen die folgenden genauen 
r+, Exponenten: 


"tI, 
™ Gn &:&=1:0 Eup. a’ +1, 4" | &:8—=(A—w+):24 Exp. 4’, 4" +1, 
&:&=0:1 4, w+l,e” | &:8&—=—2u:(—4+4+ 7) » we +1 
&:@=1:1 4 v1, 0" | y:e.—(A—p+yr):(A—w—v) , v,v"+1 
+s und besitet nirgends einen Nebenpunkt. 
+1, bate Aye sen A 
"+l, *) Math. Ann. Bd. 47, pag. 163. 


3* 
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Dasselbe Resultat gilt natiirlich bei Riickwirtsiibertragung auf die 
Riemann’sche Fiche r, wenn man z. B. statt a,, a, als homogene 
Coordinaten die Ausdriicke 


r= —2Aa ey + (A—p+r) az, 
r, = (—A+u+r)a,? — 2a, a, 


einfiihrt; nur ist dann der Grad in r,, 7, natiirlich =, und in den Ver- 


4 
2 
Ly 
zweigungspunkten R der Flache sind die Exponenten in (r—R)* zu 
messen. 
P muss als eine Riemann’sche Formenschaar von «,, & natiirlich 
einer homogenen linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung geniigen*). 


*) Wie Ritter die Fortsetzung dieser Untersuchungen dachte, ist mir nicht 
bekannt. Vor allem wiirde man wiinschen, die Differentialgleichung in extenso 
aufzustellen, also auch ihre accessorischen Parameter zu bestimmen. Wann werden 
letztere insbesondere fiir reelle Grissen 2*, u*, v? gleichfalls reell sein, wie liisst 
sich der zugehérige Fundamentalbereich des Quotienten zweier linear unabhingigen 
Particularlésungen construiren? Sodann wiirden die Betrachtungen auch fiir den 
Ausnahmefall vollstindig durchzufiihren sein. Schilling. 














Ueber ein discontinuirliches Integral. 
Von 


E. Guster in Ziirich. 


Im 75'" Bande des Crelle’schen Journals fiir Mathematik hat 
Herr H. Weber den bekannten discontinuirlichen Integralen 


oo 


sin 2 COs ax 


0 


und verwandten das Integral 
“. -* 
J J (x) J (ax) dx 
0 


als Analogon an die Seite gestellt. Herr Sonine gab dann im 16. Band 
der ,,Mathematischen Annalen“ pag. 38 und pag. 51 allgemeine Formeln, 
welche das Weber’sche Integral als speciellen Fall enthalten. Zu der- 
jenigen dieser Formeln, welche eine Integraldarstellung der hyper- 
geometrischen Reihe bietet, gelangte auf anderem Wege auch Herr 
Schafheitlin, Math. Annalen Bd. XXX. Die nachfolgende Arbeit 
hat keinen so allgemeinen Charakter. Sie halt sich an die Weber’sche 
Integralform, verallgemeinert aber die Parameter. Eine directe Be- 
rechnung des allgemeinen Weber’schen Integrals 


J F@sea) dx 


habe ich in der mir zuginglichen Litteratur nicht gefunden. Die An- 
regung zur Untersuchung gab mir vor lingerer Zeit mein seither ge- 
storbener verehrter Lehrer Schlifli; ihm verdanke ich auch manchen 
férdernden Wink. 

In Bezug auf die Bezeichnung schicke ich voraus, dass ich dem 
Integralzeichen I(a) anhiinge, wenn der Integrand auf seinen friihern 
Werth zurtickkommt, nachdem die Variable den Pol @ umlaufen hat, 
d. h, wenn der Integrationsweg geschlossen ist. Der Umlauf soll, 
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wenn nicht das Gegentheil gesagt ist, rechtliufig verstanden sein. 
Kehrt dagegen der Integrand nicht mehr auf seinen urspriinglichen 
Werth zuriick, nachdem die Variable von einem Punkte b ausgehend 
den Pol a rechtliufig umkreist hat, ist also der Integrationsweg eine 


von b aus um a geworfene Schlinge, so fiige ich dem Integralzeichen 
II(b; a) bei. 


Das Integral 
- a b 
J F(a) I(ex) dx 
0 


sei zur Abkiirzung mit S bezeichnet. An der unteren Grenze verhilt 
es sich wie 


const. fat dz, 
vu 


erfordert also zur Convergenz 
a+b+1>0. 


Vermége der fiir ein grosses z giltigen Formel 


F(a) = & eos (2 (0 +9) 


ist fiir die obere Grenze die zu integrirende Function gleich 
2 nls 2 1)\ ¢ — 2 
he (2 3(#+3)) cos (cx 7(¥+3)) = 


ee RSet Shy Seema. 


~ we x x 


Denkt man sich ¢ positiv, so ist die Convergenz an der obern Grenze 
gesichert, wenn ¢ von 1 verschieden ist. Das Integral convergirt dann 


hier wie 
:. -_ 
J snd” ng J cos ody 
e @ p 


Ist c= 1, so kommt im Product der beiden Cosinus der nicht 


oscillirende Term 5 cos (a—b) = in Betracht; das Integral divergirt 


ao 
. dx : aie . 
dann wie = Nur wenn a —b eine ungerade positive oder negative 


Zahl ist, convergirt das Integral auch fiir c = 1. 








~— OO met ms 
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Wenn c > 1, so ersetze man x durch < , dann ist 


of kat 2 
Sua J Ja) F(2) az, 
wo nun ~< 1 ist. Man braucht also nur den Fall zu betrachten, wo 
0<c< 1 ist. 
Il. 


Um S zu berechnen, substituire man 


jeaymst, far " Rt 1dt 


Weg eine rechtliufige Schlinge aus — N um OQ; sie gehe durch —i 
und 7, liege westlich ausserhalb, dstlich innerhalb des Einheitskreises. 


Setzt man dann 
os ot Se > ? ae, 


iz f TH dt 
4 


Weg die vorhin beschriebene Schlinge. 


so ist 


Wenn u — = -- c(t — rt), so dass w in der dstlichen Halbebene 
ausserhalb des Kinheitskreises liegt, so ist nach der Formel 
. a i—a 
fi@me dz =irr;) wo b= s(h—; 
Q 
2u'—* 
ald 5 fs 
Wenn ¢ im Westpunkt sich befindet, so ist «= — ct im Ostpunkt. 
Wihrend ¢ vom Westpunkt bis — 1 lauft, liuft « vom Ostpunkt bis 1. 
Wenn ¢ = — e9(0 <go< 3), so sei c = sin B(0 <B <2); dann 
wird « —: = 2isinBsing. Setzt man sin B sin gp — sin x, so lauft 


z von O bis B, u— e'x(0< x < 8B). 

Weil ¢ in der Westhilfte ausserhalb des Einheitskreises bleiben 
und vom Westpunkte bis nach —i, zum Beispiel in der Siidhialfte 
gehen soll, so lauft der entsprechende Theil des u-Weges im nord- 
dstlichen Viertel vom Ostpunkt bis e’* ausserhalb des Einheitskreises. 
In u=e'é (t—=— i) ist - = 0, der Punkt e’® ist also ein Verzweigungs- 
punkt des u-Feldes. Wenn daher ¢ in gerader Linie durch —i geht, 
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um in den Einheitskreis einzutreten, so kehrt w vom Punkt e‘? — in 
unmittelbarer Nahe gedacht — auf demselben Wege zuriick, auf dem 
es hergekommen ist. Im Augenblick, wo ¢ die positive Axe zwischen 
0 und 1 im Punkte e~¢, @ positiv, erreicht hat, hat auch w die positive 
Axe in einem éstlich von 1 liegenden Punkte' ¢’, jin o —sin B. fine, 
erreicht. Die zweite Hilfte des w-Weges darf man sich zur ersten 


TE we ‘al a ef 
, om ( wt 
— / ‘ a he 
/ \ \ ™ 
DY ae | \ \@ x 
nm “Ht oO Kse\y 1] 6 — 
Hhies lle _ 
; a _ " 
ay \ ; / / 2 dl » ——? 
e.. \ I dite wes 
e, ig 
4 i et 


in Bezug auf die Realititslinie symmetrisch denken. Der u-Weg 
liegt also dstlich ausserhalb des Hinheitskreises, geht vom Ostpunkt 
aus in der Nordhilfte nach e?, kehrt hier zuriick und geht hier in die 
Siidhalfte, um noch ein Mal den Einheitskreis in e~‘? anzutreffen und 
kehrt von hier nach dem Ostpunkt zurtick. 


Ill. 


Die Gleichung zwischen ¢ und u wird 


wu? —1+ e(tu _- = 0. 
Man setze daher tu = p, ; 
chung wird 


=q; dann ist u?=—pq und die Glei- 


pq—l+cep—ceq=0. 
Sie giebt 
gaz? ¢ a it®, ¢u Mt!. 
qe’ q+e ’ q+ ¢) 
Diese Substitutionen gestatten, die zu integrirende Function durch die 
Variable q allein auszudriicken. Die niichste Aufgabe ist, den g-Weg 
aufzufinden. 


In Bezug auf ¢ als Function von q hat die g-Ebene die vier Ver- 
zweigungspunkte 0, co, —¢, — x Um den qg-Weg zu finden, wollen 


wir ¢ von — N bis —1 fiihren, dann in der Siidhialfte des Einheits- 
kreises bis 1, und erst nachdem wir den entsprechenden q-Weg ge- 
funden haben, die Verschicbung vornehmen, welche macht, dass ¢ 





- = = fe, -. 
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von — N bis —i ausserhalb, von — i bis + 1 innerhalb des Einheits- 
kreises bleibt. 

Wenn ¢ = — et’, wo 4 alle positiven Werthe von oo bis 0 durch- 
liuft, so sei fing —c. fin 4; dann ist w < A und w durchlauft auch 
die positiven Werthe von oo bis 0. Weil ue", so ist g==—e—*# 
und geht von — ¢ bis — 1. ‘ 

Wenn ¢ = — e'?, wo o von 0 bis = liuft, so sei sin y — sin B sin 9; 
dann ist y< gp. x geht von 0 bis 8, wenn » von 0 bis ; 
kehrt nach 0 zuriick, wenn g von . bis z geht. Da u — e*-und der 


geht und 


Factor — 1 in ¢= — e® als e'* aufzufassen ist, so ist g = e'("tx-9) 
und geht von e‘* in riickliufiger Richtung dem Rande des Kinheits- 


. {2% 
kreises entlang durch den Punkt e ( +*) , welcher dem festzuhaltenden 
Punkt ¢ = — i entspricht, bis ans Ende 1 des nérdlichen Halbkreises. 
Nimmt man nun mit dem ¢-Wege die vorhin angezeigte Ver- 
schiebung vor, so verschiebt sich auch der g-Weg so, dass er von 
—c innerhalb des nordwestlichen Quadrants des Einheitskreises nach 


, (2 ; 
dem Punkte ¢ (F+e) hingeht, dann aus dem Einheitskreise heraustritt, 


<= 








die laterale Axe noérdlich von ¢ passirt und ausserhalb des Einheits- 
kreises im nordéstlichen Viertel der Ebene nach einem Punkte der 
positiven Axe hingeht, der dstlich von 1 liegt. Der iibrige Theil des 


:(# 
Weges fiihrt durch den Punkt o (E+?) nach —e zuriick und liegt in 
Bezug auf die Realititslinie symmetrisch zum ersten Theile. Der ganze 
g-Weg ist also eine vom Pol —c aus um den einzigen Pol 0 gelegte 


riickliufige Schlinge, welche den Pol —} ausschliesst. 





IV. 


‘ - “Fe 2 dt 
S= ai. ft eet sho 


b 
b==(eq+1) *g*q+o)’, 
< l—a a = 1 
w-@—=g * (eq+1)* q+eo)’ 
2(a+¢) 
e(q?+1) + 2q’ 
—1, +0424 g 
2 sata O45 


Nach Seite 39 


o=s-3 oy e—! ete! 


* @+e) * (eq+l) * dg. 


Macht man die Schlinge rechtliufig und multiplicirt daher den letzten 
Ausdruck mit — 1, so bekommt man 


. 6-—a—1 b-+-a—1 1 a+6b+1 


1 nw Seaagelions 


S—aiz [9 7 ate * (q+!) * dq. 


IT(—2; 0) 
Setzt man g = cz, so kommt 


b o=e-8 b+a—1 att! 
c 2 2 . 
S = z (1 + 2) (1+ cz) 
It(—1;0) 


Man nehme nun fiir einen Augenblick © ett als positiv an, um 


die Schlinge um 0 zusammenziehen zu atrfen, Wenn das geschehen 
ist, setze man ¢ = — ¢; auf dem Hinweg ist dann log z = log ¢ — iz, 
auf dem Herweg log ¢ = log ¢ + iz, im sehr kleinen Kreis um 0 herum 
verschwindet das Integral. Man erhilt dann 


e dno o+e—1 al 
= ¢ * (i—é * (1—e2) 
erase | os lll ees 
0 


also 
r@t* , 
S—- . en, 22! 341.6 
ro41yr(4—e +1) e . ? slat 
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wo nun die Bedingung_hinsichtlich o—ett wieder wegfallt. Wir 
haben also das Ergebniss: 
Wem a+b+1>0,0<e <1, so ist 


(A) fF J (cz) dx 


r(etbt) 


St mraatniames HATES Tees 
rot+yr(*— oF?) ( 


—) ; ,b+1, e). 


Um das Integral fiir den Fall darzustellen, wo c > 1 ist, ersetze man 


x durch -) nultiplicire mit ¢ und schreibe dann a, s resp. statt b,c, 
so kommt 


” a 6 
(B) fi J (cx) dx 
0 
a+b-+1 
Bice a 
ra+r(P—st) 
a+b+1>0, e>1. 
Diese zwei Functionen gelten auch fiir complexe Werthe von ¢ und 
haben mit Ausnahme der Pole c? = 0, 1, co den Charakter ganzer 
Functionen. Keine geht in die andere tiber. An der Stelle c—1 
tritt also fiir das Integral ein Functionswechel ein. Hierauf will ich 
in einem spitern Paragraphen noch naher eingehen, vorerst aber die 


Falle betrachten, wo a — bd eine positive oder negative ungerade Zahl 
ist, und in welchen, wie wir gesehen haben, c = 1 werden darf. 





oot (Set, “ett, a+1 


? ¢/? 


V. 
Wenn a — b = — (2n+1) eine negative ungerade Zahl ist, so 
wird p(*—it*) = [(—m) unendlich gross, der dritte Parameter der 


hypergeometrischen Reihe in der Formel (A) bleibt positiv, die Reihe 
behalt also einen endlichen Werth. Daher hat man 


o 


a a+2n-+ 
(A’) Jf Fe@tesiaz =0, wenn 0<e<l, 


Wenn a—b=—2n-+ 1 eine positive ungerade Zahl ist, so bleiben 
die Gammafunctionen in der Formel (A) endlich, der zweite Parameter 
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in der hypergeometrischen Reihe wird — m, die Reihe bricht also mit 
dem (n+ 1) Term ab. Man hat 


* bt antt b rib , , 
Six) J(cx) dx = reporern oF(b+n+1, —n, b+1, c). 
o 

Diese Formel lasst den Grenzwerth, den das Integral erhilt, wenn c 


gegen | hingeht, nicht erkennen. Die Anwendung der Gauss’schen 
Gleichung 


T(y) F(y—e— 
F(a, B,y, l= ro — $ 


giebt die unbestimmte Form =e Zu einer durchsichtigen Darstellung 


gelangen wir, wenn wir der allgemeinen Formel (A) zuerst die Gestalt 


geben 
__ b—a+1 ( b-—a- ') 
dene + ee a+ = 
fiod J(x)dz = ——————_-—-_—- 
r(,¢ ete) 
Kelengs : _ ii, 
(to) rapo4y 
Setzt man 


a=b+2n-+1, 


so geht sie itiber in 

Mopanti i= 

J(u) J(ex)dx =e > (7) 4 +" +) (ep 
A=0 ‘ 


Nach Cauchy’s Formel ist 
- 1 Ln} lt 
ee " : fa+o " ‘Sat 


9 


n 20x 
7(0) 
substituirt man dies in der letzten Gleichung, so kann man unter dem 
Integrationszeichen summiren, wodurch 


oe b-+-2n-+1 5 ab “(1 tyre 
Itz) J (cx) dx = aes a (i - 
0 


-e?—c?t)" dé 
entsteht, wenn der ¢-Weg eine geschlossene Curve um 0 ist, welche — 1 
ausschliesst. Man kann {(1—c?) — c?¢}” in eine endliche Summe ent- 


wickeln und dann die Integration Term fiir Term vollziehen. Es 
ergiebt sich 


J Ss J (cx) dz = (—1)"e™ = (7) (” ry ( if rs 








nit 


L Cc 
en 


ig 


t- 


1s 
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oder, wenn man wieder zur hypergeometrischen Reihe zuriickkehrt 


ao 
* b42n41 2b 


(A”) J J (a) J(ex) dx =(— Ire F(—n, —n—b, 1, — a 1)): 
0 


Auf demselben Wege erhilt man aus der Formel (B), wenn 


a —b = — (2n+1) 


é va a--2n-++1 
(B’) | J (x) J (cx) da = (—1)"c~**-4-1 F(— n, —n —a, 1, —(c?—1)), 


aber wenn a —b=2n-+ 1 


aD 
{ b+42n+1 b 


(B”) J(c) J(ca)dz=0. 


e 
0 


Wir haben somit folgende zwei Integrale 





f « 
* a a-+-2n+1 
J Fe) J (cx) dx 
(1) } ' 
= (—1)* c-*"-«-1 F(— n, —n—a, 1, —(c?—1)), wenn 1<e, 
aber = 0 wenn O0<e<l, 
f > b+2n-+1 db 
fre J (cx) dz 
(I!) — : 1 
= (—1)" 2+ F (—», —n—b, 1, {5 = 1)), wenn 0<e<l, 
L aber = Q wenn 1l<e. 


Beide Integrale sagen nicht wesentlich Verschiedenes aus; ihre Her- 
leitung ergiebt, dass sie auf dieselbe Art in einander iibergefthrt 
werden kénnen, wie die Formel (A) in (B) verwandelt wurde. 

Das Integral (I) giebt, wenn ¢ auf 1 herabsinkt, den Grenzwerth 
(—1)", wenn dagegen c wachsend gegen 1 hingeht, den Grenzwerth 0. 
Beim Integral (II) findet das Umgekehrte statt. 

Fiir a=0, n= 0 giebt (I) 


Jf Foden du=*, wenn ¢> 1, 
v 


aber =—=Q wenn 0<c<l. 














Fir a=—j5, n=0 


@ 
sin Cx. cos & 


is dx ==, wenn ¢> 1, 
0 
aber = QO, wenn O<c< 1. 
Fiir n = 0 
f J(x) I(ex) da = Gh wenn 1 <e, 


aber =O, wenn O<cec< l. 


Entsprechende Resultate liefern dieselben Specialisirungen beim Integral 
(IL). Sie stimmen iiberein mit den von Herrn Weber (a. a. O. pag. 80) 
und Herrn Sonine (a, a. O, pag. 39) gegebenen Formeln. 


VI. 


Die hypergeometrischen Reihen in (A) und (B) sind gut definirte 
Functionen von c. Die rechten Seiten dieser Gleichungen mégen zur 
Unterscheidung mit S’(c) und S”(c) bezeichnet werden. Die Kum- 
mer’sche Gleichung 


;) r T(y 
F(a, B, y, 2) = Pome Fong F(% B a+ B— y+1, |1—2) 
T(y) F(@+6- 9) —a— 
+ "Tere (ta) Fy —a, 2B, — 
== 


gestattet eine Transformation vom Argument x zum Argument 1 — z. 
Um die Gleichung auf unsere Function anwendbar zu machen, miissen 
wir den Grenzwerth der rechten Seite fir y—a-+ 6 bestimmen. Setzt 
man y=a-+f6-+e, wo « zum Verschwinden bestimmt ist, und 


bezeichnet eis) Tm mit A(a), so folgt 
r 
F(a, B, Y; x) = ~ (eTe log a— 2) F(a, B, 1, a) 





+H S SSH IAP Onc) net nen) 


Man erhalt nun, wenn man 


(G+¢)'G—4) = saz 





beriicksichtigt 











1 
) 
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(a—b)x 
(A,) S’(c) = — —* — elog(1—e) F(A? oa ett, 1, 1—c*) 


cos — t= r(.4 Stet) r(14 ett) 


+ — ies o> feteer cc) ala! 
; 2 





A=0 
>< (2A( +1) —A(A$Sthth _ A(a+°—3+)) (1 —e%. 


Multiplicirt man mit ¢ und schreibt dann b, a, : resp. anstatt a, b,c 
so bekommt man 


(4-0) 
ee 2 
(B,) S” (c)—=— - — eal log” =F eter! a 1, > 
Pe 5 (ent tet) r(a42— 5+) 
oh sinsiiesinieats e7a-l Se 
" = rte") rte )arar 


-. > (242 +1) —A(a+ <5 - see et 1,4 


c 





Die Formeln (A,) und (B,) zeigen, dass das Integral, wenn c gegen 1 


hingeht, unendlich wird wie — — a mi - log (1—c’). 


Um die Vergleichung mit der Formel (A,) zu erméglichen, gebrauche 
man die durch 


F(a, B, , a) = (1—2)-* F(a, »y— B,y, — 


dargebotene Verwandlung. Der Logarithmus des Arguments wird 
(a— b)x 


1—@ 


log =“ * ima und fihrt man dann statt i cos “@ die reelle 


r (F (a—b)x 


Componente vone “ * 


(a—b) x 
ees — os i—c? : 1 
(A,) S’(c)=\ ———_— log -, —_oee 


PR eter? o—t$t 1 ang 
2 ’ 7 
cos SMS 4= r(a4Stbt) r(s4 22%) 
_* gat 2 
GE ETE 


>< (BAG) — AL EE) — Ae FED) (SY 


ein, so folgt 
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Man fihre jetzt in (A,) die Variable c mittelst eines kleinen riick- 
laufigen Halbkreises aus der Gegend westlich von 1 in die éstliche 
Gegend der positiven Axe hiniiber bis zu irgend einem Punkt, wo die 


Gleichung (B,) urspriingliche Geltung hat und ziehe dann S’(c) von 
S”(e) ab. Es ergiebt sich 


i(b—a—1) : = oe 
S”(c) —e S’(e) “= ¢ . ee p (Ctet ,, = os, 1, — ; 
was fir b—=—a-+2n-+1 und c—1 in 
lim (e=1) {S” (ce) — S’(e)} = (-—-1)" 
iibergeht. Die Discontinuitit hat also ihre Ursache in einem Functions- 
wechsel und nicht etwa in der logarithmischen Unstetigkeit. 


Ziirich, im December 1895. 














Concerning Transcendentally Transcendental Functions. 
By 


Exv1axim Hastings Moore of Chicago. 


Introduction. 


It is customary to classify numbers as algebraic or transcendental 
with respect to a given arithmetic realm of rationality ®. We classify 
analytic functions as algebraic or transcendental and the latter as 
algebraically or transcendentally transcendental with respect to a given 
functiontheoretic realm of rationality {xz}. I know of but one*) 
investigation of this last class of functions. 

-Mr. Hilder: Ueber eine Kigenschaft der Gammafunction keiner 
algebraischen Differentialgleichung zu geniigen (Mathematische Annalen, 
vol, 28, pp. 1—13, 1887): proves that 

Every **) analytic-function integral g* (x), [*(#) of the respective 
functional equations 


p(u+1)=9(2) +=, F@+1)—al(2), 


satisfies no algebraic differential equation whose coefficients are rational 
functions of a. 

The theorem for m*(z) is established by the reductio ad absurdum 
process. That for [*(#) follows by the general theorem: 

If f(x) satisfies an algebraic differential equation where coef- 
ficients are rational functions of x, so does its logarithmic derivative 


g(#) = 4 / F(@). 


The three papers here published are properly grouped under the 
title Concerning Transcendentally Transcendental Functions: 

I. Fundamental notions and theorems. 

II. Two new transcendentally transcendental functions: 


([*) A second paper is referred to in the concluding note of July 6, 1896]. 
**) Mr. Hélder makes certain unessential restrictions as to the singularities 
of p* (x), F*(a). 


Mathematische Annalen, XLVIILI. 4 
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Every analytic- function integral p*(x), *(y) of the respective functional 
equations 


p(x) = p(x) — 2, v(ay)=—v(y)—e (a any integer > 1) 
is a transcendentally transcendental function with respect to the re- 
spective realms of rationality 

R[x, log x], Rly, &). 

III. A new proof of Hélder’s theorem on the Gamma function. 

The theorems (n, 0, p, g, 7, 8) of I §1 are worthy of note; the 
last includes as a very particular case Mr. Hélder’s general theorem 
cited above. In I § 2 a theorem (C) is reached whereby one recognizes 
an analytic function as transcendentally transcendental if it satisfies a 
functional equation of a certain type whose associated algebraic trans- 
formation has no irreducible invariant form. The four functional 
equations given above are of this category. The new proof (III) of 
the theorem for [* (x) is given under this algebraic formulation of I § 2. 


L 
Fundamental notions and theorems. 
§ 1. 
We take any » analytic functions 
fi(x) (¢—=1,2,...m) 


of the independent variable x with a common region of existence as 
nm fundamental functions, and consider the totality of rational functions 
of these » fundamental functions, the coefficients involved being constants. 
This totality constitutes the finite (functiontheoretic, analytic) realm*) 


of rationality 
Riz} =RA(@), A@),.--f(#)]- 


*) Mr. Weber (in his memoir: Die allgemeinen Grundlagen der Galois’schen 
Gleichungstheorie ; Mathematische Annalen, vol. 48, pp. 521—549, November 1893 — 
and in his book: Lehrbuch der Algebra, vol, 1, pp. 441—460, 1895) denotes by the 
term Kérper any closed system whatever of say (Gréssen, Elemente or, as I 
prefer) marks capable of combination without ambiguity by addition, subtraction, 
multiplication and division (division by 0 alone excluded) in accordance with the 
ordinary operational identities of algebra. 1 propose the term field as the English 
equivalent to Kérper. [Indeed the field of my paper: A doubly infinite system 
of simple growps: presented August 25, 1893 to the Chicago Congress on Mathe- 
matics was exactly Mr. Weber's endlicher Kérper]. 

Kronecker’s term is Rationalitdtsbereich (realm of rationality). Mr. Weber 
(Algebra, vol. I, p. 452) proposes to use this term instead of Kérper (field) only 
when in a particular investigation the marks of the field are to be considered as 
known or rational. This is surely a desirable usage, and I follow it in using in 
these papers: Concerning transcendentally transcendental functions: the term realm 
of rationality. 
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The realm Si[{1] is the realm of constants. Every realm contains the 
realm of constants. Certain functions of the realm St {x}, without 
vanishing formally, that is, for the f;(7) (t=1, 2, ...: m) as indeter- 
minates, vanish identically as functions of x; these equations are the 
identities of the realm R {2}. 

If to the » fundamental functions /;(~) of R {x} we adjoin certain 
N additional functions F(x) and take these n+ N functions as 
fundamental functions for a new realm {t, {x}, R, {xz} contains R {x}; 
we shall for brevity say that %,{xz} is derived from R{x} by 
adjunction of the N functions F(z). 

If to the realm {x} we adjoin the first derivations f/ (x) of the 
m fundamental functions f;(x) we obtain the first derivative realm, 

RY {o} = RO (CA), >--fa(@)] = RA (@),---fa(@), fi (2), ---fa(@)]; 

similarly by adjunction of all derivatives of order 1, 2,...k, we obtain 
the k” derivative realm 


R® {a} = R [A (z),--- fa(@)], 
and thus an infinite succession of derivative realms (k=1, 2, 3,...). 


The k derivative of any function of {t(x) belongs to R {x}. 
If the » first derivatives 


f(a), --- fi" (@), .- -f"@) 

belong to the original realm $t {2}, then the first derivative of every 
function of #{x} belongs to Jt{x}, and the original realm Kt {2} 
contains the first derivative realm §t") {x} and indeed every derivative 
realm RR {av} (k=1, 2,...). I call the original realm R {x} in this 
case a perfect realm. Thus for instance the realm {t[z] is a perfect 
realm; likewise, Rt[{1], R[a, e*] and R[log a, x]. 

By a change of the independent variable 2 to § where x and & 
are functions of one another say 

t—=x(), §=§(x), 
we transform the realm 
Riz} =—R(A(e), --- fila), --- fala) 
into the realm 
St {w(E)} = Hi {b} — Ria), --- W(E),--- nH], 
where 
g:(€) = fi(w(8)) = f(z) (i=1, 2...n). 
A perfect realm 9 {x} transforms into a perfect realm 
KR {w(E)} = R, (8} 
if and only if & belongs to {x}. To illustrate: MR [x] is perfect, 
Its transformed realm %t[e*] is perfect, while its transformed realm 
4* 
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R [log —] is imperfect. Again, the perfect realm Nx, e*] has a perfect 
transformed realm [log &, &]. 

A rational integral function of any (finite) number of indeterminates 
whose coefficients belong to {x} is called a form*) of the realm 
R {xz}. A form of R{z} which is the product of two or more forms 
of R {x} is reducible; otherwise it is irreducible or say a prime-form with 
respect to R{x}. A form is expressible in essentially only one way as 
a product of prime-forms, the unessential variations of the one way 
being obtained by distributing into the various prime-forms various 
functions of Si {x} whose product is 1. 

We take now any particular realm {{ {x} as a realm of reference 
and the infinitude of indeterminates (z,)) (g—0, 1, 2,...), and attend 
exclusively to the forms E (4), 2,,...2m) (m=O) of the realm Kt {x} 
with indeterminates 2, ... 2, selected from the infinitude (z,). We 
exclude from consideration forms which vanish identically for the 2’s 
and x as independent variables. Every form E(2,, 2,,... 2m) of the 
realm which actually contains z, has, we say, the order m. 

If a function (x) of a satisfies an equation 

E(@)=9, 
where E(¢,) is a form of the realm 9 {x}, by the substitution 2, = (zx), 
the function is called an algebraic function with respect to the realm KR. 
Non-algebraic functions are called transcendental. 

Of all functions z = g(x) transcendental with respect to a realm 
R {x}, those are — to speak in general — most accessible which 
satisfy (differential) equations of the type 

E(@, 2,-++ %m) = 9, 
where the E(¢,,... 2m) is a form of {x}, by the substitution 


g 
&y = (2), ——— (g=1, 2,...m). 


I propose for brevity to call such transcendental functions algebraically 
transcendental, and all other transcendental functions transcendentally 
transcendental with respect to the realm Kt {x}. 

Suppose g(x) is algebraic or algebraically transcendental with 
respect to Rt{z}. It satisfies by the appropriate substitutions an 
infinitude of equations 

E(2q, #,--. 8m) = 9 


of various orders m (the order of the form E being the order of the 
equation E=—(). We call the lowest of these m = mg,.) the order of 


*) For the fundamental theorems concerning forms one may consult § 3 of 
Mr. Weber’s memoir cited above. 
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y (a) itself. Let a particular E,(¢,, . . . %m) be separated into irreducible 
factor forms 


Ej (2, - ++ 2m) =[]E.G., yy 20 0 Bm)- 


i=1---ry 


Then g(x) must satisfy at least one of the say irreducible equations 
Ey, (2 » 24, - ++ &m) = 9. 


(a) satisties one irreducible equation Ey (2) = 0 of its own order m9 (2). 

Let F' = 0 be any other equation of order mg,z) satisfied by (7). 
Then F = QE, 2) where Q is a form or a function belonging to Rt {x} 
of order < mg). For the forms Ey), F lead (by the highest com- 
mon factor process) to three other forms or functions K, L, M of 
order < mMgiz), Mp(z)) Mp(z) — 1, respectively*), where 


KF — LE, w=M; 


whence g(x) satisfies M—0; but (x) is of order mgiz) while M is 
of order < mg 2) — 1; hence M vanishes formally, M=0; hence 
KF = LEQ a); Eye being irreducible, and K being a factor of 
LEg@), K is a factor of L, L=QK; hence F= QE, as stated. 
Thus to every p(x) algebraic or algebraically transcendental of order 
Mg (x) corresponds one and (essentially) only one irreducible form Ey,.) 
and equation Ey(2, == 0 of the order mg x). 

Denoting by (f())) any infinitude of functions of 7, we define the 
infinite realm of rationality 


R {x} = R((7())] 


as the totality of rational functions of any finite number of the funda- 
mental functions (/(«))) the coefficients involved being constants, and 
we further define for infinite realms, as before for finite realms, the 
various connected notions. The theorems so far established for finite 
realms hold also for infinite realms. Every realm finite or infinite 
lies in and defines a perfect (finite or infinite) realm. 

When we take for (/f(«))) the totality of functions h(x) algebraic 
or algebraically transcendental with respect to the realm of constants 
R[1], we obtain the natural infinite realm Rz = R{(h(x)))] with respect 
to the independent variable x. It will be shown below that the totality 
(h(a)) and the whole realm KR, = R{(A(x)) are identical. 

The theorems of fundamental importance now to be enunciated 
depend for their proof on obvious formal considerations (of differen- 
tiation and elimination) and accordingly are to be understood with 
the tacit hypothesis that the functional expressions involved denote 


actual analytic functions with a common region of existence. 
*) If m 


(2) =, M is a function of R {a}. 














(a) 


(0) 
(¢) 


(d) 
(e) 
(f) 


(9) 


(h) 


(®) 


(3) 


(hk) 


(t) 
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If z= g(x) is algebraic or algebraically transcendental of order 
m with respect to the perfect realm*) {x}, then so is dz/dx with 
respect to the same realm {x}. We obtain another perfect realm 
by adjunction to R{x} of 2 —= p(x) and its first m derivatives with 
respect to x. Further z= g(x) is algebraic or algebraically transcen- 
dental with respect to {{1] and hence belongs to the (h()) of Kz. 
This applies to every function belonging to the perfect realm RJz}. 
(Thus every perfect realm {x} belongs to the (h(x)) of N.). 

The realm ft, is perfect ((a) for R{z} = R (1). Any finite 
realm R {ax} within , may within Rt, be extended to a perfect finite 
realm (b, d). Hence every function belonging to or algebraic or alge- 
braically transcendental with respect to §t, belongs to the (h(x)) of 
Rx (e,c); thus (A(x)) and R, are identical. Hence if a function is 
transcendentally transcendental with respect to any particular perfect 
realm it is so with respect to every perfect realm (by (c), since every 
reaim contains R[1}), and so (e) with respect to R,. 

Rt. may be defined as the totality of functions algebraic or alge- 
braically transcendental with respect to any perfect realm Kt{z}, or 
also as that perfect infinite realm which contains all functions algebraic or 
algebraically transcendental with respect to its every included finite realm. 

T, is the totality of functions ¢(z) not in R,, that is, transcen- 
dentally transcendental with respect to R{1l] or (what is the same 
thing) with respect to any perfect R{«}, or with respect io R,. 

Suppose that z = g(z) is algebraic or algebraically transcendental 


of order m with respect to the realm R{x}, and that we change 
the independent variable from z to & 


al w= x(§), § = &(2), 
thus obtaining 
Riaf—R{E}, 2 = 9(x) = y(a(&) = v&). 
Then 2 = #(&) is algebraic or algebraically transcendental of order m 
with respect to the realm 9, {&} obtained by adjoining to R{é} the 
function 2(&) and its first m derivatives with respect to &. 
If KR {a} is a perfect realm then**) its transformed realm 9 {£} 


is perfect, if R{z} contains d§/dx that is, if R{_~} contains 
dx/dé. 


If 2 = p(x) belongs to Rt, and if x = x(&) belongs to Ng, then 
2= p(x) = (x(&)) = ¥() belongs to Rs (f, J, ¢, h). 


*) (a, b) hold still if R {aw} be an infinite realm. Urless expressly stated to 
the contrary all realms are finite realms. 


**) As has already been noticed. 
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If § = &(x) belongs to M,, then = x(§) belongs to Re (f). (m) 

Let y=h,(x) exist over the whole z-plane except at certain (m) 
singular points and curves the cutting out of which from the «-plane 
leaves it one connected region, and let x =h,~'(y) exist similarly 
over the whole y-plane. Then if y=h,(x) belongs to ®,, so will 
x =h,—(y) belong to R, (m). Further Rt, and Ry, are identical, for (0) 
if h(y) is any function of Rt,, then (1) h(y) = hh,(x)-— h,(x) belongs 
also to -Jt,, and conversely. 

The functional equations (p) 


hy f,(x) = h;(2), foh, (a) = hy (a), 


where h,(x) and h,(~) are any functions of Jt, have the respective 
solutions 
f,(#) =h,ths (2), fo(y) = hyhy*(y), 
which belong to Ji,, It, respectively. 
If ¢(z) belongs to T, and h(x) belongs to R,, then hé(x) and (q) 


th(x) both belong to T, (p). 
Consider the perfect (finite or infinite) realm (r) 


Riga) = RCA) 


where the infinitude of fundamental functions (f(x)) is g(a) itself 
and its successive derivatives with respect to z. If p(x) belongs to 
tz, then so does the whole realm Kg (2) (d); conversely, if any 


function (not a constant) of R(x) belongs to fz, then so does (zx) 
itself and with it Rp ))* In this case the realm Kpie) is finite. 

If (x) belongs to T,, then so does every function of Rigi) and (s) 
conversely, if any function of R(pi2)) belongs to {,, then so does 


p(x) itself and with it Ripa): 


§ 2. 
A function is transcendentally transcendental if it satisfies a functional 
equation of a certain type whose associated algebraic transformation 
has no irreducible invariant form. 


We consider an analytic function F(x) which satisfies a pure 
integral functional equation™) 
(1) F(G (a)) = H (F(@)) 

*)Ina later paper of this series I shall consider similarly the general pure 


functional equation belonging to R{«}, in whieh G(x) is a function and H(z) 
is either a form or the quotient of two forms belonging to R{x}. 
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belonging to the realm R{x}, that is, one in which G() is a fanction 
and H(s,) is a form belonging to R{x}. If F(x) or G(x) or any 
function of {x} is a many-valued function of x, the functional 
equation (1) is of course to be understood ‘as holding when every 
function has been continued from a certain point « = x, to (the) (a) 
point z = G(x,) by a certain path of Weierstrassian-continuation. 

We consider the transformation T associated with the functional 
equation (1) 


(2) Tz=—=Z=G(z), 

and introduce (for this § 2) for every function f(x) of x the notations 
(3) The) =f (x) =f@® =f (E(@), 

(4) FEE) — fo (2) = f,(2) (g=0, 1, 2,...). 


We suppose further that {a} is a perfect (finite or infinite) 
realm and that St {x} contains its transformed realm 
Rix} = RK{E(a)}. 
We have then for F(x) the pure integral functional equation 
(1) F = F, =H(F) = H,(F,) 


belonging to R {x}, and for /, = F'*)(x) the mixed integral functional 
equation 


(5) F, = H,(F,, F,,... F:) (kel, 2,...) 
where H,(2,, 2,,... 2%) is a form belonging to the perfect R{w\, and 
where indeed the 2, enters linearly with the coefficient G,—+ one 
we may set then : 
(6) Ay (2,; Biye es Zr) Tse G,—* L (eo) & + M, (2,; Biy eee 2-1) 


where L(¢,) = 2%) and the Mz(é,.- . #1) (k=1,2,...) are forms 


or functions of St {x}. 


We let T transform the infinitude of indeterminates 


(4) (k = 0, 1, 2,...) 
by the one-way rational integral transformation (like (5), (6) 
(7) Ta = 4 = H, (2) 


Tee = % = Hy (2, 2,,.. - 2) = G,-* L(y) 2% + Mi (eq, 21). . 1) 
(k= 1,2,3,...) 
belonging to R{zx\. 
By (3) and (7) T transforms every form E(Z,, 2,,.. + 2m) of R{x\ 
with indeterminates chosen from (2;)) into another form 





~«~ —™ ee ~~ &® © 
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(8) E(8, 2). ++ &m)'—= E(%, %,,... Fm) 
of R{x}. A form E is invariant wnder T with respect. to R {x} ifa 
form or a function Qz(2,) of R {x} exists so that 
TE=E= Qz(z,)E. 
Theorem A. Jf E is invariant under T with respect to R {x}, 
so is N(x) E where R(x) is any function of NR {a}. 
Theorem B. Jf F(«) is algebraic or algebraically transcendental 


of order m with respect to R{x} and so satisfies its peculiar (§ 1) 
equation 


(9) E(éo, 2,,..-%m) =O 

where E(2,, 2,,.++%m) is a@ form belonging to and irreducible in R {x}, 
by the substitution 

(10) #y = F(x) = F(a) (g =0,1,...m), 


then this form E is invariant under T with respect to Rix. 
For by the substitution (10) F(x) satisfies also the equation 


E(éq, @) ++. 2m) = 0. 


[This is seen by a line of reasoning strictly analogous to that given 
in II § 2 for a particular function F(x)]. Hence (§ 1) the identity 
a= Qe(%; Byes fm) E 

where Qz(4q, 2,,- ++ 2m) is a form or a function of R{z}. Now this 
quotient Qr is surely independent of z,,... 2m, aS is evident in view 
of (7) when the terms of EZ, E, Q« are arranged according to descend- 
ing powers successively of 2,,, 2m—1, .-+%- Hence Qg is indeed a 
form or a function Qz(z) of R{4a}, and E is as stated invariant. 
We enunciate the equivalent 

Theorem C. If an analytic function F(x) satisfies a pure integral 
functional equation 

F(G(«)) = H(F(2)) 


with respect to a perfect (finite or infinite) realm of rationality R {x 
which includes its transformed realm XK { G(a)} , and if under the 
transformation T associated with the functional equation there is no irre- 
ducible invariant form, then is F(x) transcendentally transcendental with 
respect to Rt {x}. 

On the hypothesis that an analytic function F(z) exists satisfying 
the functional equation belonging to the realm {t {x}, we have deduced 
a certain algebraic transformation T of the infinitude of forms E 
belonging to Rf{x} with indeterminates chosen from the infinitude 
(z,) But obviously enough the realm and the functional equation 
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with its path of continuation (whether a function F(x) satisfying the 
equation exists or not) determine T; only formal use is made of F(z). 
The fundamental question arises of determining all invariant forms 
and the relations between them. This question belongs to the algebra 
of the realm R{x}- 


IL. 


Two new transcendentally transcendental functions. 


$1. 
Introduction. Formulation of the theorems A and B. 
Theorem A*, The analytic function p(x) defined by the power 
series 


— ia) <1 ) 
9(#) “2 i (, is any positive integer >1 
is a transcendentally trancendental function of the complex variable x 
with respect to the realm of rationality 
Rw, log x]. 
Theorem B*. The analytic function w(y) defined by the series 


v=o , TI 1 { és ti 
v(y) =>) « y ( ve real part of yis nega "} 


mr a is any positive integer > 1 


is a transcendentally transcendental function of the complex variable y 
with respect to the realm of rationality 
Ry, ev]. 
The two theorems are equivalent**). In fact, the transformation 
re, yolge 
transforms each of the two realms into the other, and, by the use of 


dx 

dy ~*~? 
expresses jn the first place w(y) and its successive derivatives with 
respect to y as linear homogenous functions of g(#) and its successive 
derivatives with respect to x with coefficients belonging to the realm 
R[x, log x], belonging indeed to the realm {t[z], and, in the second 
place, (x) and its successive derivatives with respect to z as linear 


*) By the remark at the middle of Il §1 theorems A and B hold for the 
general analytic-function integrals m*(x), w*(y) of the functional equations 


p(a*)=(«)—2, vlayy—viy)—e& — (@any integer > 1) 
**) In accordance with the general theorems (e, h) of I § 2. 
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homogeneous functions of w(y) and its successive derivatives with 
respect to y with coefficients belonging to the realm %[y, e”], be- 
longing indeed to the realm {[e?]. 

(x), v(y) satisfy within their respective regions of existence 
the functional equations *) 


p(x) = 9(z)— 4, vay) = vy) — 
Denoting by g*(x), ~*(y) the general and by (a), p(y) any par- 
ticular analytic-function integrals of these functional equations for 
certain well-defined paths of Weierstrassian -continuation of g(x) from 


“=a, to =x," and of ~(y) fromy = y to y= ay,, where 2, Y 
are certain points in the z-, y-planes, we have 


p*(e)=—o(@) +f), YY —vy)+9(y), 


where f(z), g(y) are the general analytic-function integrals of the 
functional equations 


f(a) =f(%), gay) =gly) 


for the same paths of continuation as before. These latter equations 
do have other than the obvious integrals 


f(@)=c, gly)=e, 
where ¢ is a constant; for instance, 


oni , 
—s loglogz or logy 


f(a) =e, gly) = 8" 
where the branches of the various logarithm-functions are properly 
chosen (with respect to one another and the paths of continuation). 

The proof of theorems A and B given in this paper depends 
fundamentally**) upon the fact that p(x) and w(y) satisfy respectively 
the pure integral functional equations 

p(x) =9(@)—2, Y(ay)=vly)—/e 
belonging to the realms R[x, logx] and R{y, e’], which are perfect 
and each of which contains the realm derived from itself by the sub- 
stitution 
x\x", ylay 

connected with its functional equation. Indeed the proof applies also 
to the general analytic-function integrals p*(x), w*(y) of these 
functional equations, after certain obvious generalizations of the 
phrasings of § 2 are made. 

*) This functional property of p(x) was used by Mr, Stickel in his proof 
(to be cited in a moment) that (x) exists only within the unit circle in the 
x- plane. 

**) Compare theorem C of I § 2 and closing remark of Il § 2. 
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The functions (xz), ¥(y) have limited regions of existence*), 
namely, within the unit circle in the x-plane and to the left of the 
imaginary axis in the y-plane respectively. 

Not all analytic functions ®(x) having limited regions of existence 
are transcendentally transcendental, for instance with respect to the 
realm f(a]. For example: The analytic function D(x) defined by the 
power series 


vy=—@ 


i y (@ is any positive integer 
~~ 2 4 greater than 1) 


exists only within the unit circle in the x- plane and, at least for a = 2, 
is algebraically transcendental with respect to the realm St{x]. The 
function (x) for a= 2 occurs in the theory of elliptic functions 
whence Jacobi**) deduces its algebraic differential equation. Further 
this same function (x) for a = 2 furnished perhaps the earliest ***) 
example of an analytic function with a limited region of existence. 
An interesting proof that the function (7) (for any @ a positive 
integer > 1) has this property was published by Mr. Méray7) in 
1888. The question — Are the functions (x) for a > 2 algebraically 


or transcendentally transcendental? — invites attention. 
§ 2. 
Theorem B, 


The analytic function w(y) defined by the infinite series 


iat The real part of y 
» is negative. 
v(y) = >) ety . ee 
-- @ 18 any positive in- 
a teger greater than 1 
*) See, for instance, for p(x), Stiickel: Zur Theorie der eindeutigen 
analytischen Functionen; Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, 
vol. 112, pp. 262—264, 1893. 
**) Jacobi: Ueber die Differentialgleichung, welcher die Reihen 


i é— —_ 
1+2q+2q't+2@+ ete, 2Vq+2Vq+2 Vg + ete. 

Geniige leisten; Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, vol. 36, 

pp. 97—112, 1834, or Gesammelte Werke, vol. II, pp. 173—190. 

***) Communicated to Mr. Schwarz by Kronecker in 1863. Schwarz: 
Ueber diejenigen Fille in welchen die Gaussische hypergeometrische Reihe eine 
algebraische Function ihres vierten Elementes darstellt. Journal fiir die reine 
und angewandte Mathematik, vol. 75, pp. 292— 3385, 1873, or Gesammelte Mathe- 
matische Abhandlungen, vol. II, p. 211—259. (See page 241.) 

+) Méray: Sur l’impossibilité de franchir par la formule de Taylor les 
cercles de convergence de certaines séries entiéres: Bulletin des Sciences mathé- 
matiques, series 2, vol. 12, pp, 248—252, 1888. 
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is a transcendentally transcendental. function of the complex variable y 
with respect to the realm of rationality 


Ny, e]. 


, The function #(y) and its successive derivatives with respect to y 
, exist only upon the left half of the y-plane, the imaginary axis 
p excluded and the point at infinity included; I denote this region by Y. 

ev” has at y= oo its sole (essential) singularity. For any*) function 
. f(y) of the realm {i{y, e”] any point of the finite plane is an ordinary 


point or a pole; the poles and zeroes are isolated. If we cut out of 
the whole plane y =o and every pole and every zero of f(y) each 
by a small surrounding circle, the function f(y) will exist without 


> 

e singularity or zero upon the remaining region Py. Similarly if we 
s have a finite system FE of a finite number of functions of the realm 
r Ry, e’] — for instance, the coefficients of a form E(z, 2, ... 2n) 
) of the realm — this system E determines a region Pg upon which 
Be every function of the system exists without singularity or zero. 

e If from a system E we form another system E’ by dividing the 
n functions of E by one of their number, the two regions Pz, Pe are 
y identical. The addition of a finite number of functions to the system 


in general decreases the region, but it never destroys it. ‘Two regions 
Px, Pe. have a region Pg x in common. 
I denote by Q¢ the region common to the regions Y, Pz. 


The proof**) of the the theorem is indirect. Hypothesis H: (H) 
(1) EE (Gg, 8; + + +) Sm) 
is a form of the realm Si{y, e’] no one of whose coefficients 
(2) Ii(y, e”) (¢—01,2,...) 


has singularity or zero upon Q¢. By the substitution 


Vv 
(3) 2 = vy) = Wy), 2, = ~#Y) — p(y) (g=0,1,...m) 


dy? 
.. the function ~(y) satisfies the equation 
(4) EZ, 5) - + + &m) =U 


everywhere upon Qe. 
If w(y) is with respect to the realm Si[y, e’] either algebraic or 
36, algebraically transcendental, then the hypothesis H made is valid for 


m= 0 or for m > 0 respectively, and can not for every m lead to 
PZ: 


ine *) Not identically 0. 
ine **) The method of proof is much the same as that used by Mr, Hilder 
ne- ' 

(loc. cit.) for the functions (in particular : 2!) satisfying the functional equation 
les 


né- o(e +1) =— + 9(2). 
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a contradiction. It doee however for every m lead to a contradiction ; 
hence the truth of theorem B. The contradiction is put in evidence 
by use of a reduction process*) connected with the functional equation 


(5) v(ay) = v(y) — &. 
Introducing for every f(y) the notation f(y) for f(ay) 
(6) f(ay) = f(y); 
we have for the functions (2), (3) 
(2) Kn—=9, &, Kye), wy) CHET a) 
a , g = 0, 1,...,m 


the transformation - equations **) 


(8,) y = ay, ev = ey, Ri ly, e”) = Ri(ay, e*Y), (' _ 1, Bisex ) 
(8,) a? w,(y) = wv, (y) — &. g = 0, 1,...,m 


I recall the fundamental hypothesis H. Let us now set every- 
where in place of y yay, that is, f(y) = f(y) im piace of f(y) 
and, as quite a formal matter, z, in place of z,(g =0,1, ..., m). 


(H) We have then as (a new formulation) a consequence of that hypothesis: 


(1) E (fo, 2) - ++ Sn) 

is a form of the realm S{y, e”] no one of whose coefficients 

(2) Ri(y, ev) (i=1,2,...) 
has singularity or zero upon a certain region Q;. By the substitution 
(3) fo = V(y) = ly), 2 = y(y) (g = 0, 1,...m) 
the function ~(y) satisfies the equation 

(4) E (2, %,-.+ #) = 0 


everywhere upon Q;. The regions Q, and Q; are similar and simil- 
arly placed with a ratio of similitude of a@:1, and with the origin 
as center of similitude. 

(H’) Or, by use of (8), we may say that by the substitution 


*) We might proceed otherwise, introducing for reduction purposes first the 
functional relation 


; vy + 221) = ply) 
and later the relation (5). 


**) To prevent ambiguity I write out in full 
oly) _ 1 Poy), 
dy’ al dy’ 


is introduced, 


¥, (y) = ¥, (y) = — 
ox 
No brief notation for ad’ wy) 
dy’ 
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~e 


(3') 4 = v(y)— &, &y = a~*(b,(y) — &) (g=0,1,..., m) 
the function #(y) satisfies the equation (4) 
(4) E(é, 2, - +4 &m) = 0 
everywhere upon Q,. 

By the substitution (3) #(y) satisfies the equation (4) everywhere 
upon Qg, and now by the substitution (3’) the equation (4) every 
where upon 2;. The two regions 2,, 2; have a region Q, 5 in 


) common. By the proper substitution ~(y) satisfies simultaneously the 
: two equations everywhere upon 2, =. 


n 


It is convenient to introduce the transformation, akin to (8,) 
) (8,”) fy = % — Oe, &, = a-9(2, — ev) (g=0,1,...,m) 


and by (8,, 8,") transform E(¢,, 2,,..., 2m) to 


y- “= we 
y) E (2) 215 «+ +) 8m) = E (a, 2, ~ + «y &m)- 
). Then by the substitution (3) ~(y) satisfies both equations (H) 
8: P wi 

(4°) E (2, #4, «.) &m) = 0, Ei (a, 2) ++ +) 2m) = 9 

everywhere upon 2, 5. 

It is now necessary to arrange the terms ¢; of the form 

) E(@,, ayy Es 2m) 
- in a certain order. A general term ¢ has two factors, its coefficient 
m) R(y,e%) and its type T= s/'e"... ar or 1, where to fix the notation 

the factors ," of the type are arranged with decreasing indices /,, 

h 
. @, @, «,>0, h=1,2 oe 

a 9) t= RT; R—KR(y,e”), T—aie’...e” orl A ) 
" (9) » Jt (y, ) ti Ss Sr h>h>-::>h 
yin 

The term ¢ or the type 7 has the degree d and the weight w 

hor h=r 

(10) d= >) mu, w= >) afi 

the h=1 A=1 


The type 1 has degree and weight each 0. We arrange the terms 
first according to degree and then those of same degree according to 
weight, the terms of greater degree and weight preceding. The terms 
of same degree and weight are set down in any definite (arbitrary) 
order. 

We say that one form is of higher type then a second when the 
leading term of the first is of higher type then the leading term of 














64 E, H. Moore, 


the second, and in case the leading terms are of the same degree and 
weight when the number of terms of that degree and weight in the 


first form is greater then the number in the second form. A succession 
of forms 


B,. Bo, .- + Bey Boss - 
where every form is of higher type then the one following it in the 
succession contains a finite number of forms. 
By (8, 8,') a term ¢= RT (9) of E(%,, 2,,..., 2m) with weight 
w leads to an expression 
A=r 
(11) t=—KT, R= Ray, ey), T=—a-~| | (4, —@)" 
A=! 


of E(z, 2,,+++,%m); the leading two terms of the expansion of 7’ are 


a, a Gy, a,—1 
12 a~~T — a “a,@s, Z, ...8 “egal 
(12) ’ 7 wr bane e 


the only term in 7 of the same degree as ¢ or 7 has the type 7’; 
the other terms are of lower degree. 

The form £ has the leading term ¢, = %,7, and the general 
term ¢; = fi, 7';. By division by the leading coefficient , we obtain a 


prepared form E, with coefficients 
unity. 

Preparation theorem. The hypothesis H holding for EF holds if 
we replace E by E,; the region Qg, is the same as Qe. 

We have then (to omit the suffix p and return to the original- 
notations) in the hypothesis H a prepared form E with leading coeffi- 
cient unity (, = 1). 

Reduction theorem. The form E of the original hypothesis H 
being a prepared form, the form E* 

——e ae w, is the weight of —_ 
(13) lariat — Sata ( leading term of E 
is a form of lower type than E, since in E* the leading term of E 
has disappeared and no term of new type, higher or of the same 
degree and weight has been introduced. The coefficients of E* which 
are all without singularity on 2, do not all vanish everywhere on 
2, %, the proof of which principal lemma (L) I reserve for § 3; hence 
(omitting from E* those terms whose coefficients do vanish every- 
where on 2, and are then formally 0) we see that there is a region 
Q,. contained*) in 2, 7 upon which no (remaining) coefficient of E* 


R; ‘ ‘ = 
~~ , and with leading coefficient 
Jty 


*) Qzge is obtained from Q, ¢ by cutting out the isolated zeroes of the 
(remaining) coefficients of E*. 
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has singularity or zero, Further (H, 4’, 13) by the substitution (3) o(y) 
satisfies the equation 

(14) E*(2), 8) .++%m)=0 > 

everywhere upon &, ; and so everywhere upon p-. 

Hence if the hypothesis (H) is true for any form FE it is by 
(K,, K,) true for the form E* of lower type than itself; after a finite 
number of such reductions we obtain for E* a form independent of 
the z's, that is, a function of the realm {t[y, e’] which at the same 
time does not and does vanish everywhere on Qx+: which contradiction 
demonstrates the falsity of the hypothesis H whatever the value of m 
and hence the truth of the theorem B. 

The latter part of this §2 has proved the algebraic theorem: 
The transformation (8,) of the infinitude of indeterminates ((2,)) 
(g=0,1,2...) has no invariant form E(z,, 2,,..+) 2m) (m> 0) 
belonging to K[y, e’]. For (1 §2) if E is invariant, so is the prepared 
FE, and (for the prepared E) a form or a function Qz(%,) of Rt[y, e’] 
exists such that EL = Qz(e) EZ; by comparison of leading terms of 
E, E the only possible Qz(¢,) is Qz(z,) = a-™ where w, is the weight 
of the leading term of EF. But we have seen that for no prepared E 
is E =a E. 


§ 3. 
The principal lemma LZ of the reduction theorem K, of § 2. 


Principal lemma L. From the prepared form* E(E + 1) by the 
substitutions (3, 8,°) we obtain the form E. Some of the coefficients 
of the reduced form E* = eo 

7 w, is the weight of the 
= Manes tesiiees ne of E ) 
persist, that is, do not vanish everywhere on 2, 7, or, since every 
function of the realm %t[y, e’] is an analytic function of y, what 
amounts to the same thing, do not vanish everywhere in the y-plane. 

The secondary lemmas L,, L,... used in the proof of this prin- 
cipal lemma JZ are proved in § 4, 

The general term ¢ = 7' of E with weight w gives rise in E* 
to the term of the same type 
(15) (a RK — KR) T 
and terms of lower degree. 

*) It is proper to assume that the prepared form FH is not independent of 
the z's, E+ 1, since as soon as FE is independent of the z’s the reduction 
process (K,K,) has reached its contradictory conclusion, 
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The leading type 7, of E disappears in E*, for R, = KR, =— 1 
w= W;. 

There may be several terms ¢=— %7Z' of the same degree as ¢,, 
say for brevity of highest degree. If so a term of every such type T 
will persist in E* unless the coefficient St and the weight w of the 
term ¢ be such that 


? 


(16) a —” KE — Hi 
vanishes everywhere in the y-plane, that is, (by L,, LZ, of §4) unless 
(17) Tt — dye—™ 


where d is an arbitrary constant. If any such term does not have 
its coefficient of the form (17), its type will persist in H*, and for 
this case the lemma L is proved. 

If however every term of highest degree has its coefficient of 
the form (17) — and it will be noticed that this case and the case 
just disposed of cover all possible cases, viz., this case includes the 
ease with only one term of highest degree — then in E* there are 
no persisting terms of this degree and we must seek a persisting 
term of lower degree. The leading term ¢, = R,7, = 7, 

» Pa Ba Bs Bb, > 0, oe 
(18) 1 a cate igagphe nes 
has as its leading term in E* = a E— E, 
(19) _ Bs ev Tn, Ty —_ Pi 2 fo Yad 


m2 Ga Is—1 Is 

I affirm that this type Z7\« persists in E*. T\« is of degree one less 
than that of 7, the highest of E. This type 7, of E* could come 
only from terms of the following type in E 

(20) Tye, Ty (2—=0,1,..., m) 
but terms of the type 7\«z, with 1 > g, do not oceur in EF, for the 
weight w, — g,-+ 1 would exceed the weight w, of the leading term 
T, = Ty«2,,. The type 7» of E* comes from the following terms 
of E 

(21) dy tT, Re Ty (L=0,1,...9,) 
where the d,’s are constants (d,, = 1) for 1 < g, perhaps 0 and where 


Rix belongs to the realm % and may be 0, and has in fact the 
coefficient 


9g—1 
(22) —e ( + >a ye) + (a?* Rix — Ris) (B, > 0) 


‘=0 


and (by L,, L, of § 4) this coefficient persists. 
The principal lemma has been proved. 
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; § 4. 
Secondary lemmas: Certain formal identities in the realms 
Rly], Rly, w]. 

, R(y), R(w,w)... denote rational functions*) of the argument 
(y), (y, w)..., respectively, the coefficients involved being unrestricted 
constants. a denotes always a positive integer greater than unity. 

, If Ry) vanishes everywhere in the y-plane, then R(y) vanishes (L,) 
in form or ,,formally“, that is, the numerator of R(y) vanishes form- 

ally. I express this meaning by the notation 
: R(y) = 0. 
If R(y, e”) vanishes everywhere in the y-plane then R(y, w) =0, (L,) 
where y, w are independent variables. For e” is not an algebraic 


“ 


‘ function of y with respect to the realm S[y]. 
: If Ry, w) == 0, then R(ay, w*) = R(y, w) == 0. (Ls) 
, The formal identity (L,) 
s (1) a* S(ay) — Sy) =0, 

where k is a constant, is possible if and only if k is an integer (posi- 

tive, negative or zero) and 

(2) Sy) = dy“, 

where d is an arbitrary constant. 

That the function (2) S(y) = dy-* is a solution of the identity 

(1) is obvious. I must show further that every particular solution 
. falls under the general solution (2). 
. S(y)=0 is a solution of (1), and is found under (2), viz. 

for d= 0, 

S(y) =a’, where d’ is a constant, is a solution of (1) for k= 0, 

) and is found under (2) for k = 0, viz, d= d’. 
° Any other function S(y) has a positive finite number of poles 
a (zeroes). Let y=y, be a pole (zero) of a function S(y) which 
. satisfies (1); from S(y9) = 0o(0), we have by (1) at S(ay,) = co(0), 

so that y= ay, is likewise a pole (zero) of S(y). In this way, from 
:) the one pole (zero) y= y, we obtain the infinitude of poles (zeroes) 
e y=a’y, (v=0, 1, 2,...), which are distinct unless y,—0 or oo. 
“ Whence S(y) has its sole (perhaps multiple) pole at y= 0, and zero 

at y = oo, or vice versa, and is in either event of the form 

(3) S(y) = dy 
)) where d is a constant d+ 0 and ¢ is a positive or negative integer. 


But S(y) must satisfy (1). Hence 


*) We exclude from consideration those rational functions whose denomi- 
nators vanish identically, 


5* 











(Ls) 


(L¢) 
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d(at+ — 1)y¥ =0, 
which is satisfied if and only if ¢ ——k, which is a requirement in 
the first place on the & in (1) that it be an integer + 0, and in the 
second place on the ¢ in (3) that ¢ = —k. We have then in 
, d+ 0 
(3) een dl (, an ioe + 0) 
a solution of (1) for & an integer, and it also is contained under (2). 
The theorem LZ, is thus fully established. 
The formal identity 


(4) at R(ay, w*) — Ry, w) =0 
where k is a constant, is possible if and only if k is an integer and 
(5) Ry, w) = dy 


where d is an arbitrary constant. 

(5) is obviously a solution of (4). Every solution of (5) falls 
under (4), for: 

Let R(y, w) be any particular solution of (4). R(y, w) — 1 take 
it in reduced form — has no factor w’ (b a positive integer) in its 
denominator, for then R(ay, w*) would have the factor w*’ and the 
identity (4) could not subsist. Hence, where for brevity we denote 
R(y, 0) by S(y), S(y) is a rational function of y whose denominator 
does not formally vanish and which in accordance with (4) satis fies 
the formal identity 


(6) a* S(ay) = S(y). 
Whence (L,) & is an integer and 
(7) Ry, 0) =S8y) =dy-, 


where d is a constant. 

Now consider the function 
(8) Ry, w) — Ry, 0) =T(y, w). 
T(y, w) satisfies (4); from (8) T(y,0)—0; hence T7(y, w) either 
vanishes identically or has a factor w’ (b a positive integer) in its 
numerator; the latter alternative is impossible by (4); hence 

T(y,w)=0 and Ry, w)= Rly, 9)=dy-*. 
The formal identity 


g=f 
®) > diy’ + a! R(ay, wt) — Riy, w) =0, 
g=0 


where f is a positive integer and the d,(g—0,1,...,f) are con- 
stants not all of which vanish is impossible. 

Suppose that R(y, w) is a solution of (4). Then R(y, w) (which 
cannot be merely a constant) has no factor w’ (b a positive integer) 
in its denominator. Hence (applying ZL, as in proof of L,) 
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R(y, 0) = dy! 
where d is a constant d+ 0. I introduce U(y, w) by the identity 
Rty, w) 
(11) Uy, ”) = Rw, ._~ §. 


U(y, w) satisfies the identity 


g=f 
‘ , > al 

(12) w S'd/y + U(ay, w)—Uy,w)=0 (4/= “?). 

g=v 
Now from (12) U(y, w) 30, since not every d, vanishes. From (11) 
U(y,0) = 0. Hence we may write 

N 

(13) Uly, wo) = Saw 
where b is a positive integer and N(y, w), D(y, w) are rational integral 


functions of y, w, of degrees b’, b” in the w respectively, neither of 
which has a factor w. We have 


(14) U (ay, w) = Oy, w) = ~ A) | 
D ly, w) 


The identity (12) takes the form 


ab 7 b 
7 Paes N (y, w) w’ N(y, w) 
12 — ie = = SS =o? 
ate 0 Diy Diy,w) Diy, w) ? 


where not all the d, vanish. If the impossibility of such an identity 
(12’), and hence of (9); be not obvious, it may be proved in this way. 
The right of (12’) is 


(15) hein Jos 


where the notation exhibits the degrees in the w of the various poly- 
nomials; this must reduce to a linear integral function of w. To this 
end one condition involves the degrees in w of the terms of highest 
degree in w of the three parts of the expression (15), 


(16) a(b+b)) +b"; O40) + ab"; (a+1)0", 

viz., there are two possibilities: first, the first and second of these 
three numbers (16) are equal and each exceeds the third by more 
than 1, and this is not the case, for if the first and second are equal, 
then b + b' = b” and each equals the third; and second, one or each 
of the first and second exceeds the third by exactly 1 while neither 
exceeds the third by more than 1, and this is not the case, for the 
first cannot exceed the third by exactly 1, and if the second exceeds 
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the third by exactly 1, then 6-+ b' —b” + 1, and the first exceeds 
the third by a, that is, by more than 1. Thus we have fully proved 
this lemma J,. 


Ill. 
A new proof of Holder’s theorem on the Gamma function. 
§ 1. 


Algebraic formulation of the theorem. 


Theorem. Every analytic-function integral 1 *(x) of the functional 


equation 
C(a+1) = 20 (x) 
is transcendentally transcendental with respect to the realm of rationality 
R[x]. 
By theorem C of I § 2 this is an immediate consequence of the 
following theorem in the algebra of the realm fi{[x]. 
Theorem. Let us consider the effect on the totality of forms E 
of the realm Ni[{x]| with indeterminates chosen from the infinitude 
Yk (k = 0, 1, 2, 3,...) 
of the transformation T, which transforms the realm K{x] into itself, 
Tz=fF=2+1, 
and which transforms the y;'s by a linear homogeneous substitution 
belonging to the realm R[x] 
TY ~— Yo = LY} Ty = Ye = ry + ky 1 (k= 1, 2, 3, +++) 
and which therefore transforms every form E into another form E, 
TE=E. 
Ewery form 
E = K(2) Yo» 
where R(x) is an arbitrary function of the realm Ni{x| and m is any 
positive integer, is (relatively to N[x]) invariant (I § 2) under T, 
R(x) BE — a” KR (Z) E=0. 
There are no other invariant forms E. 
We seek the most general invariant form E 
E (Yo, Ys - ++ Yn) 
of (positive) degree m in the arguments y,¥,,.--Yn. We arrange 
the terms of E according to the normal order of II § 2. 
Since FE is invariant, R(x) E where R(x) is any function of R[ 2} 
is invariant (i § 2), and in particular, the prepared form corresponding 








ge 


«| 
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to E (with leading coefficieut unity) is invariant. We seek then the 
most general prepared invariant form FE. This must turn out to be 
E=vy", where the positive integer m is the degree of the leading 
term of E. 

I now define a transformation P, (where u is an integer) applicable 
to any form F' of the totality of forms EZ under consideration, viz., 


P,.F=TF—-o#F=F— PF, 
and later consider (with the aid of certain lemmas which are proved 
in § 2) the transformations by T and P,, of the terms of EZ, and then 
apply P,, to the prepared invariant EZ. In P,, E the type of the leading 
term of the prepared E is no longer present; but EF is invariant 
under the homogeneous substitution T; hence we must have 
P,,E = E — a EF =0; 
from this identity the desired conclusion 


E=y 
will follow. 


Transformation by T and P, of the terms of E. 


The general term of EF actually present will have the form 


| Oy. Or a a, >0,h—1,2,...7 
t= NT: R= K £) == 0 T= yy? ---y% or 1 ; Fs pits Js 
? ( ? Ai to Sr ele aan ? 
¢ or T' has the degree 


A=r 
d= > ap 
aA=1 


and the weight 


i=r 


w= > finn. 


A=1 
From ¢ = ft 7(T==1) as source we obtain by T 


4=r 4=r 


Tie t—KRT=—KR +1] [G)*=KetH] | (omtin—)” 
h=1 


A=1 
[where, if /, = 0, we understand by zy, + f-Y/,-1, Jp = XY]. We 


expand ¢, arrange the terms in normal order, and notice: 


The terms of ¢ are all of the degree d of the source ¢ and of (a) 


weight the same as or lower than the weight w of the source ¢. 


The leading term of ¢ is R(a-+1)a¢T (R (a + 1) == 0, since (b) 


R(x) =E 0) of the same type 7 as the sourcet=— TZ. This is the 
only term of é of the same weight w as the source. 



















FE. H. Moore. 


(c) If f, > 0, the lowest term of ¢ is 


h=r 


K(e-+1) +P [tim 


A==l 


with the weight w—d. The various types of weight w and degree d 
with final suffix greater than 0 give rise in this way to just as many 
distinct types of weight w — d and degree d. 

(d) Every term of weight w — k has in its coefficient a factor 


x?-F KR (a-+1). 
By P,¢ the term ¢ = RT’ becomes 


Put = £— att = (R(w@+1)x4 — R(w)a) T + 


(e) terms of lower type. The type 7 of the source ¢ persists as the leading 
type of P,¢, unless 


R(x 1)a4 — R(x) ee = 0, 


that is (by lemma L,, § 2), unless d= yu and R(x) = c= a constant. 

If however we do have w= d, R(x) = c+ 0, and so t¢=—cT, then 

(f) in Pat the type 7 is wanting, but all other terms of ¢ persist, and, 
unless ¢ = cy?, Pat really contains such persisting term(s). 

Transformation by P,, of the prepared invariant form E of degree m. 


P, E= E-— aE=0; hence: E= yj. 


E contains no term of degree d < m, for all types of leading 
weight of that degree really present in E would persist in P,,, E (a, b, e), 
while P,,# must vanish identically. FE is then homogeneous in the 
Yor Yir>++Yn Of degree m. I prove that E= y” is the only prepared 
invariant form of degree m, by proving that for any other prepared 
homogeneous form E of degree m P,,E does not vanish identically. We 
may without loss of generality and do suppose further that EF has no 
factor ye. Any such form E has a leading weight w, positive. 

If any term t* = R*T* of E has a coefficient R*(x) not a con- 
stant, then P,,E does not vanish identically. If the term ¢* is one of 
the highest weight w = w, this follows from (a, b, e). For the general 
proof let the coefficients of all terms of weight w’ > w* be constant 
and let ¢* = t*7* be a term of weight w* with coefficient Q* (zx) 
not a constant. The type 7'* of weight w* could arise in P,,E only 
(a, 6) from the term ¢* = {i* 7* of weight w* and from various terms 
¢’ of higher weight w’ having constant coefficients; the cvefficient of 
T in P,,£ will have the form (b, d) 
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a w*—=w —k 
> cae + a" (R241) —K(@) | ww 41,... 
= k==1,...w,— w* 

(where the ¢;,’s are constants) which persists (lemma L,, § 2) since 

R* (x) is not a constant. 

We suppose then that all terms of E have constant coefficients 
R(z) =e. But the general type 7* of weight w* still persists in 
P,,E# unless every c(k=1,2,...w,—wW) is 0 (lemma L,, § 2). Now 
a particular c, arises by combining additively the coefficients of the 
type 7'* in the expansion ¢ from the various sources of the particular 
weight 7’ = w* +k. Whence (we see, by fixing w and letting w* 
vary from w —1 to Q), if P,,E does vanish identically, so does 
P,,E™) where E\’) denotes the collection of terms of (any) weight 
w in E. 

We suppose then that E is a form of homogeneous degree m and 
of homogeneous weight w with constant coefficients (m>0, w> 0). 
Since E has no factor yz, at least one term of E has the form 


t=r 


‘—or=el ly 


a=1 


with 9 +0 and f, > 0. Then in P,,E we have from the source ¢ as 
lowest term (c) 


4=r 


of [ py; 


A=1 


this type persists, since (c) it arises from no other source-type of E 
than 7. The theorem has been fully proved. 


§ 2. 
Three lemmas: certain formal identities in the realm R{[z]. 


I state the three lemmas (L,, L,, Z,) already used in § 1. They 
relate to a rational function R(z) of z. Mr. Hélder (loc. cit.) proves 
and uses (Z,) and (Z,). (Z,) depends upon (L,), since 


[9 (w+ 1) /R(w)Jenw = 1. 
(Z,) If R(x) satisfies the functional identity 
R(w#-+1) — KR(e) =0, 
then 2t(x) is a constant c, 


R(x) Sc. 
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(Z,) If R(x) satisfies the functional identity 
xv R(x+1) — w R(x) =0, 
where w and vy are integers, then 
e=v, R(x) Hc. 
(Z,) If the functional identity 
i 
> + RH] —R@) =O 
k=1 * 
holds, where the ¢,’s are constants, then 
G=0 (k=—1...)), R(x) Sc. 


Chicago, December 2, 1895. 


[Addition of July 6, 1896. Professor Klein has kindly called 
my attention to a second paper in the literature of transcendentally ‘ 
transcendental functions: 

Hurwitz: Sur le développement des fonctions satisfaisant a une 
equation différentielle algébrique (Annales scientifiques de l’ Ecole Normale 
supérieure, ser. 3, vol. 6, pp. 327—332, 1889).] 


ap a _- wae 














Sur les résidus des fonctions définies par les équations 
differentielles. 


Par 


Mr. Micuen Perrovircu & Belgrade (Serbie). 


Je me propose de montrer comment on peut calculer d’une maniére 
simple les résidus des fonctions satisfaisant aux équations différentielles 
algébriques du premier ordre, lorsqu’une telle équation satisfait & une 
certaine condition générale et directement reconnaissable sur ]’équation 
elle-méme. I] s’en suivra un moyen efficace et commode pour calculer 
les differentes valeurs que certaines intégrales curvilignes générales 
peuvent acquerir le long des contours donnés. 

Les poles de l’intégrale générale d’une équation ‘differentielle du 
premier ordre peuvent varier avec la constante d’intégration ou étre 
fixes. Les résidus d’une telle intégrale, relatifs & ses pdles fixes ou 
mobiles, peuvent eux-mémes étre fixes ou varier avec la constante 
d’integration d’une intégrale 4 une autre, Je me propose, en premier 
lieu, de montrer comment les résidus varient lorsque les poles, aux- 
quels ils se rapportent, sont des poles simples de Vintégrale générale, 
variant avec la constante d’intégration, et comment on peut reconnaitre 
si des tels résidus sont eux-mémes fixes ou dépendent de la valeur 
attribuée & cette constante. 

Commengons par rappeler un procédé général et pratique servant 
& reconnaitre si l’intégrale générale d’une équation algébrique du 


premier ordre - 
P= S oy (ia) —0 


i=1 
admet, on non, des pdles simples variant avec la constante d’intégration, 
Formons le tableau de 2s nombres entiers et positifs 
Ee = m + 0; He 1; 
tragons dans un plan deux axes 0& et Oy et, marquons y les s points 
(&:, mi). Joignons les points le plus rapproché et le plus éloigné de 0 
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par une ligne polygonale, dont chaque sommet serait un des points 
(é;, y) et telle qu’il n’y ait aucun de ces points audessus d’elle. 

Ceci étant, j'ai démontré antérieurement (Thése de doctorat, Paris 
1894) le théoreme général suivant: 

Pour que I’intégrale ait des infinis mobiles d’ordre 4, il faut et il 
suffit que la ligne polygonale précédente ait un coté a coefficient 
angulaire égal a — A. 

Pour que Vintégrale ait des pdles simples mobiles, il faut, donc, 
et il suffit que la ligne polygonale ait un coté a coefficient angulaire 
égal 4d — 1. 

La circonstance que nous avons en vue: l’existence des pdles 
simples mobiles, se reconnait donc trés-aisément sur |’équation donnée, 
au moyen des seuls exposants de y et y’ dans son premier membre. 

Soit =a un tel pdle; dans son voisinage on aura 


g= wat (2) 


ou A est le résidu cherché et (x) une fonction holomorphe au 
voisinage de x= a. En posant 


f(a) = A+ (e—a) ¥(2) 

y = («—a)y"f(), 

1 A 

oY = («—a) f(x) — (@—a)* f(a) 
et le terme général de F’ prendra la forme 

9 (2) (a—ay FPO [(— 1)" Fe" *™ + O,(2)] 

ot O;(%) est un polynome en f(x) et (v—a)/f'(x), a coefficients 
constants, mais dans lequel il n’y a pas de terme dépendant uniquement 
de f(#). 

L’ensemble de termes dans F’, pour lesquels |’éxposant —(m;-+ 2 ,) 
est le plus petit, est précisement la somme de tous les termes de 
Péquation proposé correspondant aux indices des points (&;, y;) situes 
sur le coté a coefficient angulaire — 1. Il s’en suit que si ]’on con- 
vient de représenter par 

2, la sommation étendue aux indices de tous les points (&;, 7) 
situés sur le coté a coefficient angulaire — 1, 

2, la sommation relative & tous les autres points, 

F' pourra s’écrire 
(1) F = (#—a)"[2,Qi(x) + 2, (¢@ —a)" Q,(x)] 


ot M et N; sont des exposants entiers, positifs et tous différents de 
zero, et 


on aura 


Q(x) = pi(w) [(— 1)™ F(a)" + O,(@)). 
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La fonction y étant intégrale de F’=— 0, |’expréssion entre parenthéses 
dans la formule (1) doit étre identiquement nulle, donc 


(2) 5, Qi(a) + B, (x — a)" Q(z) = 0. 


Supposons maintenant que x tend vers a. ‘Toutes les expréssions 
Q;(x), d’aprés leur définition: tendent vers zéro; la fonction f(x) tend 
vers la limite A et l’on aura ainsi 


lim Qj(#) = (—1)" g(a) A *™, 
La formule (2) donnera donc & la limite 
(3) 2 [a= 1)" Qi (a) Amit _ 0 


et le résidu cherché A est racine de Véquation algébrique (3), aprés y 
avoir supprimé les racines nulles. Il est, d’ailleurs, evident que l’équation 
a au moins une racine différente de zero, puisque les exposants m; + n;, 
correspondant aux indices des points situés sur le coté de coefficient 
angulaire — 1 sont tous distincts entre eux, 

On a ainsi, aprés avoir reconnu que l’intégrale générale a des 
poles simples mobiles, la régle pratique suivante pour calculer les 
résidus relatifs & ces pdles: 

Supposons construite la ligne polygonale relative au premier 
membre de l’équation, et soient 


S859. +668 
les indices des termes correspondant aux points (§;, »;) qui se trouvent 
sur le coté & coefficient angulaire — 1; les résidus cherchés sont 
racines non nulles de |’équation algébrique 


(4) (= 1) ga(a) AMT + (—1)"* pp (a) AMET + - - 
+ (= 1) g(a) A™T™ = 0 


resolue par rapport a A. 

Ces résidus sont, donc, fonctions algébriques des fonctions ;(a) 
correspondant aux indices des points situés sur le coté de coefficient 
angulaire — 1; pour quiils coient fonctions algébriques des ces pdles 
mobiles, il faut et il suffit que les rapports de deux quelconques de 
ces fonctions g;(x) soient fonctions algébriques de x. Pour que les 
résidus en question ne varient pas avec la constante dintégration, il 
faut et il suffit que ces rapports soient tous indépendants de x. 

Ce qui précéde donne souvent moyen de calculer les différentes 
valeurs qu’une intégrale curviligne fy(z,C)dz (od y est l'intégrale 
générale d’une équation du premier ordre et C la constante d’inté- 
gration) peut prendre le long des contours donnés, sans qu’on ait 
besoin de connaitre l’expréssion explicite de la fonction y et ses poles. 
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Ainsi soit 
dy 
F(z, Y; 5!) = 0 


une équation & points critiques fixes. On saura toujours reconnaitre 
si lintégrale générale d’une telle équation est, ou n’est pas méromorphe 
& Vintérieur d’un contour donné [ dans le plan des imaginaires; 
supposons qu’il en soit ainsi. Si de plus les pdles de y sont des 
poles simples (ce qu’on reconnait facilement d’aprés ce qui précéde), 
Vintégrale 


Sy(z, C)dz 


prise le long d’un tel contour [ est égale & zéro on a un multiple 
entier de l’une des quantités 


2nA,~—1, 2u(A,+A,)V—1, 2u(A,+A,+4,) V—1... 


A,...A, étant les racines non nulles de l’équation algébrique (4). 
Et si, en particulier, les rapports de deux quelconques des coefficients 
yi(x), correspondant au coté de la ligne polygonale de F a coefficient 
angulaire — 1, sont indépendants de z, les résidus A; sont fixes et 
la valeur de lintégrale curviligne le long de [ ne variera pas avec 
la constante d’intégration. On connaitra donc toutes les valeurs que 
lintégrale peut prendre le long des contours [. 
Si p. ex. y(z, C) est intégrale générale de l’équation de Riccati 


oY = ay + f(y + 9) 


(ot @ est une constante, f et gm des polynomes en 2) l’équation (4) 
se reduit & aA —1=—0; lintégrale curviligne précédente, prise le 
long d’un contour quelconque dans le plan des ¢ est nulle ou égale 


2nxV—1 
Qa 





& un multiple entier de , ce quon vérifie, d’ailleurs en remar- 


quant que la fonction 
~— et fvas 


est lintégrale de |’équation 
a .\ @ 
Ta tf) G — © pe) =0 
et par suite l’intégrale f ydz ne peut avoir d’autres périodes que 


2aV—1 
a 


Prenons comme second exemple la fonction 


y= sn[f(z) + C] 
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satisfaisant a l’équation 
dy? 
(2) — If @P Ay) U— Fy?) = 0. 


La ligne polygonale n’a qu’un seul coté a coefficient angulaire négatif, 
et ce coefficient est — 1; les pdles mobiles sont donc tous des pdles 
simples. L’équation (4) est ici 


Ak (f(a)? —1=0 
(ot a est le pole mobile), d’od les deux résidus 
1 
A= XiT@ 
a étant donné, en fonction de la constante C, par la formule 


{(a) + C= pole de sn. 


Mais c’est surtout lors’quon cherche les résidus des fonctions 
méromorphes simplement ou doublement périodiques, n’ayant que des 
pdles simples, que la régle précédente devient utile. On formera 
léquation 


F(y, 4%) =0 


i laquelle satisfait une telle fonction et l’on y appliquera directement 
la régle. Les poles de l’intégrale générale d'une telle équation seront 
tous mobiles et simples; les coefficients g;(x) figurant dans l’équation 
(4) sont alors constants et par conséquent les résidus seront indépen- 
dants de la constante d’intégration et donnés comme racines de 
’équation (4). Méme pour ces calculs il n’y a pas besoin de connaitre 
les poles de la fonction. 
Cherchons p. ex. les résidus de la fonction 
ssi gg Mat zena- dna —$ 
sn x 


ol sn x est définie par 
oe g(i—vwu*) (1—kw?). 


En choisissant convenablement g et k, la fonction y satisfait a 
équation 


GY + 9GBy +9409 


*) Voir Briot et Bouquet, Journal de |’Ecole Polytechnique, cahier 36, tome XXI. 
1856, p. 239. 
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La ligne polygonale a pour coordonnées des sommets 
(5; _— 3, j= 3), 
(§; = 6, 43= 9), 
(5, =0, 4=9), 


par conséquent y n’a que des pdles simples. Les sommets qui se 


trouvent sur le coté a coefficient angulaire — 1, sont ceux d’indice 
1 et 3. L’équation (4) est done ici 
A’—1=—0 


et par suite les résidus de y sont les racines cubiques de l’unité. 














Ueber die Irreductibilitat ganzzahliger ganzer Functionen. 
Von 


Euaen Netto in Giessen. 


Kisenstein hat den Beweis der Irreductibilitiit der Kreistheilungs- 
gleichung fiir Primzahlen und Primzahlpotenzen auf den Satz gestiitzt: 
Wenn in einer ganzzahligen ganzen Function 
(1) (Qe + Ae" + ar" + -- ++ 4, 
alle Coefficienten c, durch eine Primzahl p theilbar sind, c, aber durch 
keine hihere Potenz von p, dann ist f uneerlegbar. 

Herr Kénigsberger hat im 115. Bande des Journ. f. Math. 
Erweiterungen dieses Satzes gegeben. Nach anderer Richtung und 
mit anderen Hiilfsmitteln als dies dort geschehen ist, wollen wir hier 
den Kisenstein’schen Satz als Anfangsglied einer ganzen Reihe 
iihnlicher Theoreme nachweisen. 

I. Kin Polynom von der Gestalt 
(2) 2b yyper? eb Yn part + Yn—np?e® + Yn—eppr a 

+ Ia + 7°’, 
in welchem y® eine gegen p theilerfremde ganze Zahl bedeutet, und n > 2 x 
ist, besitet keinen Theiler von geringerem als dem (x + 1) Grade. 
Auch im Folgenden soll der obere Index 0 an einer Constanten an- 
deuten, dass diese Constante zu yp theilerfremd ist. 

Gilt fiir (2) die Zerlegung 
(3) (eae fay) Phe f+ +b)  (utv—n), 
dann folgt aus a,b, = yop? entweder, dass einer der beiden Coeffi- 
cienten @,, b, durch p*, oder dass jeder durch p theilbar ist. Der 
erste Fall 

o, = ap b, = By 
leitet auf dem durch Eisenstein gegebenen Wege durch 
Cot = Yop? = ccnp Dy + du-1 p> ==0 (mod. p) 
u.s. w. zu der Kinsicht, dass a,-, und dann ebenso a,—2,... durch p 
theilbar sein miissen. Bei a) = 1 tritt dann ein Widerspruch heraus. 


Mathematische Annalen. XLVIIL 6 











82 E, Nerto. 


Man darf deshalb nur 


0 0 
(4) Ay, = Op, b, = Bp 
setzen, und nun wollen wir annehmen, es wiire schon bewiesen, dass 


(5) Gyu—1 = Su-1P, + - - Au-a = Ay—ap, 

41 = By—1p, oo Oy. = By-ap 
ist, was ja nach (4) fiir 4 0 wirklich feststeht. Daraus leiten wir 
dann her, dass, wenn 4 eine gewisse Grenze nicht iiberschreitet, auch 
(5 a) Oy—¢—1 = Oy—-sa-i Pp; b2-1 = Bya1p 
sein muss. Dazu betrachten wir 


Cn—-a—1 = 0 (mod. p?) und ¢y_-ga-2 = 0 (mod. p); 
das ergiebt 


(6) Gy by asa +-++++ arb, = 0 (mod. p*), 
Qy—i—1by—3-1 Se oan i (mod. p)- 

Wir haben in diese Congruenzen die Werthe aus (4) und (5) ein- 

zusetzen. Dann werden in der ersten alle nicht hingeschriebenen 

Mittelglieder durch p*, die hingeschriebenen iiuss_ren Glieder durch p 

theilbar. Dividirt man durch p, dann entsteht 


(7) en By-a—1 + dy—a—1By = 0 (mod. p). 
In der zweiten Congruenz aus (6) werden alle nicht hingeschriebenen 


Glieder durch p theilbar; das erste muss daher auch durch p theilbar 
sein, und somit ist auch 


(8) («2b,—1-1) - (ay-1-16%) = 0 (mod. p), 
woraus dann in Verbindung mit (7) sofort die Behauptung (5a) folgt. 

Da bei uns in der Form (2) der Coefficient y,_,p? noch durch 
p* und y,p noch durch p theilbar ist, so kénnen wir in (5) bis A= x 
gehen, und erst dann bricht die Folgerungsméglichkeit ab. Dabei 
muss aber gleichzeitig noch y,2,p zu den Coefficienten von (2) gehéren, 
und daher erklirt sich die Nothwendigkeit der Annahme von n > 2x. 

In die Reihe (5) fir 4 == darf nun weder a, —1 noch b, = 1 
eingehen, d. h. es ist w > x*, v >, so dass also keiner der beiden 
Factoren von geringerem als dem (x-+1)'e" Grade sein kann. Damit 
ist I. bewiesen. 

Ist m= 2x -+ 1, dann folgt die Irreductibilitét von (2), da ja 
kein Factor von geringerem als dem (x-+1)'" Grade existiren kann. 
Ist m= 2x-+- 2, dann kann (2) nach I. nur in zwei irreductible 
Factoren (x-++1)'" Grades zerfallen, deren Coefficienten simmtlich als 
durch p theilbar nachgewiesen sind. So erhalten wir den Satz: 

Il, Das Polynom 


Pett to pd ee bt yep + pipe fee) byte 
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ist irreductibel (vgl. Kinigsberger). Das Polynom 


PPE pet tenet yetipe + yapap se” +b YanpeP® 
kann nur in der Form 


(e"** + ape + +++ + anys p) (eh + Bype” + +++ + Brtrp) 
zerfallen; die beiden dabei auftretenden Factoren sind irreductibel. 

Wir kniipfen weiter an das Theorem I. an. 

Ill. Ein Polynom von der Gestalt 


a + y, per +++ + Yn—ax-2p eter? 
(9) + Yn—2x—1p a?*tt a iis a ee Ye (n >3x) 
+ Yn—xp* 2" + ead + Yn-1 prz + yp 


kann nur so in swei Factoren zerfallen, dass der Grad des einen nicht 
geringer als (x-++1), der der andern nicht geringer als (2%-+-2) ist. 
Gilt wieder fiir (9) die Zerlegung (3) und setzt man 
j= Oy b, = By; 
so zeigt sich auf dem bereits oben angedeuteten Wege der Widerspruch 
gegen die Zerlegbarkeit. Es muss demnach 


(10) ua uP > by = Bop 
gesetzt werden. Aus 
Ca—1 = An by + Qu—1 by = Yai p® 
ergiebt sich sofort wegen (10) 
(11) yt = aD 
Wir setzen voraus, es giilte, was fiir 4 — 1 eben bewiesen ist, 
Qy—1 = Oyip?,. . Apap = Mapp’, 
(12) a2 = Oy—ap, oe + Gy-2a41 = On —-2241) 5 
by-1 = Byiap, ...dy-aga = By—a4iD; 


dann wollen wir zeigen, dass, wenn 4 eine gewisse Grenze nicht tiber- 
schreitet, auch noch 


(13) ya = Oy—ap?s Gy-2a = Oy—2aP,  Ay—2a—1 = S21 
bya = By-ap 

sein muss. Dazu brauchen wir die vier Congruenzen 
(14) Cra =O (mod. p®), Cp-2g = 0 (mod. p’), 

Ca—2a—1 = 0 (mod. p?), Casa = 0 (mod. p). 
Setzen wir die Werthe (10), (11), (12) in diese Congruenzen ein, dann 
liefert ¢,-22 == 0 nach Division durch p, und ¢,~3, = 0 nach Multi- 
plication mit By. a, die beiden Congruenzen 
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(B+ @y—22) + (ey ~a bya) = 0 
(Brdu—2a)  (@p—-aby-2) = 0 


und deshalb ergiebt sich, wie unmittelbar ersichtlich ist, 


(mod. p), 


(13a) Qu—22 = Gu—eap, 
(15) @,—2 . by, =0 (mod. p). 


Hier ist durch (13a) schon ein Theil der Behauptungen (13) bewiesen. 
Mit (15) combiniren wir die erste Congruenz aus (14), tragen wieder 
(10), (11), (12) in sie ein, heben durch p? und erhalten 


ct,, 2B) + a@nby2=0 (mod. p). 


Das liefert mit (15) zusammen weitere Theile von (13), nimlich 


(13b) bya —_ Bra P> 


e 9° 
Qu—a = Gy ap = yap’. 


Der noch fehlende Theil der Behauptung geht ohne Weiteres aus 
Cn—ga—1 == 0 (mod. p*) hervor. Denn hierin bleibt, wenn man alle 
bisherigen Resultate eintrigt, nur a,—2,-18, p = 0 (mod. p) zuriick, 
und damit ist auch 

(13¢) Ay—2a—1 = Gy—22-1 

nachgewiesen. 

Bei der Form (9) des Polynoms sieht man, dass (12) bis zu 
A = (x-+1) fortgesetzt werden kann. Nur darf a,—1 und b, = 1 
nicht unter den in (12) enthaltenen Coefficienten auftreten; daher muss 
u>2x+2,v>x-+1 sein. Damit ist II]. bewiesen. 

Es war » > 3x zu nehmen. Ist n= 3x-+ 1 oder n= 3x + 2, 
so wird uw+v>3x+3>n; in diesen Fallen ist demnach eine 
Zerlegung nicht mdglich. Ist dagegen n—3x%-+ 3, dann kann 
u=2x+2, v—x-+1 sein, und daher ist ein Zerfallen des Polynoms 
nicht ausgeschlossen. 

In beiden Factoren miissen die Coefficienten den Gleichungen (12) 
gemiiss gebildet sein. So liefert 


(2? + a,’ pe + a,°p*) (2+ Bp) = 2° + (+ B°)p2? + (a,°-+- a,’ B")p?2 
+ «,° B° p® 
ein Beispiel fiir eine solche Zerlegung. Wir haben also: 
IV. Die Polynome von der Form 


a+ ype + ++ + Yn-ax-apara? 
+ Yao p tt fee es Ynys p? att (n=3x%+1,3x+ 2) 
+ Yq xP? 2” $+ Rater 
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sind irreductibel, diejenigen von der Form 
rT ee 
+ Popa p? Att +--+ + Yanpaprertt 
+ Penge + + Meee + Rare?” 
konnen, wenn sie tiberhaupt reductibel sind, nur in zwei Factoren 
Bat? + a parett + -.. a part + a, pret +--+ + ofp, 
ott 4 Bipet +--+ + Bepe+ Bry 


zerfallen, deren zweiter irreductibel ist, und deren erster auch nur eine 
Zerfillung in zwei irreductible Factoren des Grades (x-+-1) zulassen 
kann. 

Die hier abgeleiteten Theoreme II. und IV. schlagen in die Richtung 
hinein, welche von Herrn Koénigsberger angegeben ist. — Der 
Eisenstein’sche Satz kann aber auch als das Anfangsglied einer 
Kette anderer Theoreme angesehen werden, deren niichstes das 
folgende ist: 

V. Wenn im Polynome 
(16) B™ be C, B™—* fp Ca es Cn BH Cn 
alle Coefficienten cy durch p theilbar sind, c,-1 aber durch keine hohere 
Potenz von p als die erste, dann ist es entweder irreductibel oder es 
cerfillt in der Weise, dass es einen Factor des Grades 1 und einen 
anderen irreductiblen Factor des Grades (n—1) besitzt. 

Es sei den Voraussetzungen entsprechend 


C= ppt, ¢_,= rp = (t21); 


0 . — 
wenn dann a, = ap", b, = 6) gesetzt wird, dann stossen wir in der 
schon mehrfach dagewesenen Art auf den Widerspruch, dass a) = 1 
durch p theilbar sein miisste, Es ist also allein méglich 


(17) a= yp, by = pe (tT—@, o> 1) 


zu setzen. Aus der Gleichung 
oa = Ya—1p —= tye Dy—1 "id + hy. —1 By p® 
folgt dann, dass nicht beide Exponenten (t—@g) und g grosser als 1 
sein kénnen. Wir diirfen demnach etwa 9g = 1, d. h. statt (17) 
(18) —- on, b= »P 
annehmen, und dann zeigt die vorangehende Gleichung, dass fiir 


t > 2 nicht a,-1, und fiir t 2 nicht gleichzeitig a, und d,_1 
durch p theilbar sein kann. Weiter ergiebt sich aus 


joan = 
Cae = Ody op + dy—iby—1 + Qu-2hyp = (mod, p), 
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dass eine der beiden Gréssen a,_; und b,_, durch p theilbar ist. Den 
so gefundenen Forderungen wird, abgesehen von einer Aenderung der 
Bezeichnung nur durch 


(19) Oy1 = Cnr, bya = Byap 
geniige geleistet. Geht man mit (18), (19) in die Congruenz 
Ca-3 =0 (mod. p), 


dann folgt, dass b,.» = 8,2p werden muss, und nun gelangt man 
genau wie friiher zu 


by» — By-2p, bys = By-sp, eee 


und kommt daher im Allgemeinen zu dem Widerspruch, dass b, = 1 
durch p theilbar sein miisste. Der Widerspruch wird aber dann und 
nur dann vermieden, wenn 6) nicht durch eine Congruenz (mod. p) 
sondern durch die Gleichung 


0 
o= Oy —1 0p» == ] 


eingefiihrt wird. Dann ist also n —(v-+1) d. h. w=—1, und die 
Factorenzerlegung wird, da a) _,—=b,=1 sein muss, 


(e+ ap) (2 + Bype + +++ + Bri pa + Brp) 
werden, wobei der zweite Factor nach dem Eisenstein’schen Satze 
irreductibel ist. 

VI. Wenn im Polynome (16) alle Coefficienten c, durch p theilbar 
sind, Cy: aber durch keine hohere Potenz von p als die erste, dann 
ist (16) entweder irreductibel, oder es besitet einen irreductiblen Factor 
vom Grade (n—1) oder (n—2). 

Es sei, der Voraussetzung entsprechend, 

Cn = PnP, Cri = Ya-1Py Cn-2 = Ya-2p; 


wobei t, 6 > 1 angenommen werden kénnen und sollen, da man ja 
sonst auf dex Fall des Eisenstein’schen Satzes oder auf V. zuriick- 
kommt. Wenn dann 


Of 0 
a,= typ, b= By, 


gesetzt wird, dann stossen wir in der schon mehrfach dagewesenen 
Weise auf den Widerspruch, dass a, = 1 durch p theilbar sein miisste. 
Es ist also allein méglich 


(20) a= «2°, by = Brp® (t— e, = 1) 
zu setzen. Aus der Gleichung 


(21) Ca—-2 = Ya-2P = oe bya p”° + ay—1by-1 + Gy —2 By p* 








o~ 


—_—_t 
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geht dann hervor, dass mindestens eine der beiden Gréssen a,-1, by-1 
durch p theilbar ist. 


Ist nur eine von beiden, etwa b,, durch p theilbar, dann wird 


(22) a= abe by-1 = By-1p. 


Jetzt aber stehen wir genau auf dem Boden der an (19) gekniipften 
Schliisse, und wir ersehen daher, dass wenn (16) reductibel ist, die 
Annahme (22) auf einen irreductiblen Theiler vom Grade (m — 1) 
fiihren wird. In diesem Faile zeigt 


aa = Yap" = tty By—t pe +> or Brp®, 


dass nicht beide Zahlen g und (c—@+1) grdsser als o sein kénnen. 


Gilt aber (22) nicht, und sind beide Zahlen a,—1, b,; durch p 
theilbar 


(22a) Ay = Cyip, by. = By-ip, 


so folgt aus (21), dass eine der beiden Zahlen @ und (tr—@) gleich 
1 sein muss. Da in (20) beide mit einander vertauscht werden kénnen, 
so dirfen wir, ohne eine Beschrinkung einzufiihren, 


(20a) = ap, b=Byp (t—1>1) 


setzen. Ist (c — 1) > 1, dann kann wegen 


(21a) Yn—2P = Oy by-2p + Cyr Byip” + Aue Bop 


@,—2 nicht durch p theilbar sein. Ist (c — 1) = 1, dann kann, auch 
wegen (21a), nicht gleichzeitig a@,2 und b,-2 durch p theilbar werden. 
Auch hier kénnen wir aber a,-2 als prim zu p ansehen, da bei 
(c — 1) 1 wieder die a@ und 0 in (20a), (22a) vertauscht werden 
kénnten. Es ist also jedenfalls 


(23) a, .= a? 


u—2 u—2" 
Aus den weiteren Congruenzen mod. p 
Cn—4 =, Cr =O,... 
entnimmt man dann der Reihe nach 
by. = 0, bys =0,... (mod. p); 


und so sind wir durch (23) auf unseren alten Weg gelangt, 


Will man den hier auftretenden Widerspruch beseitigen, so muss 
an Stelle der Congruenz, durch welche b, eingefiihrt werden wiirde, 
die Gleichung 


om ae 
Q= G2 Pics = 1 
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treten. Dann ist also nm = (v+2) d. h. w= 2, und die Factorenzer- 
legung wird, da a)» = %,_, — 1 entsteht, 


(2 + ay spe + cup) (2 * + B, pe +--+ Bape + rp) 
werden, wobei der zweite Factor nach dem Eisenstein’schen Satze 
irreductibel ist. 

Es ist klar, dass wir in gleicher Weise fortgehen kénnen. Die 
Resultate der Untersuchung werden sich dabei ganz ahnlich den zuletzt 
gewonnenen beiden Siitzen ausdriicken lassen. 

















On the Stability of a Frictionless Liquid. Theory of Critical 
Planes. 


By 
A. B. Basset M. A.; F.R.S. 


1. In a recent paper*) Lord Rayleigh has attempted to investigate 
the conditions of stability of a frictionless liquid when there are critical 
planes. The statement of the problem is as follows: — 

Liquid is flowing in steady motion between the two planes y=0 
and y =a, the velocity being parallel to the axis of 2 and equal to V, 
where V is some function of y. A small disturbance is communicated 
to the liquid, it is required of investigate the conditions of stability, 
the motion being supposed to be in two dimensions. 

In steady motion the component velocities are (V, 0); after 
disturbance they an (V-+u, v), where wu and v are small quantities 
in the beginning of the disturbed motion, and Lord Rayleigh proves that 
v is determined by the equation**) 


(1) G+ V)(G.— Ke) = oat v 


This equation is obtained in the following manner. Whatever 
the character of the disturbance may be, the velocity v can be ex- 
pressed by means of Fourier’s theorem in a series of (or definite integrals 
involving) sines and cosines of x. It is therefore sufficient, so far as 
the coordinate ~ is concerned, to consider the typical term e**. Also 
if the disturbed motion is stable, the time factor must be a periodic 
function, and therefore expressible in the form é*‘, It will thus be found 
that if these substitutions be made, and the pressure and velocity wu be 
eliminated from the equations of motion and continuity, the result will 
be expressed by (1). 

In steady motion the molecular rotation is equal to — 5d V \dy; 
accordingly if this quantity is constant, the right hand side of (1) 


*) Proc. Lond. Math, Soc. vol, XXVII, p. 5. 
**) Ibid. vol, XI, p. 57. 
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vanishes and the equation splits up into two factors, the second of which 
when equated to zero furnishes the differential equation for v. It may 
however happen that certain planes exist, which are called critical 
planes, at which the first factor vanishes; and at such a plane it cannot 
be asserted without further investigation that the second factor vanishes. 
This circumstance has led Lord Kelvin*) to throw doubts upon the 
universal application of results which are based upon the solution of the 
differential equation which is formed by equating the second factor to 
zero: and Lord Rayleigh has therefore attempted to meet this objection 
by examining what takes place when a critical plane exists, but the 
results on pages 10 and 11 are erroneous owing to the fact that they 
make the molecular rotation infinite at such planes. Some observations 
are added at the end of the paper which are apparently intended to 
meet this objection, but they miss the points at issue, 

2. The fallacy of the results to which a wrong method of ap- 
proximation has led him can be shown as follows: — 

In questions relating to stability, the velocities produced by the 
disturbance are by hypothesis small quantities in the beginning of the 
disturbed motion; but a statement of this kind has no meaning unless 
the standard of measurement is defined. In cases like the present, 
the meaning of the phrase is, a velocity whose numerical value is a small 
quantity in comparison with the numerical value of the velocity in steady 
motion. Moreover by Newton’s second Law of Motion, the forces 
required to produce these small velocities must be proportional to 
them, and the numerical values of these forces must therefore be small 
quantities compared with the numerical values of the forces required 
to generate the steady motion in a liquid at rest. Under these 
circumstances it is an obvious impossibility for a small disturbance 
to suddenly change the value of the molecular rotation from a finite 
to an infinite one; and any solution which leads to this result must 
necessarily be erroneous. 

3. The quantity d*v | dy? — k*v is proportional to the difference 
between the molecular rotation just before and just after disturbance, 
and must therefore be a small quantity in the beginning of the disturbed 
motion. Accordingly if the molecular rotation is not constant in steady 
motion, in which case d?V|dy* will not be zero, it follows that at a 
critical plane we must have d*?V|dy*=—0O or v=0Q. But the first 
condition is one which cannot be satisfied except for special values of V; 
and if the form of the function which determines the velocity in 
steady motion is not of this special form, it follows that v = 0 at a 
critical plane. 


*) Phil, Maj. vol. XXIV, p. 275. 
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4. We are now prepared to work out the theory of critical 
planes. 

For simplicity we shall suppose that the steady motion is such 
that there are no vortex sheets, in which case 


(2) V= oy) 

where is a given function which is finite and continuous throughout 
the space occupied by the liquid. If possible, let yc be a critical 
plane, the condition for which is that 

(3) — n|k = (c). 

This equation determines the value of the time constant » in terms 
of the wave constant k, provided a real value of ¢ exists which 
lies between 0 and a. If no value of ¢ exists which lies between these 
limits, equation (3) represents an impossible state of motion and a 
critical plane cannot exist. 

Substituting the value of |k from (2) in (1) and integrating, we 
shall obtain 
(4) v= Af,(y) + BAY) 
where A and B are the constants of integration, and /,, /, are two 
independent functions whose form depends upon that of mg. The boundary 
conditions require that v = 0, when y = 0 and y—a. 

Case I. We shall first suppose that d? V|dy? = 0 at the critical 
plane; and also that neither of the functions f becomes infinite between 
y=0 and y=a, In this case the boundary conditions will enable 
us to eliminate the two constants of integration, and we shall thus 
obtain an equation of the form 

F(a,k,c)=0 
which is the equation for determining c. The condition for the 
existence of a critical plane is, that the above equation should have at 
least one real root lying between 0 and a. 

It may however happen that one of the functions, say /,, becomes 
infinite between the limits, in which case B —0, and the boundary 
conditions then require that f;(0) = 0 and f,(a) = 0; is other words 
that 0 and a@ should be roots of the equation f,(y) 0. These con- 
ditions cannot be satisfied except for special forms of the function /,, 
and when they cannot, the existence of a critical plane is impossible. 

Case II. In this case d?V\dy? does not vanish at a critical 
plane, and consequently v must satisfy the three conditions of vanishing 
when y= 0, y=c and y =a; but as the value of » cannot certain 
more than two arbitrary constants, these three conditions cannot in 
general be satisfied, in which case a critical plane cannot exist. 

5. If the steady motion is such that vortex sheets exist, the 








92 A. B. Basser. 


equations must be separately applied to each region bounded by two 
consecutive vortex sheets; and the relations between the various constants 
of integration which occur in the solutions must be determined by 
means of the boundary conditions which exist at a vortex sheet. 

6. When the molecular rotation is constant in steady motion, 
the problem is one which is best treated by special methods. In this 
case d*V\dy’ is zero throughout the whole space occupied by the 


liquid, and consequently the second factor of (1) must vanish except 
at a critical plane. 


In steady motion 
(5) V=A— 2ay 


where A is a constant, and @ is the constant molecular rotation. If 


@ -+ € be the the molecular rotation after disturbance, € satisfies the 
equation 

. l U 
(6) + (V+u sito ge 

Since w and v are small quantities in the beginning of the 
disturbed motion, equation (6) reduces to 
dg ag 
dt + te 
so that putting 

£ on F(y) gika- int 
where F' is an undetermined function of y, we obtain 
(7) (n\k + V) Fy) =0. 

This equation shows that F’(y) must be zero except at a critical 
plane. 

let w be the difference between Earnshaw’s current function before 
and after disturbance; then 
(8) Ven ee 2¢ — 2 F(y) hatine, 

Equations (7) and (8) shew that w is the potential of a surface 
distribution of matter upon the critical plane, whose density is pro- 
portional to F'(c); consequently unless F’(c) be zero, the critical plane 
must be a vortex sheet. But it is known from the general principles 
of Hydrodynamics that a vortex sheet cannot be generated by a 
disturbing force; hence F'(c) must be zero unless the critical plane be 
a vortex sheet in steady motion. 

7. To investigate the conditions for the existence of a critical 
plane, we must therefore suppose that a vortex sheet exists in steady 
motion. Let y=c be the equation of the vortex sheet, and on the 
positive side of this plane let 


V = V, = A — 2a(y—c) 
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and on the negative side, let 
V = V, = B — 2a@(y—e). 
The condition that the vortex sheet should be a critical plane is 


that A or B should be equal to — n|k; and we shall adopt the former 
alternative. Writing pe **t+i"* for w in (8) we obtain 


2 
(9) car — Rb = — 2FYy) 


and since F'(y)= 0 except at the critical plane, are must have on the 
positive side of the plane 


(10) v, = Csinh k(y—a) 
and on the negative side 
(11) wv, = D sinh ky 


the constants being determined so that v or — dw|dx vanishes when 
y=0 and y=—a. 
At the critical plane where y = c, we must have 


dy dw, —_ 9 FF 
“7 +. i 2 F'(c) 


which gives 
(12) F(c) =+k {C cosh (a —e) + D cosh ke} 
which determines the surface density F’(c). 


After disturbance, the particles which originally lay on the critical 
plane will lie on a surface whose equation may be taken to be 


(13) y —¢ — Heke tint = f(a, y, t) = 0. 

This surface fulfills the conditions of a bounding surface, and therefore 
df df af 

(14) at’ at+*a7* 


Applying (14) to the positive side we get 
E(n+kV,) + Ck sinh k(e—a) = 0; 
and since by hypothesis 
n+kV,=0, 

it follows that C= 0. 

Applying (14) to the negative side we get 

E(n+kV,) + Dk sinh ke = 0 

which determines, the relation between EH and D. 

From these results it follows that, to the first order of small 


quantities, the liquid on the positive side of the vortex sheet is un- 
influenced by the disturbance. The only effect of the latter is to 
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displace the particles of liquid which originally formed the vortex sheet 
into the sinuous surface (14), whilst the surface itself moves forward 
with the same velocity V, which the particles on its positive side had 
in steady motion. 

8. We have lastly to determine the value of c, which fixes 
the position of the critical plane. 

The pressure equation is 


du dV 1 dp du 


at” dy eda ° dz 
whence recollecting that x and ¢ enter in the form of the factor 
gike+int we easily obtain: 


(15 — 

(15) +1) o ae be 5 * 

whence the condition of continuity of pressure requires that the left 
hand side of (15) should be continuous. Since v, and dv,|dy are 
zero, the condition becomes 


d ‘ 
(> + V,) fs + 2av, = 0 
or 


(16) tanh ke = k(V, — V,) | 2a. 


Now c must be a positive quantity lying between a and zero; 
moreover since 22|k is the wave-length of the disturbance, k must 
also be positive; hence the first condition that the vortex sheet may 
be critical plane is that 


(17) 0<k(V, — V,)|\ 20 <1. 
If this condition is satisfied, let m be the value of ke furnished 


by (16); then if 4 be the wave-length, we shall have c=Am|2z; 


and since ¢ cannot be greater than a, we obtain the second condition 
that 


(18) 4< 2ma\m. 

Unless both the conditions (17) and (18) are satisfied, a critical 
plane cannot exist. 

9. With regard to the method of procedure, it may be objected 
that the hypothesis that « and ¢ enter into the solution in the form 
of the factor «**t+‘™* is a pure assumption, that it would be easy 
to invent examples in which this is not the case. The answer to 
this objection is, that by making this hypothesis in the first instance, 
a particular solution can be obtained which can always be generalized 
by Fourier’s theorem or in certain cases by definite integrals of a 
simpler form. It is also necessary to recollect that before embarking 
in any mathematical investigations, we must first settle the practical 
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question as to how the disturbed motion is to be generated. To talk about 
an arbitrary disturbance is beside the mark, untill we have first in- 
vented or imagined some machinery by which this operation can be 
effected; for if we omit to do this, it may be found that some 
proposed disturbed motion is an impossibility, and our mathematics 
will show this by leading us into all sorts of difficulties and apparently 
inexplicable results. 

10. In the class of problems discussed by Lord Rayleigh, a plane 
of discontinuity y= c usually exists, at which the steady motion 
changes its character by reason of the molecular rotation or the 
tangential velocity V being discontinous. We shall therefore suppose 
that the disturbed motion is generated by means of an impulsive 
pressure applied to this plane, which produces a velocity v = g(z) 
at the plane in question. 

The differential equation for v is satisfied by 
(19) v = F(k, y) cos (kx — nt) 
and the equation of continuity shows that 

u = — k F’(k, y) sin (ka — nt) 
which is an example of the general dynamical theorem, that an 
impulsive force of one type may produce a velocity of a different type. 

The differential equation for F' being of the second order will 
contain two constants. If therefore we confine our attention, for 
the present, to the liquid lying between the planes y = c and y = a, 
where the latter is one of the bounding planes, the constants must 
be determined so that 

F(k,a)=0, 
we may therefore write in the place of (19) 
v = Af(k, y) cos (ka — nt) 


where 
((k, a) = 0. 
The usual process of solution gives a relation of the form 
n= ok); 


and when the steady motion is stable, m must be real for all 
values of k. 

The constant A may have any value which is independent of 
x, y and ¢; we shall therefore put 


A=,» 
which shows that 


v 





2f(k, y) p{d) cos Ak cos{ ka — tw(k)} 
ore af (k, ¢) 
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is a solution of (1), and therefore 


race J ak finemenn cos{ke—tvik)} 7, 
uw e f(k, ¢) 


is also a solution. The initial value of v at the plane y—c, is 
obtained by putting yc and ¢=0, which gives 


v= 2 fac f (A) cosdk coska da 
0 —@ 


= 9(2) 
by Fourier’s theorem, which is the proposed initial value of v at the 
plane in question. 


The solution for the liquid lying between the planes y = 0 and 
y = c¢ can be obtained in a similar manner. 


Fledborough Hall, Holyport, Berks, England 
30, April 1896. 
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Zur Theorie der linearen Substitutionen. 
Von 


Atrrep Loewy in Gittingen. 


Wenn eine lineare Substitution: 


k==n 
i= > Qik E, 
k= 


tam 1,2,3,...m, 

eine gegebene bilineare Form von nicht verschwindender Determinante 
cogredient in sich transformirt, so ergeben sich zur Bestimmung der 
Substitutionscoefficienten a;, n? Gleichungen; diese sind in Bezug auf 
die Gréssen a;, quadratisch und enthalten die Coefficienten der Form 
linear. Es ist nun bekanntlich Herrn Voss*) in voller Analogie mit 
den von Herrn Frobenius**) bei symmetrischen und alternirenden 
Formen aufgestellten Formeln gelungen, die »? Gréssen a; rational 
durch Parameter darzustellen; diese Voss’sche Darstellung umfasst nur 
diejenigen Transformationen, bei denen zwei gewisse aus den Sub- 
stitutionscoefficienten a;, gebildete Determinanten nicht gleichzeitig 
verschwinden. Im Folgenden wollen wir versuchen, einen Beitrag 
zur Theorie der Ausnahmefille zu liefern, welche sich der Voss’schen 
Darstellung entziehen und die zweckmiissig als singulire Substitutionen 
bezeichnet werden. 


fiir 


§ 1. 
Die Frobenius’sche Symbolik und die Voss’schen Formeln. 


Bevor wir die von Herrn Voss gegebene Parameterdarstellung, 
an die wir ankniipfen wollen, angeben, fiigen wir die von Herrn 
Frobenius***) in die Theorie der bilinearen Formen eingefiihrte 


*) Voss, Ueber die cogredienten Transformationen einer bilinearen Form 
in sich selbst, Abhandlungen der k. bayer. Akademie der Wiss. II, Cl, XVII. Bd, 
II, Abth. 1890, Diese Arbeit werde ich mit V. citiren. 

**) Frobenius, Ueber lineare Substitutionen und bilineare Formen. Journ. 
f. d. r. u. ang. Math. Bd. 84, Diese Arbeit werde ich mit F. citiren. 
***) F. p. 1ff. sowie V, § 1. 
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Symbolik, soweit wir von derselben im Folgenden Gebrauch machen 
werden, ein. Hiner jeden linearen Substitution: 


k=n 
x; = >? ain be, i= 1, 2, ae 
&k=1 


ordnen wir eine bilineare Form 


in > Aix XE, 


zu; mit Riicksicht auf die zugeordnete bilineare Form bezeichnen wir 
die Substitution mit A. In der anzuwendenden Symbolik besteht dann 
zwischen Substitutionen und bilinearen Formen kein wesentlicher 
Unterschied. 

Combinirt man zwei lineare Substitutionen A und B, d. h. eliminirt 
man die Gréssen y aus: 


ix=n 
x; => ay, i= 3. 2 , nN, 
t=1 


k=n 


yi => bak, ten 1,2,3...%, 


k=1 


so erhilt man die neue Substitution C: 


k=n 


t= > enki, i= 1,2,3...n, 
k=1 
wo 
li=n 
Cik =>) a: bir 
i=1 
ist. 


Die Substitution C schreiben wir in der Form eines Productes: 
C=A.B. 


Bei dieser Definition wird die Multiplication associativ und distributiv; 
dagegen im Allgemeinen nicht commutativ. 


Die mit jeder beliebigen Form vertauschbare Form > «i Yy; sei 
i=l 
mit FE bezeichnet. Die zu A reciproke Form, welche wir mit A~! 
bezeichnen, ist definirt durch die Gleichung: 


XA=E. 


Verschwindet die Determinante von A nicht, so ist A-! eindeutig 
bestimmt, und man findet: 


A“ ->»> On; LiYx 3 
4 i 
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hierbei sind die «;, die Unterdeterminanten des Systems der a;,, dividirt 
durch die Determinante der a;,. 
Mit A’ endlich sei die zu A conjugirte Form bezeichnet; sie wird 


definirt durch: 
=D acm 
k i 


Nach diesen Angaben kénnen wir die von Herrn Voss*) gefundenen 
Resultate anfiihren: 
Bezeichnet man mit T eine Form, welche der Gleichung: 


(I) TS+T'S'=0 

geniigt, wobei S eine beliebige bilineare Form von nicht verschwindender 
Determinante ist, und verschwindet die Determinante von E+ TS 
nicht, so fiihrt die Substitution: 

(II) A =y7(E—TS) (E+T78S) 


wo n=-+ 1 ist, die Form S cogredient in sich iiber; die Determinante 
von A hat hierbei den Werth ", wenn die Form S n Variablenpaare 
enthdalt. 

Jede Substitution A, welche die Form S von nicht verschwindender 
Determinante cogredient in sich transformirt und fiir welche die Deter- 
minante von A-+- E nicht verschwindet, lisst sich in einer einzigen 
Art auf die Gestalt (Il) bringen. 

Alle Substitutionen, welche sich in der von Voss angegebenen 
Gestalt (II) darstellen lassen, werden als nicht singuldr bezeichnet. 


§ 2. 
Die singuliren Substitutionen. 


Alle Substitutionen, welche sich der Voss’schen Darstellung ent- 
ziehen, bei denen also die Determinanten von A-+ E wie A— FE 
gleichzeitig verschwinden , heissen singuldre Substitutionen. Man kann 
die singuliren Substitutionen in zwei Gattungen, nimlich in wesentlich 
singulire und ausserwesentlich singulire, eintheilen**), 

Unter einer wesentlich singuldren Substitution sei eine solche ver- 
standen, deren Product mit jeder nicht singuliren Substitution, 
wieder eine singulire giebt. Hine jede nicht wesentlich singulire Sub- 
stitution heisse ausserwesentlich singuldér. Zu einer ausserwesentlich 
singuliren Substitution lisst sich also stets mindestens eine nicht 
singulire Substitution angeben, sodass ihr Product eine nicht singulire 
Substitution ergiebt. 


*) V. p. 71—73. 
**) Vgl. die Voss’sche Begriffsbestimmung ,,eigentlich singuliir“. V. p. 77, 
a 








100 A. Loewy. 


Man ersieht sofort, dass jede uneigentliche Transformation*) bei 
einer Form gerader Ordnung wesentlich singuliir ist; jede uneigentliche 
Substitution giebt nimlich mit einer eigentlichen verbunden eine un- 
eigentliche, und bei geradem » stellen die Voss’schen Formeln nur 
eigentliche Transformationen dar, da dann 7" stets den Werth + 1 hat. 

Wir werden nun zeigen: 

Bei einer jeden bilinearen Form von nicht verschwindender Deter- 
minante, bei welcher die siimmtlichen eigentlichen Transformationen ein 
irreducibles System bilden, sind die uneigentlichen Transformationen einer 
Form gerader Ordnung die einzigen wesentlich singuldren. Bei den an- 
gefiihrten Formen sind also die Begriffe ,,wesentlich singulir“ und ,,un- 
eigentliche Transformation einer Form gerader Ordnung“ identisch. 

Zu der betrachteten Gattung bilinearer Formen gehéren nach den 
Untersuchungen des Herrn Frobenius**) stets die symmetrischen und 
alternirenden Formen. Herr Voss***) hat die Irreductibilitat fiir 
gewisse ,,bilineare Formen“ gezeigt. 

Es sei W, eine bestimmte, feste Substitution, deren Coefficienten 
also nicht mehr von variablen Parametern abhingen. W, fiihre eine 
Form S von nicht verschwindender Determinante cogredient in sich 
iiber; es mége ferner die Determinante von W, + E verschwinden; 
jedoch soll unsere Transformation W,, die auch singulair sein kann, 
nie uneigentlich sein, wenn die Form S eine gerade Anzahl von 
Variablenpaaren enthilt. Unter diesen Voraussetzungen ist « W, stets 
eine eigentliche Transformation, hierbei hat ¢ den Werth + 1, wenn 
W, selbst eine eigentliche Transformation ist; ¢ ist = —1, wenn W, 
eine uneigentliche Transformation ist, Wir construiren uns nun eine 
nicht singulire eigentliche Transformation V,, bei welcher die Deter- 
minante von V, + E nicht verschwindet und welche ebensoviel will- 
kiirliche wesentliche Parameter r enthilt, wie die allgemeinste Sub- 
stitution, die S cogredient in sich transformirt. Zu einer jeden Form 
S von nicht verschwindender Determinante lisst sich eine derartige 
Substitution V, finden. Man hat zu diesem Zwecke nur néthig, die 
Form 7 in allgemeinster Weise aus der Gleichung (I) des § 1 zu 
bestimmen; dann verschwindet, wie es erforderlich ist, die Determinante 
von E+ 7S nicht, denn diese Grosse ist fiir unendlichkleine Werthe 
der Coefficienten von 7' beliebig wenig von + 1 verschieden. 

Bei dieser Bildung hat die Substitution: 


V, = (E—TS) (E+TS) 


*) Uneigentliche Transformationen sind bekanntlich solche der Deter- 
minante — 1. 
**) F. p. 46. 
#8) V. p. 114. 
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nach einem Satz von Voss*) die héchste Zahl r willkirlicher wesent- 
licher Parameter und ferner verschwindet die Determinante von V, +- E 
nicht, da V, + »E = 2n(E+7S8)~ ist und in unserem Falle » den 
Werth + 1 besitzt. 

Wir bilden jetzt die Substitution: 


V, = V,.eW. 


Die neue Substitution V, hat wieder dieselbe Zah] von r willkiirlichen 
Parametern, da e V,, W-' die von r Parametern abhiingige Substitution 
V, ergeben muss und W iberhaupt keine Parameter enthilt. Die r 
Parameter sind auch in V, wesentlich, d. h. sie treten nicht etwa in 
solehen Combinationen auf, dass die Substitution in Wahrheit von einer 
geringeren Zahl als r wesentlichen Parametern abhiingt; wiire dies 
nimlich der Fall, so miisste die Composition mit «W-' diese Ver- 
bindungen zerstéren, damit wir eine von 7 wesentlichen Parametern 
abhingige Substitution erhalten, eine soleche Kraft aber hat die an- 
gegebene Operation nicht. V, ist als Product zweier eigentlicher Sub- 
stitutionen, V, und ¢ W, auch eigentlich. 

Eine eigentliche Substitution V, mit 7 wesentlichen Parametern 
kann bei unseren Voraussetzungen tber die Irreductibilitét des Systems 
der eigentlichen Substitutionen nie so beschaffen sein, dass die Deter- 
minante von V, + FE verschwindet. Angenommen es giibe eigentliche 
Substitutionen V,, bei denen die Determinante von V,-+ E ver- 
schwindet , welche von ry wesentlichen Parametern abhiingen und eine 
Form S von nicht verschwindender Determinante cogredient in sich 


iiberfiihren, so heisst dies: das Gleichungssystem, welches symbolisch 
durch : 


A) VSV'=S, 
|Vi= +1, 
|\V+E| =0 


dargestellt wird, wird durch eine Substitution V, deren Coefficienten 
von r wesentlichen Parametern abhingen, befriedigt. Das System der 
eigentlichen Transformationen, welches auch nur ein r-fach ausgedehntes 
Gebilde repriisentirt, (denn y giebt ja die héchste Anzahl mdglicher 
wesentlicher Parameter an) wiirde dann mit unserem System A) eine 
r-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit von Lésungen gemein haben. Es 
ist aber unméglich einen ebenfalls r-fach ausgedehnten Theil eines 
r-fach ausgedehnten irreductiblen Gebildes durch ein algebraisches 
Gleichungssystem auszudriicken**). Es miisste daher jede eigentliche 


*) V. p. 121, 
**) Vgl. Kronecker, Grundziige einer arithmetischen Theorie der algebraischen 
Gréssen. Journ. f. d, r. u. a. Math. Bd, 92, p. 31, sowie F. p, 46. 
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Transformation dem System A) geniigen; es giebt aber Substitutionen, 
welche S eigentlich in sich transformiren und nicht A) geniigen. Eine 
solche Substitution ist V,; fiir diese verschwindet gerade | V, + E| 
nicht. Desgleichen geniigt auch die identische Substitution EZ, welche 
sicher S eigentlich in sich iiberfiihrt, unserem Gleichungssystem A) 
nicht. Hiermit ist unsere Annahme als falsch erwiesen. V, ist also 
stets in der Form (E—T,S) (E+ T7,8)~ darstellbar. Hiermit wire 
unser Satz erhirtet. 

Aus: 
ee V-=eV,.W 
olgt: 

. W = sV,—' V,. 
Da die Determinante von E + V, nicht verschwindet, so verschwindet 
auch die von E+ V,—' nicht, es ist daher: 
VV, = (B—T7,8) (£+7,8). 
Man findet also: 
W = e(L—T7,8) (E+7,8)-\(£—T,S8) (E+ T,S)-'. 
Die hiermit fiir die ausserwesentlich singuliren wie fiir die nicht 
singuliren Substitutionen W,, bei denen die Determinante von W+ E 
verschwindet und welche Herr Voss in der Form 
—(E-—TS)(E+T78S) 
angiebt, gegebene Darstellung, umfasst auch die nicht singuliren Sub- 
stitutionen V, fiir welche die Determinante von V+ E nicht ver- 
schwindet; denn fiir 7, 0 geht unsere Formel in die Voss’sche 
(E—1,8) (E+7,8) 
tiber. 

Wir kénnen also das Resultat aussprechen: 

Bei den Gattungen bilinearer Formen S von nicht verschwindender 
Determinante, bei denen die Gesammtheit der eigentlichen Transforma- 
tionen ern irreductibles System bildet, wird jede Substitution, welche jedoch, 
falls die in sich zu transformirende Form S eine gerade Anzahl 
Variablenpaare hat, nicht uneigentlich sein darf, durch die Formel: 

W = e(E—T7,8) (E+ 7,8) (E—T,S8) (E+7,8)-' 
dargestellt. Hier hat « den Werth +-1, wenn W eine eigentliche Trans- 
formation ist; © muss — 1 gesetet werden, wenn W eine uneigentliche 
Transformation ist. T, und T, sind Lisungen der Gleichung: 

TS + T'S’ = 0*). 
*) Durch die Freundlichkeit von Herrn Klein wurde mir die in diesen 
Annalen erscheinende Arbeit des Herrn Taber ,,On the automorphic linear trans- 
formation of an alternate bilinear form“ tibermittelt; ich hatte damals die vor- 


liegende Arbeit bereits in allen wesentlichen Punkten fertig gestellt. In der 
Taber’schen Arbeit wird der von uns hier ausgesprochene Satz fiir reelle Sub- 
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Das gefundene Resultat kann auch noch anders ausgesprochen werden. 
Zu diesem Zweck denken wir uns die n? Coefficienten a,;, der Substi- 
tution , welche die gegebene Form S cogredient in sich tiberfiihrt, als 
die m? unhomogenen Punktcoordinaten eines R,»; hierbei wollen wir 
annehmen, dass S den gestellten Bedingungen gentigt. Die quadratischen 
Gleichungen, denen die a;, geniigen miissen, bestimmen eine Mannig- 
faltigkeit M, von r Dimensionen in unserem R,:. Unter der Voraus- 
setzung, dass unsere Form sowohl eigentliche wie uneigentliche*) 
Transformationen zulisst, besteht unsere M, aus zwei getrennten 
Theilen; alle Punkte des einen Theiles liegen auf der Fliche des R,, 
die entsteht, wenn man die Substitutionsdeterminante der positiven 
Hinheit gleich setzt; die Punkte des anderen Theils liegen auf der 
Fliche, die man erhilt, wenn die Determinante gleich der negativen 
Einheit genommen wird. Unsere Formel liefert dann eine ausnahmslos 
giltige rationale Parameterdarstellung fiir alle Punkte des irreductiblen 
Theiles unserer M,, welcher den eigentlichen Substitutionen entspricht. 
Die Voss’schen Formeln hingegen lassen diejenigen Punkte unserer 
Theilmannigfaltigkeit undargestellt, welche auf ihr durch die zwei 
Mannigfaltigkeiten ausgeschieden werden, die man durch Nullsetzen 
der Determinanten von A + E wie A — E erhiilt. 

Enthalt S eine ungerade Zahl von Variablenpaaren, so kann man 
durch gleichzeitige Vorzeicheninderung aller a;, die zwei getrennten 
Theile unserer M, eindeutig auf einander beziehen. In diesem Falle 
sind beide getrennten Theile unserer M, ausnahmslos durch unsere 
Formel darstellbar. 


stitutionen, welche eine reelle alternirende Form in sich transformiren, her- 
geleitet. Herrn Taber’s Untersuchungen, die auf elegantem rechnendem Wege 
gefihrt werden, bestiitigen also in diesem Specialfall unsere Resultate. Im Falle 
der alternirenden Formen, die nur eigentliche Transformationen gestatten, kann 
man ¢=-++1 setzen. Nach Herrn Voss kann man (E—Z',S)(E+7,S)~" stets 
in die Form (S+R)~'(S—R) iiberfiihren. [V. p. 71.] Ist S eine alternirende 
Form, so ist R nur gezwungen, symmetrisch zu sein; dann brauchen wir keine 
Bedingungsgleichung: (S’)~!.R' +S-'R=0. Nun stimmt unsere Formel bis 
auf die Bezeichnungsweise véllig mit der von Taber p. 575 gegebenen iiberein, 
und man ersieht aus unseren Betrachtungen, dass die Formel auch giiltig bleibt, 
wenn die Substitutionen und die Form aufhéren reell zu sein. [Die Taber’sche 
Arbeit ist inzwischen in diesen Annalen, Bd. 46, Heft 4, erschienen]. 

*) Eine alternirende Form von nicht verschwindender Determinante lasst nie 
uneigentliche Transformationen zu. Vgl. Frobenius, Ueber die schiefe Invariante etc. 
Journ, f. d. r. u. a. Math. Bd, 86, p. 50. 
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§ 3. 


Eine specielle Gattung ausserwesentlich singularer Substitutionen. 


In diesem Paragraphen betrachten wir diejenigen ausserwesentlich 
singuliren Substitutionen, die sich ergeben, wenn man eine nicht 
singulire Substitution mit sich selbst zusammensetzt. 

Diese Substitutionen lassen sich also in der Form: 

A = [(E—TS) (E+ TS)"}* 
darstellen , hierbei geniigt 7’ der Gleichung: 
TS+ T'S’ =0; 
S ist eine von A cogredient in sich iibergefiihrte bilineare Form von 
nicht verschwindender Determinante. 

Es sei V eine Voss’sche Substitution. Damit V iiberhaupt ge- 
eignet sei, eine Form von nicht verschwindender Determinante cogredient 
in sich selbst zu transformiren , ist nothwendig und hinreichend, dass 
die Elementartheiler der charakteristischen Function, d. h. der Deter- 
minante von V +o, wo @o einen variablen Parameter bedeutet, 
paarweise von gleichem Grade sind und fiir reciproke Werthe ver- 
schwinden, mit Ausnahme derer, welche fiir den Werth + 1 oder — 1 
Null sind*). Soll V im besonderen eine Voss’sche Substitution sein, 
so darf die charakteristische Function nie fiir 9 = + 1 wie ge =——1 
gleichzeitig verschwinden. Die charakteristische Function von V hat 


also Elementartheiler der Form (g—a)*, (0 -- “)'3 zu diesen kénnen 


sich noch solche der Form (0 —(+ 1)” gesellen. Nach einem Satz 


von Herrn Frobenius**) sind dann die Elementartheiler der charakte- 
ristischen Function von A = V? von der Form: 


(9—a*)*, (0 _ =) (o—1)r. 
Soll nun A eine singulire Substitution sein, so muss ihre charakte- 
ristische Function neben Elementartheilern der Form (g@— 1)” auch solche 
der Form (9+ 1)? aufweisen. Damit diese Bedingung erfiillbar ist, muss 
die charakteristische Function von V Elementartheiler (9 —(+ i)’ 
haben, wo i die imaginire Kinheit bedeutet. Besitzt die charakteristische 
Function von V Elementartheiler (0 — (+ i)’, so hat sie auch in 


genau gleicher Zahl solche der Form (¢ _ +3 daher treten die 


Elementartheiler (9 + 1)’ in der charakteristischen Function von A 
paarweise auf. 


*) F. p. 34. 
**) F. p. 25 oder F. p. 40, Anmerkung. 
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Damit eine singulire Substitution als Quadrat einer nicht singuliren 
Substitution darstellbar sei, ist nothwendig, dass die Elementartheiler der 
charakteristischen Function der singuldren Substitution, welche die Form 
(o + 1)* haben, paarweise auftreten*). 

Wir wollen nun eine singulire Substitution der erwihnten speciellen 
Art betrachten. Es sei A eine singulire Substitution, deren charakte- 
ristische Function die Elementartheiler der Form 


(e—a)", (e—2)", (e—1, (+1) @ +1)... 


besitzt. Wir construiren uns, was stets méglich ist, eine Substitution 
P, deren charakteristische Function die vorgeschriebenen Elementar- 
theiler: 


(oe — Va)’, (c - ye) ° (e— (41) (e—(ba)" (e—34) 


hat. Eine derartige Substitution P fiihrt stets, da die Elementartheiler 
ihrer charakteristischen Function paarweise von gleichem Grade sind 
und fiir reciproke Werthe verschwinden, mit Ausnahme derer, welche 
fir den Werth + 1 oder —1 Null sind, eine bilineare Form H, von 
nicht verschwindender Determinante in sich tiber**). P ist ferner stets 
eine Voss’sche Substitution, da die charakteristische Function von P 
nicht gleichzeitig fiir die positive wie die negative Einheit verschwindet. 
Bildet man nun P?, so hat die charakteristische Function P? dieselben 
Elementartheiler wie A. In Folge dessen giebt es stets eine Substi- 
tution R, dass die Gleichung: 

A=RP’*R 
besteht***). Es wird also: 

A=(RPR"}. 
RPR- ist auch eine Voss’sche Substitution; denn ihre charakteristische 
Function hat dieselben Elementartheiler wie P. Daher fiihrt R PR- 
auch eine bilineare Form von nicht verschwindender Determinante 
cogredient in sich iiber, diese Form sei mit H bezeichnet. 

A ist daher in der Form: 


A=|[(E—TH)(E4+TH)“"? 
darstellbar; hierbei geniigt 7’ der Gleichung: 
TH+ T'H' =0., 
H wird von RPR-*' und daher auch von der gegebenen Substitution 
A in sich iibergefiihrt, da A das Quadrat von RPR~ ist. 


*) Vgl. den letzten Paragraphen der Arbeit des Herrn Taber. 
wet es 
+e*) F, p. 21. 
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A. Lorwy, 


Unter der Gesammtheit aller bilinearen Formen, welche von einer 
gegebenen singuliren Substitution A, deren charakteristische Function 
die Elementartheiler der Form (9+-1)* paarweise aufweist, cogredient 
in sich transformirt werden, giebt es stets cine solche H von nicht ver- 
schwindender Determinante, dass A in der Form: 


4 = ((E—TH) (E+ TH)“ 
darstellbar ist. T geniigt der Gleichung: 
TH+ T'H' =0. 


§ 4. 
Die symmetrischen Formen. 


Die Resultate, welche wir im vorigen Paragraphen fiir beliebige 
bilineare Formen entwickelten, gestalten sich im Falle der symmetrischen 
Formen wesentlich einfacher. Wahrend wir zur Quadratdarstellung 
einer singuliren Substitution, bei der die charakteristische Function die 
oben niaher betrachteten Elementartheiler von specieller Art besitzt, 
die Gesammtheit der bilinearen Formen, welche durch die Substitution 
in sich tibergefiihrt werden, in den Kreis unserer Betrachtungen zogen, 
ist dies bei symmetrischen Formen nicht erforderlich. Es gilt hier 
der folgende Satz: 

Bildet man das Quadrat von allen nicht singuldren Substitutionen, 
welche eine gegebene quadratische Form S von nicht verschwindender 
Determinante in sich iiberfiihren und die von Herrn Frobenius in der 
Gestalt : 

A =(S+T7)1(S—T)*). 


dargestellt werden, wo T eine beliebige alternirende Form ist, so erhdilt 
man hierdurch von den singuliren Substitutionen, die S in sich tiber- 
fiihren, ausnahmslos alle diejenigen, bei denen die charakteristische 
Function die Elementartheiler (9+-1)° paarweise besitzt. 

Zum Beweise brauchen wir folgendes Theorem: 


Fiihren zwei dihnliche Substitutionen U, und U, dieselbe quadratische 
Form S von nicht verschwindender Determinante cogredient in sich tiber, 
so giebt es stets eine Substitution R, dass U, = RU,R-— wird und 
hierbei R auch eine Substitution ist, die S cogredient in sich iiberfiihrt. 

Wir beweisen den Hilfssatz auf folgende Art: 

Jede symmetrische Form S ist der Form E congruent, d. h. es 
giebt eine Form G, dass 


*) Wenn S eine symmetrische Form ist, kann man die Voss’sche Darstellung 
leicht in die obige umsetzen; an Stelle der Bedingungsgleichung 7'S + 7’ S’ = 0 
tritt dann nur die Bestimmung, dass T alternirend ist. Vgl. V. p. 71 und F. p. 37. 
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GSG =E 
wird. 
Hieraus folgt: 
S=G-'1q’-—, 
Nach unserer Annabme ist: 
U,SU,' =S8, 


folglich wird: 
U,G-'G’—= U,' = G14’ 


(GU,@-).(GU,G-) = E. 


(GU,G-) (GU,G-") = E. 
GU,G@-! und GU,G— sind daher orthogonale Formen; dieselben sind 
auch ahnlich, da U, und U, im Verhiltniss der Aehnlichkeit stehen. 
Herr Frobenius hat nun gezeigt, dass zwei iihnliche orthogonale Formen 
auch stets congruent sind und durch orthogonale Substitutionen in einan- 
der transformirt werden kénnen*), es existirt daher eine Form F, dass 

GU,G— = FGU,G—F-! 
wird; hierbei gilt die Beziehung: 

FF’=E. 


oder 


Ebenso gilt: 


Es wird also: 
U, = (G- FG) U, (4 F4@)". 
G-— FG transformirt nun S cogredient in sich, denn es wird: 
(G3 FG) SiG? FG) = G-FGSG' F'(G)' = Go“ FEF'(G-"y 
=G'E(G-') = S, 
R=GFG 

und unser Satz ist bewiesen, 

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir zum Beweise des Haupt- 
satzes schreiten. Es sei A eine singulire Substitution, welche S in 


sich tiberfiihrt und deren charakteristische Function die Elementar- 
theiler der Form: 


(e—a)* (e—<)’.--, (o—1)r---, (eo+1)?(e+1)--- 


hat. Die Substitution P, deren charakteristische Function die vor- 
geschriebenen Elementartheiler: 


-\e 1 \a 

(0 — Va)" (ez) +s (@— EN)? + (e—(4)? (0— $)) 
hat, kann stets-so gefunden werden, dass P die gegebene symmetrische 
Form in sich tiberfiihrt. Ist naimlich ein Product von Elementartheilern 


Daher ist 


*) F. p. 58. 
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der Art vorgegeben, dass diese paarweise von gleichem Grade sind 
und fiir reciproke Werthe Null werden, mit Ausnahme derer, welche 
fiir den Werth + 1 oder —1 verschwinden und einen ungeraden 
Exponenten haben, so giebt es stets eine Substitution P, mit den 
nimlichen Elementartheilern; denn es ist ja stets mdglich, eine Sub- 
stitution mit beliebig vorgeschriebenen Elementartheilern der charakte- 
ristischen Function zu bilden. Diese Substitution P, fihrt aber wegen 
der besonderen Beschaffenheit der Elementartheiler stets eine sym- 
metrische Form S, von nicht verschwindender Determinante cogredient 
in sich tiber*). Alle symmetrischen Formen nicht verschwindender 
Determinante sind congruent, also auch S, mit S; daher giebt es stets 
eine zu P, ahnliche Substitution, welche S cogredient in sich iiber- 
fiihrt; diese Substitution hat wegen der Aehnlichkeit auch die vor- 
gegebenen Elementartheiler und sei mit P bezeichnet. P? fiihrt dann 
ebenso wie P die Form S in sich tiber; S wird aber auch durch die 
zu P? abniiche Substitution A in sich transformirt. 
Hilfssatze existirt daher eine Substitution R, so dass: 


A=RP*R 
RSR'=S. 

A=[(RPR"}, 
RP R-' ist als Product von drei Substitutionen, von denen eine jede 
dieselbe Form S cogredient in sich iiberfiihrt, wegen des Gruppen- 
charakters der Substitutionen auch geeignet, die Form S in sich tiber- 
zufiihren, P ist in Frobenius’scher Form darstellbar; daher trifft dies 
auch fir RPR-— ein. Es wird also: 

A= [((8+7)-\(S—TP)/. 

Hiermit ist unser Satz bewiesen. 


Als Specialfall unseres Satzes findet man: Das Quadrat aller Sub- 
stitutionen 


Nach unserem 


wird; hierbei ist: 


(E+ =" (£E— T), 
wo T eine beliebige alternirende Form ist, giebt aile singuliren ortho- 
gonalen Substitutionen, dereu charakteristische Function die Elementar- 
theiler (9 -+1)’ paarweise besitzt**). 


*) F. p. 41. 

**) Nothwendige Bedingungen, dass eine singulire orthogonale Substitution 
als Quadrat darstellbar sei, hat auch Herr Taber in seiner Arbeit: ,,On orthogonal 
substitutions that can be expressed as a function of a single alternate linear 
substitution gegeben, American Journ. of Math. Vol. XVI, p. 130. Die Sub- 
stitution (E+ 7')—' (E—T) ist mit den beriihmten Cayley’schen Formeln identisch. 
Journ, f. d. r. u, a. Math. Bd, 32. Nachdem ich die vorliegende Arbeit bereits 
der Redaction der Annalen iibergeben hatte, erschien in den Proceedings of the 
London mathematical society p. 364 ff. eine weitere Arbeit von Herrn Taber, In 
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Unter Beniitzung der Resultate, welche Herr Frobenius fiir reelle 
orthegonale Substitutionen gefunden und welche Herr Voss auf reelle 
Substitutionen, die eine reelle definite quadratische Form in sich tiber- 
fiihren, ausgedehnt hat, kann man noch angeben: 

Alle reellen singuliren eigentlichen Substitutionen, welche eine reelle 
definite quadratische Form in sich tiberfiihren, sind als Quadrate dar- 
stellbar. 

Diese Substitutionen haben nimlich charakteristische Functionen 
mit nur einfachen Elementartheilern*); soll nun die Substitution 
eigentlich sein, so muss jeder Elementartheiler (g-++-1) paarweise auf- 
treten. 

Aus denselben Griinden**) findet man: 

Alle periodischen singuldren Substitutionen, welche eine quadratische 
Form eigentlich in sich transformiren, sind als Quadrate darstellbar. 

Da die charakteristische Function von — U stets genau entgegen- 
gesetzte Wurzeln mit denselben Elementartheilern wie diejenige von 
U hat, so findet man: 

Durch das negative Quadrat von (S+T7)— (S—T) werden alle 
singuldren Substitutionen dargestellt, die S eigentlich in sich transformiren 
und deren charakteristische Function (9 —1)” paarweise als Elementar- 
theiler besitet. 

Bisher haben wir nur die singuliren Substitutionen selbst als 
Quadrate nicht singulirer darzustellen versucht. Unsere Beweise gelten 
auch fiir y = 0 oder d= 0). 

Die nicht singuliren Substitutionen selbst 

iS+7)"(S—T), 
wo n=-+ 1 ist, sind ausnahmslos als positive oder negative Quadrate 
nicht singuldrer Substitutionen darstellbar. 

Es verdient noch bemerkt zu werden, dass, wenn die Form S 
2, 3,4 und 6 Variablen hat, die Substitution : 

n[(S+2)4 (S—Z)} 
alle eigentlichen Substitutionen, die S in sich transformiren, darstellt. 
Dieses Resultat findet man aus unseren Siitzen unter Zuhiilfenahme 
der von Herrn Frobenius iiber die méglichen Elementartheiler auf- 
gestellten Siatze***), In der Theorie der Transformation einer sym- 


dieser wird gezeigt, dass die fiir orthogonale Substitutionen von ihm als noth- 
wendig angegebenen Bedingungen auch hinreichend fiir die Quadratdarstellung 
sind. Die von ihm als nothwendig und hinreichend aufgestellten Criterien (p. 374) 
sind von den unsrigen verschieden, da er nicht Klementartheiler, sondern aus 
dem Sylvester’schen Begriff , nullity‘ abgeleitete Zahlen beniitat. 
*} ¥.. p. ot. 
**) F. p. 16 oder Lipschitz, Acta Math. t. X. 
***) Fp. 31, Vgl. auch Taber im American Journ. Bd. XVI, p. 123. 
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metrischen Form in sich spielen die Fille von 2, 3, 4 und 6 Variablen 
itiberhaupt eine hervorragende Rolle. Bei 2 und 3 Variablen reicht 
noch das Homogenmachen der Darstellung (S+7')—'(S— 7) aus, um 
alle eigentlichen Substitutionen zu finden*), bei 4 und 6 Variablen 
liefert der Quaternionencalciil sowie die Liniengeometrie eine von der 
hier betrachteten Darstellung verschiedene. Diese Bemerkung verdanke 
ich Herrn F. Klein, Auch in der gruppentheoretischen Behandlung 
nach den Methoden des Herrn Lie nehmen diese Falle eine bevorzugte 
Ausnahmestellung ein, wie aus den Untersuchungen von Herrn Werner**) 
hervorgeht. 

Mit den von uns in diesem Paragraphen beniitzten Mitteln zeigt 
man auch leicht: 

Jede Substitution, welche eine symmetrische Form S von nicht ver- 
schwindender Determinante cogredient in sich iiberfiihrt, ist stets als 
2m + 1% Potenz einer Substitution, welche auch S in sich transformirt, 
darstellbar; m kann hierbei jeden beliebigen ganzzahligen Werth an- 
nehmen. 


*) F. p. 48. 

**) Math. Annalen Bd. 35. Vergl. auch Lie’s Theorie der Transformations- 
gruppen III, p. 809. Die dortigen Formeln sind nur unhomogen; unserem n ent- 
spricht dort » — 1. 
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Zur projectiven Geometrie. 
Von 


M. Pascu in Giessen. 


Herr Pieri macht auf Seite 9 seiner Nota II Sui principii che 
reggono la Geometria di Posizione, Atti della R. Accademia delle 
Scienze di Torino 1896 Vol. 31, darauf aufmerksam, dass eine Stelle 
auf Seite 83 (§ 10) meiner Vorlesungen iiber neuere Geometrie, 
Leipzig 1882*), eine Ergiinzung der dortigen Beweismittel erforderlich 
macht, und theilt ein sinnreiches Beweisverfahren aus seinen Principien 
mit, unter Bezugnahme auf Herrn Enriques. An der erwihnten 
Stelle sage ich ohne Begriindung, dass in Figur 33 die Punkte h und h, 
von einander verschieden sind, d. h. dass der Punkt h, nicht auf der 
Geraden ab liegt. Die Ecken des Dreiecks fgc werden aus dem 
Punkte d auf die Gegenseiten nach a, b, h, projicirt; es war also 
anzugeben, nach welchem Satze derartige Projectionen nicht in eine 
Gerade fallen kénnen. Diese Liicke wird bei dem von mir inne- 
gehaltenen Gange folgendermassen ausgefiillt. 

Am Schlusse des § 2 meines Buches fiige man den Satz hinzu: 
Liegen von den (eigentlichen) Punkten A, B, C, D keine drei in einer 
Geraden, und geht die Gerade AD durch einen Punkt der Strecke BC, 
die Gerade BD durch einen Punkt der Strecke CA, so geht die Gerade 
CD durch einen Punkt der Strecke AB. — Ferner ist in § 9 am Schlusse 
ein Satz hinzuzufiigen. In §9 wird gezeigt, dass man iiberall, wo 
von drei eigentlichen Punkten in einer Geraden die Rede ist und von 
dem einen gesagt wird, dass er zwischen den anderen liegt oder nicht, 
die Worte ,,fiir die Grenzebene N“ hinzufiigen und sodann alle eigent- 
lichen Elemente der betreffenden Figur durch beliebige ersetzen darf. 
Der vorige Satz fiihrt auf diesem Wege zu dem Satze: Sind <A, B, 
C, D beliebige, einer Ebene angehdrige Punkte, von denen keine drei 
in gerader Linie liegen, und sind a, b, c die Schnittpunkte der Geraden 
AD BC, BD CA, CD AB, so kann man die Ebene N derart wihlen, 


*) Vergleiche zu den ,,Vorlesungen“ die Aufsiitze in diesen Annalen 1887 
Band 30 Seite 127 und 1888 Band 32 Seite 159, 
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dass fiir die Grenzebene N der Punkt a zwischen B und C, b zwischen 
C und A, c ewischen A und B liegt. — Dass a, b, ¢ nicht in eine 
Gerade fallen kénnen, schliesst man jetzt mittelst des Satzes 11 in § 2. 

In der vorstehenden Betrachtung kommen nicht bloss die Begriffe 
vor, welche der Geometrie der Lage eigenthiimlich sind. Die Be- 
trachtung wird aber durch die in § 9 angegebene Uebertragung sofort 
in eine ganz der Geometrie der Lage angehérige verwandelt (vergl. 
auch § 12 Seite 95). Es ist bemerkenswerth, dass die Aussagen in § 10 
auf Seite 79—83 — die nirgends den Begriff der getrennten Lage von 
zwei Elementenpaaren enthalten — auch obne Benutzung dieses 
Begriffs bewiesen werden, mit Ausnahme der Behauptung, dass in 
Figur 33 h, von h verschieden ist, d. h. mit Ausnahme des Satzes: 
Sind A, B,C, D beliebige, einer Ebene angehirige Punkte, von denen 
keine drei in gerader Linie liegen, so fallen die Schnittpunkte der Geraden 
AD BC, BD CA, CD AB nicht in eine Gerade. Die Verschieden- 
heit der Punkte hk und h, wird aber in § 10 nicht gebraucht, sondern 
erst in § 11. 


Giessen, April 1896. 








7m <. Bb” 


— eS ©} 


—_— a -_. -~- om =~. ha -_ 








Ueber quadratische Transformationen und rationale Flachen 





mit Kegelschnittschaaren. 
Vo 


Tu. Reyer in Strassburg i. E. 


Die einfachsten und wichtigsten algebraischen Transformationen 
homogener Punktcoordinaten sind niichst den linearen die allgemeinen 
quadratischen. Auf sie méchte ich die Aufmerksamkeit der Fach- 
genossen, insbesondere der Analytiker und Algebraiker zu lenken mir 
erlauben. Sie wurden bisher auffillig vernachlissigt, obwohl sie zu 
mannigfaltigen geometrischen Gebilden fiihren und deren merkwiirdige 
Eigenschaften leicht erkennen lassen. 

Im innigsten Zusammenhange mit ihnen stehen das F’?-Gebiisch 
oder das dreifach unendliche lineare System von Flichen zweiter Ord- 
nung und dessen projective Beziehung auf den Ebenenraum. Aus 
dieser projectiven Beziehung ergiebt sich, wie ich schon 1868 nach- 
gewiesen habe*), ohne Weiteres die beriihmte Steiner’sche Fliche 
vierter Ordnung, zugleich mit ihrer Abbildung auf der Ebene. Gehen 
die Flichen des Gebiisches alle durch einen Knotenpunkt, so fihrt 
uns dieselbe projective Beziehung zu der geradlinigen Fliiche dritter 
Ordnung und ihrer Abbildung auf der Ebene, ausserdem aber zu fast 
allen durch Kummer bekannten Strahlensystemen zweiter Classe mit 
Brennfliichen**), ihrer eindeutigen Beziehung auf einen Strahlenbiindel 
und ihren wichtigeren Eigenschaften. Auch zu den Brennflichen dieser 
Strahlensysteme, insbesondere zu der Kummer’schen Fiche vierter 
Ordnung mit 16 Doppelpunkten und 16 singuliren Beriihrungsebenen 
gelangen wir so mittelst quadratischer Substitutionen. 

Wir wollen in Kiirze nochmals nachweisen***), dass eine quadra- 
tische Transformation homogener Punktcoordinaten sich geometrisch 


*) In meiner ,,Geometrie der Lage‘‘ 1. Aufl.; vgl. die 3. Aufl. (1892) III, 
8. 140 und 206. ; 
**) Diesen Strahlensystemen ist meine Abhandlung von 1878 in Crelle’s 
Journal Bd. 86, S, 84 gewidmet. 
***) Vegi. Crelle’s Journal Bd, 94, 8, 312. 
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durch die projective Beziehung eines F?-Gebiisches auf den Ebenenraum 
darstellen und ersetzen lisst. Wie zu der Steiner’schen Fliche und der 
cubischen Regelflache durch Transformation der Ebene, so gelangen 
wir sodann zu anderen rationalen Flichen mit Kegelschnittschaaren 
durch Transformation von Flichen zweiter und héherer Ordnung. Alle 
so abgeleiteten Flaichen sind eindeutig auf die Flaichen bezogen, aus 
denen sie transformirt werden, und lassen sich zugleich mit ihnen 
leicht auf der Ebene abbilden. Zu ihnen gehéren als Flachen niedrigster 
Ordnung die allgemeine cubische Fliche, die Fliche vierter Ordnung 
mit einer Doppelcurve zweiter Ordnung und diejenige mit einer Doppel- 
geraden. Die bekannten von Clebsch angegebenen Abbildungen dieser 
drei Flichen auf der Ebene ergeben sich sehr einfach auf dem an- 
gedeuteten Wege. 

Die erwihnten friiheren Untersuchungen stellen wir, soweit sie 
hier in Betracht kommen, mit einigen Zusitzen in § 1 kurz zusammen. 


§ 1. 
Die quadratische Substitution und die projective Beziehung des F°- 
Gebiisches auf den Raum 2,. 


1. Wir transformiren zwei Raume 2, 2, in einander durch die 

quadratische Substitution: 

(a) OWn%=f, Oh=—h, w=, OW=h- 

Hierin bezeichnen /;,, /,, /,, f, quaternire quadratische Formen, deren 

Variable x,, %,, %,, 2, die homogenen Coordinaten eines Punktes P 

von 2 sind; ¥;, Yo, Ys, Y, sind die Coordinaten eines Punktes P, 

von 2,, und g ist ein unbestimmter Factor. Durch die Substitution 

wird jedem Punkte P von & ein bestimmter Punkt P, von 2, als 

entsprechender zugewiesen; dagegen entsprechen einem beliebigen 

Punkte P, = (¥, Yo» Y35 Ys) Von 2, i. A. acht ,,associirte’’ Punkte 

in 2, nimlich die reellen oder imaginiren Schnittpunkte der drei 

Flachen zweiter Ordnung, die bei gegebenen y; durch die Gleichungen: 
Ih=%w, Wh=— wh Wwh= Wh 

dargestellt werden. 

2. Wenn der Punkt P in 2 eine Curve & oder Fliche F' be- 
schreibt, so beschreibt jeder seiner associirten Punkte eine associirte 
Curve k’ resp. Fliche F’; zugleich aber beschreibt sein homologer 
Punkt P, in 2, eine entsprechende Curve k, resp. Fliche F,, die 
i. A. eindeutig auf k resp. F’ bezogen ist. Nur dann entsprechen 
jedem Punkte von k, resp, F', zwei oder mehr Punkte von & resp. F, 
wenn diese Curve oder Fliche von Z sich selbst associirt ist. Jeder 
nicht sich selbst associirten algebraischen Curve von 2 entspricht in 
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2, eine algebraische Curve gleichen Geschlechtes, weil die beiden 
Curven eindeutig auf einander bezogen sind. Ist die eine dieser 
homologen Curven rational, d. h. vom Geschlecht Null, so ist es auch 
die andere. Jeder nicht sich selbst associirten Fliche von X entspricht 
in 2, eine eindeutig auf sie bezogene Fliache; beide Flichen aber sind 
rational, wenn die eine und damit auch die andere eindeutig auf einer 
Ebene abgebildet werden kann. 
3. Durch die Substitution (a) geht die Gleichung: 

AY: + AoYe + As¥3 + Ag, = 0 
einer beliebigen Ebene g, von 2, tiber in die Gleichung: 

Ashi + Aafe + Asfs + Ah, = 0 
einer Fliiche zweiter Ordnung F? von 2, die der Ebene q, entspricht. 
Aendern sich die Ebenencoordinaten 4,;, so beschreibt m, den Ebenen- 
raum 2,; zugleich aber beschreibt die Flache F? im Raume Z ein 
F?-Gebiisch, wenn die vier Fiichen /; 0, wie wir voraussetzen, 
keinem F*-Biindel angehéren. Jeder Ebene g, von 2, entspricht 
also eine Fliiche F? dieses Gebiisches, und umgekehrt, Das Gebiisch 
ist durch die vier Flichen /;= 0 bestimmt und durch die Substitution (a) 
projectiv auf den Kbenenraum 2, bezogen. Wenn der Punkt P auf 
einer seiner Flachen liegt, so liegt der entsprechende Punkt P, auf 
der entsprechenden Ebene von 2,; und umgekehrt. 

4, Den Ebenen eines Punktes P, von 2, entsprechen daher oo? 
Flichen des F?-Gebiisches, die sich i. A. in acht associirten, dem P, 
entsprechenden Punkten P schneiden (1.) und einen F?-Biindel bilden. 
Einem Ebenenbiischel von 2, und seiner Axe g, entsprechen in 2 
ein zu ihm projectiver F?-Biischel und dessen biquadratische Grund- 
curve C?-2, Zwei resp. drei Gruppen associirter Punkte von Y kénnen 
allemal durch eine Raumcurve C?-* resp, Fliche F? des Gebiisches 
verbunden werden; denn die entsprechenden zwei resp. drei Punkte 
von 2, liegen in einer Geraden g, resp. Ebene g,. Durch die pro- 
jective Beziehung des F'?-Gebiisches auf den Raum 2, wird jedem 
Punkte P von Z derselbe Punkt P, in 2, zugewiesen, wie durch die 
quadratische Substitution (a), 

Die vollstindigen Beweise der folgenden Siitze dieses § 1 finden 
sich in den vorhin citirten Druckschriften, 

5. Unendlich kleine homologe Raum- oder Flaichenelemente von 
= und 2, sind collinear, falls das Element von 2 keinen sich selbst 
associirten Punkt enthalt; die quadratische Transformation (a) ist nach 
Herrn Lie’s Bezeichnung eine Beriihrungstransformation. Jeder sich 
selbst associirte Punkt P von 2 ist Doppelpunkt eines Kegels des 
F?-Gebiisches, und umgekehrt. Die Ebene 1,, die in 2, diesem 
Kegel entspricht, beriihrt in dem zu P homologen Punkte P, alle 
g* 
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Flachen von 2,, denen durch P gehende Flachen in & entsprechen. 
Der Ort der sich selbst associirten Punkte ist eine Fliche vierter 
Ordnung K‘, die Jacobi’sche oder Kernfliche des Gebiisches. Dieser 
Fliche K* von Z entspricht in 2, eine Fliche ,* vierter Classe und 
i. A. 16'* Ordnung, und zwar entsprechen deren Beriihrungsebenen 
t, und Punkte P, den Kegeln des Gebiisches und deren Doppelpunkten. 
Aus den vier Gleichungen: 


jen (i = 1, 2,3, 4) 


ay 5 ta, B+ ag SB 4 a 
ergiebt sich die Gleichung von K‘, wenn 4,, A4,, A;, 4,, und die 
Gleichung von ,‘ in Ebenencoordinaten 4;, wenn 2, 2, %3, 2, 
eliminirt werden. Ich nenne 9,‘ die ,,Brennfliche“ des Raumes 2,. 

Einer nicht sich selbst samuel Fliche oder Curve von 2, die 
mit der Kernfliche K* beliebige Punkte gemein hat, entspricht in 2, 
eine Fliche oder Curve, die in den entsprechenden Punkten die Brenn- 
fliche ©,‘ beriihrt. 

6. Kiner beliebigen Geraden 7 von & entspricht in 2, ein zu / 
projectiver Kegelschnitt 1,. Die entsprechende Linie 7, liegt niimlich 
in der Ebene, welche irgend drei ihrer Punkte verbindet, weil dieser 
Ebene eine durch ] gehende Fiche zweiter Ordnung entspricht (3.); 
mit jeder anderen Ebene aber hat J, héchstens zwei Punkte gemein. 
Analytisch beweist man den Satz, indem man 2; = p; + Aq; in (a) 
einsetzt und sodann g und A aus (a) eliminirt. Der Kegelschnitt J, 
beriihrt die Brennfliiche ®,* in vier Punkten, denen die Schnittpunkte 
von / mit der Kernfliche K‘* entsprechen (5.). 

7. Eine Gerade von & heisst ein ,,Hauptstrahl“‘, wenn mehr als eine 
Flache des F?-Gebiisches durch sie geht. Jedem Hauptstrahle s des Ge- 
biisches entspricht demnach in 2, eine Gerade s,; ihm ist in 2 eine 
cubische Raumcurve associirt, die mit s zusammen eine Raumcurve 
C?-2 des Gebiisches bildet (vgl. 4.) und mit s zwei Punkte der Kern- 
fliche gemein hat. Die Gerade s, beriihrt in den entsprechenden beiden 
Punkten die Brennfliiche ©,‘, ist also eine Doppeltangente von ®,'. 
Die Hauptstrahlen von X sind i. A. Triiger von Involutionen associirter 
Punkte; sie schneiden die Flichen des F*-Gebiisches in den Punkte- 
paaren dieser Involutionen. Die beiden Doppelpunkte einer solchen 
Involution sind sich selbst associirt, liegen auf der Kernfliiche K‘ (5.) 
und sind conjugirt beziiglich aller Flachen des Gebiisches. Jede Ver- 
bindungslinie associirter Punkte ist ein Hauptstrahl von 2. 

8, Einer beliebigen Ebene gm von & entspricht in 2, eine Steiner- 
sche Fliche /'* vierter Ordnung dritter Classe; den Schnittpunkten 
von F* mit einer Geraden von 2, entsprechen die vier Schnittpunkte 
von » mit der homologen Raumcurve C?-? des Gebiisches, Die Fliche F'! 
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ist eindeutig so auf der Ebene  abgebildet, dass den Geraden von » 
je ein Kegelschnitt auf F’4 entspricht (6.). Jedem Kegelschnitt in 
entspricht auf F’* eine Curve vierter Ordnung vom Geschlecht Null 
(2.); diese ist eben oder gewunden, jenachdem der Kegelschnitt auf 
einer Fliche des Gebiisches liegt oder nicht. Die ebenen Schnittcurven 
von /’* sind demnach vom Geschlechte Null (oder rational), haben 
also je drei Doppelpunkte. Mit ihren Beriihrungsebenen hat die 
Steiner’sche Fliche je zwei Kegelschnitte gemein, die sich in dem 
Beritihrungspunkte und in drei Doppelpunkten der Fliche schneiden; 
denn die Ebene m hat mit den sie beriihrenden Flichen des F?- 
Gebiisches je zwei Gerade gemein. Jedem Doppelpunkte von F'4 
entsprechen in @ zwei associirte Punkte, und @ enthialt daher (7.) 
drei Hauptstrahlen s von 2, die sich in drei associirten Punkten 
schneiden. Die Steiner’sche Flache enthalt demnach drei Doppelpunkts- 
gerade s,, die durch einen dreifachen Punkt von F'* gehen. 

9. Einen Punkt A von 2, durch welchen alle Flichen des F’?- 
Gebiisches gehen, nenne ich einen ,,Knotenpunkt des Gebiisches und 
der quadratischen Transformation (a). Jede durch ihn gehende Gerade 
s ist ein Hauptstrahl von Z (7.) und zu der entsprechenden Geradeu s, 
von 2, projectiv. Auf s, giebt es demnach einen Punkt A,, dessen 
homologer Punkt auf s mit A zusammenfiallt; und den durch A, gehenden 
Ebenen von 2, entsprechen in Z Flichen des Gebiisches, die in A 
die Gerade s beriihren. Wenn die Gerade s um A sich dreht und 
eine Ebene oder den Strahlenbiindel A beschreibt, so beschreibt A, 
eine Gerade a, resp. Ebene «,. Den Ebenen durch a, entsprechen in 
2S Flichen zweiier Ordnung, die in A von @ beriihrt werden, und 
der Ebene @, entspricht der Punkt A und zugleich ein Kegel A? des 
Gebiisches mit dem Doppelpunkte A. Auf den Biindel A ist die 
Ebene «, collinear bezogen; jeder Fliiche von 2, die im Punkte A 
irgend eine Ebene » beriihrt, entspricht in 2, eine Flache, die mit 
«, die entsprechende Gerade a, gemein hat. 

Die Strahlen des Kegels A® tangiren in A die Kernfliche K', 
und A ist ein conischer Knotenpunkt von K*. Die Ebene a, aber 
ist eine singuliire Beriihrungsebene der Brennfliche ,‘; sie beriihrt 
©,‘ lings des Kegelschnittes, der in a, jenem Tangentialkegel ent- 
spricht. Die Ordnung von 9,‘ wird durch die singulire Ebene «, um 
zwei Kinheiten erniedrigt und ist i. A. vierzehn. 

10. Auch den durch den Knotenpunkt A gehenden Hauptstrahlen 
von » entsprechen in 2, Doppeltangenten von 9,‘ (vgl. 7.). Die 
Congruenz dieser Doppeltangenten ist von der zweiten Classe; sie hat 
,‘ zur Brennfliche und a, zur singuliren Ebene, sie ist eindeutig 
auf den Strahlenbiindel A bezogen, und ihr Schnitt mit @, ist za dem 
Biindel collinear (9.). Wenn die Transformation noch r — 1 andere 
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Knotenpunkte hat, so ist die Congruenz von der Ordnung 8 — r, und 
ihre Brennfliche ©,‘ von der Ordnung 16 — 2r. 

Einer Ebene m des Knotenpunktes A entspricht in 2, eine gerad- 
linige Flaiche F* dritter Ordnung. Diese ist eindeutig auf m abgebildet 
und kann zusammen mit @, als eine Steiner’sche Flaiche aufgefasst 
werden (8.); ihre geraden Erzeugenden s, entsprechen den Geraden s 
in m durch A. KEiner beliebigen Geraden 1 von  entspricht auf F° 
ein Kegelschnitt 7, (6.); wenn aber / durch A geht, so zerfallt 2, in 
eine Erzeugende s, und eine dem Punkte A von g entsprechende 
Gerade a, von a, (9.). Die Erzeugenden s, liegen paarweise mit a, 
in Ebenen, welche die Fliche F* doppelt beriihren; sie schneiden 
sich auf einer Doppelpunktsgeraden von F’*, der in ein i. A. nicht 
durch A gehender Hauptstrahl von  entspricht. Die ebenen Schnitte 
von F'* sind vom Geschlecht Null (vgl. 8.). 

11. Hat das F?-Gebiisch zwei Knotenpunkte A, B, so entspricht 
den Punkten der Geraden AB ein gewisser Punkt C, in 2,, und den 
Ebenen durch C, entsprechen in 2 Flachen des Gebiisches, die durch 
AB gehen. Die Punkte der Geraden AB sind demnach mit einander 
und sich selbst associirt, liegen also auf der Kernfliche K* (5.) und 
sind Doppelpunkte von Kegeln des Gebiisches. Diesen Kegeln aber 
entsprechen in 2, Ebenen, welche die Brennfliche ,‘ in C, beriihren 
(5.), und C, ist demnach ein Knotenpunkt von 9,'. 

Kiner beliebig durch AB gelegten Ebene m von 2 entspricht in 
2, eine eindeutig auf @ bezogene Regelfliche zweiter Ordnung F’*. 
Die beiden Regelschaaren von F? entsprechen den Strahlenbiischeln 
A und B von @ und sind zu ibnen projectiv; sie bestehen aus Doppel- 
tangenten der Brennfliche ,‘ (10.).  Einer beliebigen Geraden / von 
g entspricht auf F? ein durch C, gehender Kegelschnitt; der Geraden 
AB und zugileich den Punkten A, B entsprechen zwei durch C, 
gehende Gerade a,, b, auf F?. Die durch A und B gehenden Kegel- 
schnitte in g entsprechen den ebenen Schnitten der Fliche F?, weil 
sie auf je einer Fliiche des Gebiisches liegen. Ueberhaupt entspricht 
jedem durch A und B gelegten Kegelschnitte von XY ein zu ihm pro- 
jectiver Kegelschnitt in %,, der viermal die Brennfliche ,‘ beriihrt. 
Die Flichen F’* und ®,‘ beriihren eimander lings einer biquadratischen 
Raumcurve. 


a) 
Ss < 
Homologe Curven und Flachen der Raiume Z und 2). 
12. Kiner Fliche n' Ordnung F," von &, entspricht in 2 eine 
Fliche 2n'* Ordnung F?"; man erhilt deren Gleichung, wenn man 
in der von /'" die Punktcoordinaten y; durch die quadratischen 
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Functionen f; ersetzt (vgl. 1.). Jeder Knotenpunkt A der Transfor- 
mation ist ein m-facher Punkt von F?"; ihm und seinem Tangential- 
kegel n't Ordnung entspricht die Schnittlinie von F,* mit seiner 
homologen Ebene a, (9.). Die Fliche F2" ist sich selbst associirt 
und kann in associirte Flichen zerfallen (vgl. 2.). 

Kiner Curve m'* Ordnung C,” von 2, entspricht in Z eine Curve 
4m‘ Ordnung C*™; diese hat niimlich mit einer Ebene m von 2 
ebenso viele Punkte gemein, wie C,™ mit der entsprechenden Steiner- 
schen Fliche vierter Ordnung von ,, also 4m Punkte. Jeder Knoten- 
punkt A der Transformation ist ein m-facher Punkt von C4”; er 
entspricht den m Schnittpunkten von C,” mit seiner homologen Ebene 
a, Die Curve C4™ ist sich selbst associirt und kann in associirte 
Curven zerfallen. 

13. Eimer nicht sich selbst associirten Fliche n'* Ordnung F” 
von & entspricht in 2, eine eindeutig auf sie bezogene Fliche F,‘*, 
die i. A. von der 4n'e* Ordnung ist. Diese entsprechende Fiche hat 
nimlich mit einer Geraden g, von 2, ebenso viele Punkte gemein, 
wie F" mit der entsprechenden Raumcurve C®-? von 2, also 4n 
Punkte. Da der F,*" eine Flaiche 8n'* Ordnung in 2 entspricht 
(12.), so ist der F'™ i. A. eine Fliiche 7n'e Ordnung associirt. Diese 
schneidet die F”" in einer Curve von der Ordnung 7; die Schnitt- 
curve aber zerfallt in die Durchdringungscurve von F" mit K‘, deren 
Punkte sich selbst associirt sind (5.), und in eine Curve von der 
Ordnung (7m — 4), deren Punkte paarweise mit einander associirt 
sind. Dieser letzteren Curve entspricht eine Doppelpunktscurve der 
Fliche F'‘*, und zwar eine Curve von derselben Ordnung (7m — 4) n 
(vgl. 14.). Die Flache F,** hat i. A. auch dreifache Punkte, durch 
welche die Doppeleurve je dreimal geht, z. B. einen fiir m = 1 (vgl. 8.). 

14. Wenn die Fliche F'” von X durch r Knotenpunkte A, B,... 
der Transformation geht, so entspricht ihr in 2, ausser den r homo- 
logen Ebenen «,, B,,... (9.) eine Fliche (4m — r)' Ordnung F,‘"-". 
Ihr ist deshalb in 2 eine Fliche (7m — 2r)* Ordnung associirt, die 
A,B,... m (4n—yr—1)-fachen Punkten hat (12.). Auch die 
Schnittlinie von /F" mit der associirten Fliche hat A, B,... zu 
(4m — r — 1)-fachen Punkten. Sie ist von der Ordnung (7” — 2r) n 
und zerfallt in die Schnittcurve 4n' Ordnung von FF” mit K‘4, die 
A, B,... mm aweifachen Punkten hat, und in eine Curve von der 
Ordnung (7n — 2r — 4) n, die A, B,... zu (4n — r —3)-fachen 
Punkten hat, und deren Punkte paarweise associirt sind. Die letztere 
Curve hat mit einer beliebigen Fliiche des F?-Gebiisches ausser 
den ry Knotenpunkten A, B,... nur: 

(7m — 2r — 4) 2n — (4n —r — 3) r = (Tn — 4) 2n — (8n —r—83)r 
Punkte gemein, die paarweise associirt sind. Ihr entspricht auf 
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der Fliche F,‘"-" eine Doppelpunktscurve, die mit einer beliebigen 
Ebene von 2;: 


(7m — 4) n—5 (8n—r—8)r 


Punkte gemein hat, also von dieser Ordnung ist. 

Hat die Fliche F einen Knotenpunkt des Gebiisches zum k- 
fachen Punkte und r — k& andere Knotenpunkte zu einfachen Punkten, 
so entspricht ihr in 2, eine Flaiche (4m — r)'** Ordnung mit einer 
Doppeleurve von der Ordnung: 


(7n — 4)n —5(8n—r—3) r+ 5(k—1)k, 


wie analog sich ergiebt. 

15. EKiner nicht sich selbst associirten Curve m'** Ordnung C™ 
von 2 entspricht i. A. eine eindeutig auf sie bezogene Curve 2m!" Ord- 
nung C,?" in 2, und ibr ist daher i. A. eine C™ in & associirt (12.). 
Ihre homologe Curve C,?” hat naimlich mit einer Ebene von 2, ebenso 
viele Punkte gemein, wie C™ mit der entsprechenden Fliche F? des 
Gebiisches, also 2m Punkte. Die Curve C,?™ beriihrt die Brennfliche 
®,* in 4m Punkten, denen die Schnittpunkte von C” mit K* ent- 
sprechen (5.). 

Wenn aber die Curve C™ von X durch r Knotenpunkte des Ge- 
biisches je einmal oder durch einen Knotenpunkt r-mal geht, so ent- 
spricht ihr in 2, eine Curve (2m — r)' Ordnung C,2"-", und ihr 
ist in XY eine Curve (7m — 4r)'*" Ordnung associirt, wie analog sich 
ergiebt. Die Curve C,2”-" beriihrt die Brennfliiche ,4 in 4m — 2r 
Punkten, denen die von den Knotenpunkten verschiedenen Schnitt- 
punkte von C™ mit K‘ entsprechen. 

16. Die Schnittlinie einer Fliche £" von X mit der Kernfliche 
K* ist von der 4n'" Ordnung; ihr entspricht also i. A. eine Curve 
8n'* Ordnung in 2,. Langs dieser Curve ist der Brennfliche ,' die 
Fliche F'‘" von 2, eingeschrieben, die der F entspricht (5.). Wenn 
aber die Fliche F" durch yr Knotenpunkte A, B, ... des Gebiisches 
geht und einer F’,*"— entspricht (14.), so geht ihre Schnittlinie mit 
K* je zweimal durch A, B,..., und die entsprechende Beriihrungs- 
curve von F',*"-" und ®,¢ ist von der Ordnung 8n — 2r. 

17. Von besonderem Interesse sind die Curven niedriger Ordnung, 
die in den Riumen 2, 2, eindeutig einander entsprechen. Wir wissen 
bereits (6., 8.), dass i. A. den Geraden von 2 Kegelschnitte in 2, 
entsprechen, und den Kegelschnitten von rationale Curven vierter 
Ordnung. Den Kegelschnitten von 2, die durch zwei Knotenpunkte 
gehen, entsprechen in 2, Kegelschnitte (11.). Wenn ein Kegelschnitt 
durch drei Knotenpunkte geht, so entspricht ihm in 2, eine Gerade; 
enthalt er nur einen Knotenpunkt, so entspricht ihm (15.) eine rationale 
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Curve dritter Ordnung in 2, und zwar eine ebene oder gewundene, 
je nachdem er auf einer J’? des Gebiisches liegt oder nicht. 

Hiner cubischen Raumcurve von 2, die durch 5, 4, 3 oder 2 
Knotenpunkte geht, entspricht in 2, eine Gerade, ein Kegelschnitt, 
eine rationale Curve dritter resp. eine solche vierter Ordnung (15.). 
Wenn eine rationale biquadratische Raumcurve ‘in 2 durch 6, 5 oder 4 
Knotenpunkte geht, so entspricht ihr in 2, ein Kegelschnitt, eine 
rationale Curve dritter resp. eine solche vierter Ordnung (15.); geht 
sie durch 5 oder 4 Knotenpunkte und hat sie einen von ihnen zum 
Doppelpunkt, so entspricht ihr in 2, ein Kegelschnitt bezw. eine 
rationale Curve dritter Ordnung. Diese homologen Curven der beiden 
Riume sind projectiv auf einander bezogen. Ist die Curve in 2, ein 
Kegelschnitt, so beriihrt dieser die Brennfliiche ,‘ viermal (15.). 

Mehr als sechs Knotenpunkte, und zwar unendlich viele, hat das 
F?-Gebiisch nur dann, wenn seine Flichen eine Gerade oder einen 
Kegelschnitt mit einander gemein haben. 


§ 3. 
Rationale Flachen dritter bis achter Ordnung mit Kegelschnittschaaren 
und ebenen Schnittcurven vom Geschlecht eins*). 


18. Kiner Regelfliiche zweiter Ordnung F? von 2, die durch 
ry = 0,1, 2,3,4,5 Knotenpunkte A, B, ... des F*-Gebiisches geht, 
entspricht in 2, eine rationale Fliiche (8 —r)' Ordnung FS”. Diese 
ist eindeutig auf F’? bezogen und der Brennfliche ®,* langs einer Curve 
(16—2r)" Ordnung eingeschrieben (16-). Ihre ebenen Schnitte sind 
i. A, vom Geschlecht eins, wie die ihnen entsprechenden biquadratischen 
Raumcurven erster Art, in denen F? von den Fliichen des Gebiisches 
geschnitten wird (vgl. 2.). Diese ebenen Schnitteurven (8—~r)'*" Ord- 
nung haben demnach je: 


: (I—r) (6—r) — 1 = 20 — : (13—r)r 
Doppelpunkte. Die Doppeleurve der Fliche F,8-" ist also von der 
Ordnung 20 — : (13 —r)r; ihr entspricht auf F? eine sich selbst 


associirte Curve (20 —4r)'" Ordnung, die A, B,... zu (5 — r)-fachen 
Punkten hat (14.). 

*) Zu diesen Fliichen und ihrer Abbildung auf einer Ebene und einer Fliiche 
zweiter Ordnung gelangte Herr del Pezzo schon 1887 (in den Rendic. del Circolo 
mat. di Palermo-I, p. 241—271), indem er Fliichen achter Ordnung im Raume 
von 8 Dimensionen aus 5 Centreu auf unseren dreidimensionalen Raum projicirte. 
Er bestimmte ihre Geraden und Doppeleurven und wies zwei Kegelschnittschaaren 
auf ihnen nach. Herrn Noether verdanke ich diese Litteraturangabe. 
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Die Fliche F,*~ ist i. A. von der 12 Classe. Durch eine 
Gerade g, nimlich gehen i. A. zwélf Beriihrungsebenen der Fiche, 
weil in der entsprechenden Raumcurve C?*? des Gebiisches i. A. zwilf 
Flichen zweiter Ordnung sich schneiden, welche die Regelfliche F? 
beriihren. Ausser der Doppelcurve kann F’,5~* noch vereinzelte Doppel- 
punkte haben, und diese erniedrigen die Classe der Fliche um je zwei 
Einheiten, 

19. Den beiden Geraden a, a von F?, die in einem Knotenpunkte 
A sich schneiden, entsprechen auf J',°-" zwei windschiefe Gerade 
a,,@,; diese aber treffen eine dritte Gerade a,” von F’,8-", welche 
dem Punkte A von F? und seiner Berihrungsebene entspricht (9.). 
Mit je drei Geraden b,, b,’, b,”, die ebenso einem anderen Knotenpunkte 
B aut F? zugehéren, bilden jene drei ein windschiefes Sechsseit 
a,a, a, b,b,"b, auf F8-", dem auf F? das Vierseit aa’ bb’ mit den 
gegeniiberliegenden Eckpunkten A, B entspricht. Einem Kegelschnitte 
auf F? durch drei Knotenpunkte A, B,C entspricht (17.) auf F,8-7 
eine Gerade d,”’, wihrend den Punkten A, B,C je drei Gerade auf 
F8-" zugehéren. Jede dieser zehn Geraden der Fliche F’,8-" schneidet 
drei andere, und die tibrigen sechs bilden ein windschiefes Sechsseit, 
wie aus ihrer Abbildung auf F? sofort einleuchtet. So schneidet a,” 
die Geraden a,, a,', ad”, und b,b,"b,'c,¢,"e,/ bilden ein Sechsseit; 
b, schneidet b,”, a,’, ¢,’, und a,b,'c,¢,"d,""a," bilden ein Sechsseit; 
d,”” schneidet a,”, b,” und ¢,”, wihrend a,b,’c,a,'b,c,’ ein Sechsseit 
bilden. 

Geht die Regelfliche JY’? durch vier Knotenpunkte A, B, C, D der 
Transformation, so enthilt die Fliche F’,8-" sechzehn Gerade, die wir 
bezeichnen mit 


G,@, 4, a,", 6,b,°b,"b,"", c,¢,¢,"¢,", a,d,d,"d,”. 
Die Geraden a,”’, b,”, ¢,", d,’” entsprechen den Kegelschnitten von F?, 
die in den resp. Ebenen BCD, CDA, DAB, ABC liegen; von den 
iibrigen zwolf gehdren je drei zu den Knotenpunkten A, B, C, D. Jede 
der 16 Geraden schneidet, wie aus ihrer Abbildyng auf F? sich ergiebt, 
fiinf und nur fiinf andere, zu einander windschiefe; z. B. 


a, schneidet a," a,""b,'¢,)d,; a, schneidet a,"a,""b,¢,d,; 
a,” schneidet a,a,'b,""e,""d,""; a," schneidet a,a,'b,"¢,"d,”. 
20. Die Flaiche FS” enthailt 3r + 5 7(r—1) (r—2) Gerade g,, 


von denen r den Knotenpunkten auf F? entsprechen, 27 andere den 
2r Geraden von f’,*, die sich paarweise in den r+ Knotenpunkten 


schneiden, und die iibrigen ;r(r—1) (r—2) den Kegelschnitten auf 


F*, die durch je drei der Knotenpunkte gehen (17., 19.). Ist r = 5, 
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so enthilt F,8-" noch zwei weitere Gerade g,; diese entsprechen den 
cubischen Raumeurven, die auf F? durch die 5 Knotenpunkte gehen. 

Die Ebenen der Geraden g, beriihren die Fliche F,'-" doppelt. 
Ihnen entsprechen namlich Flichen des F?-Gebiisches, welche die 
Regelfliche J? entweder doppelt beriihren oder sie je in einer bi- 
quadratischen Raumcurve schneiden, die zweimal durch einen Knoten- 
punkt geht. Jede Ebene durch zwei der Geraden g, beriihrt die Fliche 
F,& dreimal, 

21. Die Fliche F,8-" enthilt: 


2+ 57(r—1) + a r(r—1) (r—2) (r—3) 


Kegelschnittschaaren, von denen je ein Kegelschnitt durch einen be- 
liebigen Punkt der Fliche geht. Zwei dieser Schaaren werden auf der 


Regelfliche F'? dargestellt durch die beiden Schaaren von Geraden, 
1 


=r(r — 1) andere durch die Schaaren von Kegelschnitten, welche je 
zwei der ry Knotenpunkte enthalten; die ubrigen ar(r— 1) (r —2)(r—3) 
Schaaren entsprechen den Schaaren cubischer Raumcurven auf F”, 
welche durch je vier Knotenpunkte gehen und je eine der beiden 
Geradenschaaren zu Sehnen haben. Ist r = 5, so kommen noch finf 
Kegelschnittschaaren auf J,“ hinzu; ihnen entsprechen auf F” 
Schaaren biquadratischer Raumcurven, die alle fiinf Knotenpunkte und 
zwar je einen doppelt enthalten. 

Die Ebenen der oo! Kegelschnitte auf F’,5-" beriihren die Flache 
doppelt; denn die entsprechenden Fliichen des Gebiisches beriihren die 
Regelfliche F? theils doppelt theils in einem Knotenpunkte. Zwei 
Kegelschnitte von einer und derselben Schaar treffen sich i. A. nicht, 
haben also mit der Schnittlinie ihrer Ebenen zwei verschiedene Punkte- 
paare gemein. Wenn aber diese Ebenen und damit die beiden Kegel- 
schnitte einander unendlich nahe riicken, so fallen auch die beiden 
Punktepaare zusammen, und die Schnittlinie der beiden Ebenen geht 
liber in eine Doppeltangente von /'°-". Die Ebenen jeder Kegel- 
schnittschaar von F’,8-” umhiillen demnach eine abwickelbare Fliche, 
die eine Schaar von Doppeltangenten der Fliche 7',*-” enthalt und ihr 
umschrieben ist. 

22. Von jeder Kegelschnittschaar auf /',°-” zerfallen r Kegel- 
schnitte in je zwei der Geraden g, (20., 21.); ihre tibrigen Kegelschnitte 
sind zu den entsprechenden Linien auf F? projectiv. Zwei Kegel- 
schnitte verschiedener Schaaren treffen sich, wie aus ihrer Abbildung 
auf F? einleuchtet, einmal, wenn 7 < 4, ein- oder zweimal, wenn 
ry = 4 oder 5 ist. Jede Schaar schneidet im Falle r < 4 die Curven 
und die Halfte der Geraden g, einer beliebigen anderen Schaar in 
projectiven Punktreihen; denn das Gleiche gilt von der entsprechenden 
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Schaar und den entsprechenden Linien auf F?. Die Kegelschnitte 
einer jeden Schaar liegen folglich in den Ebenen eines Ebenenbiischels 
(6—r)'* Ordnung, welcher erzeugt wird durch r Gerade g, und 3—r 
Kegelschnitte, die projectiv sind. 

Im Falle r = 4 enthilt F,8-" zehn Kegelschnittschaaren (21.), die 
paarweise conjugirt sind (Clebsch); und zwar schneiden die Curven 
einer beliebigen Schaar jeden Kegelschnitt der conjugirten Schaar in 
Punktepaaren einer Involution, die Kegelschnitte und Geraden g, der 
iibrigen Schaaren aber in projectiven Punktreihen, wie die Abbildung 
auf F? lehrt. Die fiinf paar conjugirten Schaaren der Flache vierter 
Ordnung f’,* liegen folglich in den Ebenen von fiinf Biischeln zweiter 
Ordnung, und diese umbhiillen die finf von Kummer*) entdeckten 
Kegel zweiter Ordnung, deren Strahlen die Flaiche doppelt bertihren 
(21.). Fiir r = 5 erhalten wir die allgemeine cubische Fliche F’,? mit 
27 Kegelschnittschaaren, deren Ebenen durch je eine der 27 Geraden 


g, der Flache gehen. Wir schliessen den Fall r = 5 von jetzt an 
vorlaiufig aus. 

23. Die Fliiche F,3-* enthalt r + 57(r—1) (r—2) Netze von je 
oo? cubischen Raumcurven, und zwar entsprechen r dieser Netze den 
Kegelschnitten auf /’*, die durch je einen der x Knotenpunkte gehen, 
und die tibrigen den cubischen Raumcurven durch je drei Knotenpunkte, 
die je eine Geradenschaar von F’? zu Sehnen haben (17.). Dazu kommen 
fiir r= 4 noch vier Netze cubischer Raumcurven auf F8-"; diesen 
entsprechen auf F’? biquadratische Raumcurven, die alle vier Knoten- 
punkte und zwar je einen doppelt enthalten, Durch zwei beliebige 
Punkte der Flaiche geht von jedem der Netze eine Curve. Zwei Curven 
desselben Netzes treffen sich einmal, Curven verschiedener Netze treffen 
sich theils zwei- theils dreimal. 


Die Fliche F,8— enthalt 1 + r(r —1) + 4 r(r—1)(r —2) Systeme 
von je oo’ rationalen biquadratischen Raumcurven. Diesen Raumcurven 
entsprechen auf FF? theils die Kegelschnitte (17.), theils cubische 
Raumeurven durch je zwei der r Knotenpunkte, theils biquadratische 
Raumcurven durch je drei Knotenpunkte, die je einen von diesen zum 
Doppelpunkt haben. Dazu kommen fiir r—4 noch 15 Systeme 
rationaler biquadratischer Raumcurven; ibnen entsprechen auf F? 
rationale Raumcurven vierter, fiinfter und sechster Ordnung, die durch 
alle vier Knotenpunkte gehen und zwar durch resp. 0, 2, 4 Knoten- 
punkte zweimal. 

24. Die Regelfliche F* trifft unendlich viele Flichen des F'*- 


*) Monatsbericht der Berliner Akad. vom 16, Juli 1863 und Crelle’s Journal 
Bd. 64) 8, 66—76. 
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Gebiisches in je zwei Kegelschnitten und beriihrt sie zweimal in deren 
Schnittpunkten; die Fliche F,’-" aber beriihrt die entsprechenden 
Ebenen des Raumes Z doppelt und schneidet sie in je zwei rationalen 
Curven. Nun enthi!t aber ein /?-Biindel des Gebiisches i. A. zehn 
Fliichen, die mit der Regelfliiche je zwei Kegelschnitte gemein haben; 
denn er liegt mit ihr in einem F'?-Gebiisch, dieses enthilt i, A. zehn 
Ebenenpaare*), und in deren Ebenen liegen die zehn Kegelschnittpaare. 
Durch einen beliebigen Punkt von 2 gehen demnach i. A. zehn von 
jenen, die Flache F,*-" doppelt beriihrenden Ebenen. Diese Ebenen 
schneiden die Fliche, falls r =O oder 1 ist, in je zwei rationalen 
Curven vierter bezw. vierter und dritter Ordnung. Ihr Biischel 10'* 
Ordnung zerfalit, wenn 7 = 2 ist, in zwei Biischel 6' und 4'" Ord- 
nung, deren Ebenen die Fliche in je zwei Curven dritter bezw. ‘einer 
Curve zweiter und einer vierter Ordnung schneiden. Wenn r > 2 ist, 
so zerfallt der Biischel zehnter Ordnung in mebrere der friiher (20., 22.) 
besprochenen Biischel doppelt beriihrender Ebenen. 

25. Zu einer Abbildung der Fliche F,8-" auf einer Ebene 4 
gelangen wir, indem wir die Regelfliiche F’? aus einem in ihr gelegenen 
Punkte S auf die Ebene projiciren. Die ebenen Schnitte von F',°-" 
werden dann in y dargestellt durch die Projectionen der biquadratischen 
Raumcurven, in denen F? von den Fliicken des Gebiisches geschnitten 
wird (vgl. 18.). Diese Raumeurven gehen durch die r Knotenpunkte 
des Gebiisches auf F? und schneiden die beiden durch S gehenden 
Geraden von F? zweimal; ihre Projectionen in 9 gehen deshalb durch 
die Spuren der beiden Geraden je zweimal und durch die Projectionen 
der r Knotenpunkte je einmal. Die ebenen Schnitte von F,8-" werden 
also in der Ebene 9 abgebildet durch Curven vierter Ordnung, welche 
2 Doppelpunkte und r einfache Punkte gemein haben. 

26. Die Abbildung von F’,°-" auf der Ebene » wird, falls r > 0 
ist, noch einfacher, wenn das Projectionscentrum S in einem der 
y Knotenpunkte angenommen wird. Die ebenen Schnitte der Fliiche 
werden dann in 9 dargestellt durch cubische Curven mit r + 1 gemein- 
samen Punkten; und zwar sind r — 1 dieser ,,Hauptpunkte“ die Pro- 
jectionen der tibrigen r — 1 Knotenpunkte, und zwei sind die Spuren 
der beiden durch S gehenden Geraden von F*. Die Geraden g, von 
F8-" werden (nach 20.) in q dargestellt durch die ry + 1 Hauptpunkte, 
ihre Verbindungslinien und die Kegelschnitte, die von ihnen je fiinf 
enthalten. Die Kegelschnittschaaren auf F\8-" werden in 9 abgebildet 
durch die r+ 1 Strahlenbiischel der Hauptpunkte und durch die 
Kegelschnittbiischel, die durch je vier Hauptpunkte gehen (21.); hierzu 
kommen fiir r — 5 noch sechs Biischel von cubischen Curven, die alle 


*) Vgl. Crelle’s Journal Bd, 82, 8. 76. 
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sechs Hauptpunkte und zwar einen doppelt enthalten (21.). Den Punkten 
der Doppeleurve von F,'-" entsprechen in 9 Punktepaare einer Curve 
(15—3r)' Ordnung, welche die r + 1 Hauptpunkte zu (5 —r)-fachen 
Punkten hat (14., 18.). 

27. In den Fallen r = 5 und r = 4 stimmt diese Abbildung mit 
den bekannten Abbiildungen iiberein, die Cle bsch*) von der allgemeinen 
cubischen Fliiche F,* und von der biquadratischen Fliche F’,* mit einer 
Doppeleurve zweiter Ordnung zuerst angegeben hat. Die reichhaltige 
Litteratur tiber die Fliche F’,‘ findet man in zwei Abhandlungen der 
Herren Segre**) und Berzolari***) zusammengestellt. Die Fliche 
F,° hat Caporalit) mittelst der obigen Abbildung eingehend unter- 
sucht, nachdem Clebsch7}) zuerst auf sie hingewiesen und Herr 
R. Sturm77}7) ibre wichtigeren Eigenschaften ohne Abbildung be- 
griindet hatte. In einer anderen Abhandlung gelangt Caporali *}) 
u. a. auch zu der Fliche F,°, von dem System der Bildcurven ihrer 
ebenen Schnitte ausgehend. Zu der eindeutigen Abbildung der cubischen 
Fliche F,° auf einer Regelfliche zweiter Ordnung gelangte Herr Cre- 
mona**}) schon 1871 mittelst einer rationalen Raumtransformation 
zweiten Grades. 

28. Von den rationalen Flachen (8—r)** Ordnung 12'* Classe 
F,3- stellen wir einige bemerkenswerthe Higenschaften aus den Nrn 
18., 20., 22., 23 iibersichtlich zusammen. 


Es ergeben sich fiir roa) 1 2 3 4 5 
die rationalen Flichen: f° f° F° F,° FF F,. 
Ordnung ihrer Doppelcurven: 20 14 9 5 2 0; 
Anzahl ihrer Geraden: 0 3 6 10 16 = 27; 
»,  ibrer Kegelschnittschaaren: 2 2 3 5 10 27; 


Ordnung von deren Ebenenbiischeln: 6 5 4 3 2 As 
Zahl ihrer Netze cub. Raumeurven: 0 1 2 5 16 72. 


Die ebenen Schnitte aller dieser Flaichen sind vom Geschlecht eins. 


29. Von den zahlreichen Specialfillen der Fliche F,8-" heben 
wir folgende hervor: Wenn die Regelfliche F? durch i = 3, 4, 5, 6 
associirte Punkte geht, so hat die Fliche F’,8-" einen i-fachen Punkt, 


und dieser ist ein 5 ¢(¢—1)-facher Punkt ihrer Doppelcurve. Liegen auf 


*) Crelle’s Journal Bd, 65 und 69. 
**) Diese Annalen Bd. 24 (1884). 
***) Annali di Matem., Ser. II, t. 13 (1885). 
+) Annali di Matem., Ser. II, t. 7. 
++) Diese Annalen Bd. 3, S. 75. 
tit) Diese Annalen Bd. 4, 8S. 278, 
*+) Collectanea mathematica, 1881, S. 169. 
**+) Annali di Matem., Ser. II, t.5, p. 147. 
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F? Hauptstrahlen von 2, die durch keinen Knotenpunkt gehen, so 
enthalt F',8-" ebenso viele Doppelpunktsgerade; diese entsprechen den 
Hauptstrahlen (vgl. 8.), und auf jede von ihnen reducirt sich ein Kegel- 
schnitt der Fliche (6., 21.); die Doppeleurve dieser speciellen F','-~ 
zerfallt. Verbindet eine Gerade von F’? zwei der r Knotenpunkte, so 
entspricht ihr auf F’,8-" ein ausgezeichneter Doppelpunkt; durch diesen 
gehen die Kegelschnitte von mindestens einer Schaar der Fiche. 

Liegen auf F? in den Fillen y = 4 oder 5 zwei windschiefe Ver- 
bindungslinien a, b von Knotenpunkten, so hat die entsprechende 
Fliche F,‘ resp. F,? zwei Doppelpunkte A,, B,. Den mit a und b 
incidenten Geraden von F? entsprechen auf F,‘ resp. F',> Kegelschnitte, 
die durch A, und B, gehen (11.); vier dieser Kegelschnitte aber zer- 
fallen in je zwei durch resp, A, und B, gehende Gerade, und wenn 
y = 5 ist, so zerfallt ein fiinfter in A,B, und eine andere Gerade. 

30. Wenn die Regelfliche F'? in einen Kegel zweiter Ordnung 
iibergeht, so fallen gewisse Gerade und Kegelschnittschaaren von F',8-” 
paarweise zusammen, und dem Doppelpunkte des Kegels entspricht 
auf F’,8-" ein Doppelpunkt, der auf den Kegelschnitten von mindestens 
einer Schaar, aber i. A, nicht auf der Doppelcurve der Fliche liegt. 
Hat der Kegel einen der r Knotenpunkte, des /'*-Gebiisches, die auf 
ihm liegen, zum Doppelpunkte, so entspricht ihm in 2, eine gerad- 
linige Flaiche (7— 1)" Ordnung, deren ebene Schnitte vom Geschlecht 
Null sind; z. B. fiir r==-3 eine biquadratische Regelfliiche mit cubischer 
Doppeleurve und eimer Kegelschnittschaar. 

Beiliufig sei noch erwihnt, dass mindestens 27 Gerade g, und 
zwei Kegelschnittschaaren auf F’,5-” imaginir werden, wenn F? in 
ein zweitheiliges Hyperboloid, ein elliptisches Paraboloid oder Ellipsoid 
iibergeht (vgl. 20., 21.). 


§ 4. 
Rationale Flichen vierter bis achter Ordnung mit je einer Kegelschnitt- 
schaar und ebenen Schnittcurven vom Geschlecht zwei. 


31. Nachdem schon Herr Noether*) gewisse rationale Flichen 
fiinfter und sechster Ordnung auf solche dritter Ordnung zuriickgefiihrt 
hatte, leitete Herr Cremona**) aus den cubischen Flichen andere 
rationale Flaichen vierter bis achter Ordnung ab, darunter solche mit 
Kegelschnittschaaren. Die von den beiden Autoren benutzten Raum- 
transformationen sind aber rational (d. h. eindeutig umkehrbar) und 
vom dritten Grade. Wir wollen durch quadratische, nicht eindeutig 


*) Diese Annalen Bd. 3, S. 568 und 573. 
**) Diese Annalen Bd. 4, S, 213—230. 














128 Ta. Reyer. 


umkehrbare Transformationen eine specielle cubische Flache F° in 
rationale Flichen héherer Ordnung mit je einer Kegelschnittschaar 
umwandeln. Zuniichst aber stellen wir die in Betracht kommenden 
Eigenschaften der Fliche F° in Kiirze zusammen. 

Wenn eine cubische Fliche F* einen Doppelpunkt A hat, so 
fallen bekanntlich zwélf ihrer 27 Geraden paarweise mit sechs durch 
A gehenden reellen oder imaginiren Geraden zusammen, und F’* ent- 
halt nur noch 15 andere Gerade. Jene 6 Geraden liegen auf dem 
Tangentialkegel von A, der von der zweiten Ordnung ist und die erste 
Polare von A nach F’ darstellt. Ihre 15 Verbindungsebenen schneiden 
F* noch in je einer der iibrigen 15 Geraden. 

32. Hat die cubische Fliche F* zwei Doppelpunkte A, B, so 
enthilt sie die Gerade AB und hat mit deren Ebenen noch je einen 
durch A und B gehenden Kegelschnitt gemein (vgl. 29.). Der Kegel- 
schnitt zerfillit in AB und eine andere Gerade s, wenn seine Ebene 
die Fliche in einem Punkte C von AB beriihrt. Die Ebene hat aber 
dann mit F* zwei in AB zusammenfallende Gerade gemein und be- 
riihrt F* in allen Punkten von AB. Auch die Tangentialkegel der 
Doppelpunkte A, B enthalten diese beiden zusammenfallenden Geraden 
(31.); sie beriihren sich und die cubische Flache lings AB und haben 
mit #’* nur noch je vier andere Gerade a resp. b gemein. 

33. Die vier Geraden a durch A schneiden je eine der vier Ge- 
raden b durch B und bilden mit ihnen vier Kegelschnitte der Schaar 
(32., 29.); die vier Schnittpunkte ab liegen auf dem Kegelschnitt, den 
die Tangentialkegel von A und B ausser ihrem Beriihrungsstrahle mit 
einander gemein haben, und welcher die cubische Fliche in einem 
Punkte von AB beriihrt. 

Die Verbindungsebene von zwei der vier Geraden a schneidet die 
Fliche F#’* noch in einer Geraden k, und diese trifft die Gerade s 
(vgl. 32.) und die beiden zu den 2@ windschiefen Geraden 6. Auf F* 
liegen demnach sechs Gerade k, die mit s, mit je 2a und je 2b in- 
cident sind und paarweise mit s in drei Ebenen liegen. Damit sind 
alle 27 Geraden der cubischen Fliiche nachgewiesen, denn mit AB 
fallen vier, mit den 4a@ und 46 aber je zwei von ihnen zusammen. 
Eine Ebene hat mit F* nur dann einen Kegelschnitt gemein, wenn 
sie durch eine der 16 Geraden AB, s, 4a, 4b und 6% geht. 

34. Fiinf Kegelschnitte der cubischen Fliche verbinden einen 
beliebigen Punkt P von F’* mit dem Doppelpunkte A; einer von ihnen 
geht zugleich durch B, die Ebenen der vier iibrigen 7? gehen durch 
je eine der vier Geraden a. Verbindet man vier Punkte P der Fliche 
mit einem ihrer Kegelschnitte durch eine Fliche zweiter Ordnung, so 
hat diese mit F* noch eine die 4P enthaltende biquadratische Raum- 
curve erster Art gemein. Mit den Kegelschnitten von 2°, deren Ebenen 
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durch eine bestimmte von den 16 Geraden gehen, kann diese Raum- 
curve durch Flichen zweiter Ordnung verbunden werden. 

Die Flaiche F’* enthilt sechs Netze von je oo? cubischen Raum- 
curven, die durch beide Doppelpunkte gehen; sie schneidet die oo? 
Fliichen zweiter Ordnung, welche je eine der sechs Geraden k mit s 
und AB verbinden, in den Curven dieser paarweise conjugirten Netze. 
Zwei Raumeurven aus conjugirten Netzen liegen allemal auf einer 
Fliche zweiter Ordnung. Zwei beliebige Punkte der Fliche kénnen 
mit A und B durch sechs cubische Raumcurven m verbunden werden, 
die je einem dieser Netze angehéren. Jede dieser sechs Curven m 
trifft eine der 6 Geraden k zweimal, die mit dieser incidente gar nicht, 
die tibrigen 4k aber und die Gerade s einmal; sie trifft nur die zwei 
Geraden a und die 2b, welche jene erste k nicht schneiden, in je 
einem von A und B verschiedenen Punkte. 

35. Wir wihlen nun die beiden Doppelpunkte A, B und r =0, 1, 
2, 3, 4 beliebige einfache Punkte P der cubischen Fliche F* zu Knoten- 
punkten des F'?-Gebiisches in 2. Dann entspricht (11.) jedem durch 
A und B gehenden Kegelschnitt von F* ein zu ihm projectiver Kegel- 
schnitt in 2,; der Fliche F'° aber entspricht in 2, eine eindeutig auf 
sie bezogene rationale Fliche F’,8-”, die eine Schaar von Kegelschnitten 
enthilt. Die Fliche F,3-" ist von der (8—1)'" Ordnung und i, A. von 
der 24s'en Classe; denn eine beliebige Gerade von 2, trifft sie in 8—r 
Punkten, und durch die Gerade gehen an sie i. A. 24 Beriihrungsebenen, 
weil F’? mit der entsprechenden biquadratischen Raumcurve C?* des 
Gebiisches ausser den Doppelpunkten A, B und den r Punkten P noch 
8—r Punkte yemein hat, und weil durch C?*? i. A. 24 Flichen des F’- 
Gebiisches gehen, welche F’* beriihren. Die Schnittcurven von [5 
mit beliebigen Ebenen sind vom Geschlecht zwei wie die entsprechen- 
den Raumcurven sechster Ordnung, in denen F* von den Flichen des 
Gebiisches geschnitten wird, und die aus dem Doppelpunkt A durch 
biquadratische Kegel mit dem Doppelstrahl AB und 4+-r einfachen 
gemeinsamen Strahlen a und AP projicirt werden. Die ebenen Schnitt- 
curven von F’,'-7 haben demnach je 


a 1 
5 (1—r) (6—r) —2 = 19 — 5 (18—r)r 


Doppelpunkte, und die Doppeleurve von F,,'-" ist von der Ordnung 
19 — ; (13— yr). Ihr entspricht, beiliiufig bemerkt, auf F’* eine sich 
selbst associirte Curve (28 —2r)'*" Ordnung, welche A und B zu 
(9— 2r)-fachen und die r Knotenpunkte P zu (5—r)-fachen Punkten hat. 
36. Die Fliche F,8-" enthilt 8+ 2r Gerade g,, die paarweise 
sich schneiden. Acht dieser Geraden, 4a, und 40,, entsprechen den 
acht Geraden 4a und 4b auf F%, die paarweise mit AB in vier Ebenen 
Mathematische Annalen, XLVIII. 9 
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liegen und durch resp. A und B gehen (33., 10.); die 2r iibrigen ent- 
sprechen den yr Knotenpunkten P und den r Kegelschnitten auf F°, 
die je einen der Punkte P mit A und B verbinden (9., 17.). Die 
Kegelschnittschaar auf F,5-" enthilt demnach 4-+ 7 Kegelschnitte, 
die in je zwei der 8 + 2r Geraden g, zerfallen. Die Ebenen der Ge- 
raden g, sowohl wie die der Kegelschnittschaar beriihren die Fliche 
F,3-" doppelt (vgl. 20., 21.). Die 8 + 2r Geraden treffen, wie hieraus 
folgt, die Doppeleurve von F’,8-” je (5—r) mal; die Kegelschnitte der 
Schaar treffen die Doppeleurve je (10—2r) mal. Die Ebenen der 
Schaar umbiillen eine abwickelbare Flache, die eine Schaar von Doppel- 
tangenten der f’,5-" enthalt (21.). Der Geraden s entspricht ein Kegel- 
schnitt der Schaar, der Geraden AB entspricht (11.) ein Punkt C, 
dieses Kegelschnitts auf F,*-". 

Bei besonderen Lagen der Knotenpunkte P kann die Fliche F,'-* 
mehr als 8+ 2r Gerade enthalten. Wenn niamlich eine der 6 Ge- 
raden k auf F* durch einen Knotenpunkt P geht, so entspricht ihr 
eine Gerade auf F’,5-"; dasselbe gilt von einem Kegelschnitt der F’, 
welcher durch A oder B und zwei Knotenpunkte P oder durch drei P 
geht. Bei passender Annahme der r Punkte P kann die Fliche F,'-" 
bis zu 8+4,r einfache Gerade enthalten, von denen aber nur 8+ 2r 
der Kegelschnittschaar angehéren. Wir sehen von diesen besonderen 
Fallen der Fliache hier ab. 

37. Ausser der Kegelschnittschaar enthalt die Fliche F’,8-” noch 
2+" einzelne Kegelschnitte k,,1,, m,,”,,p,. Und zwar entsprechen 
auf der cubischen Fliche F’: 

1) den 8 Kegelschnitten k, von F,5-* die 6 Geraden k und die 
beiden Doppelpunkte A, B oder vielmehr deren Tangential- 
kegel zweiter Ordnung (9.); 


2) den 8r Kegelschnitten 1, die Kegelschnitte 1, die zu achten 
je einen Punkt P mit A oder B verbinden (34.) ; 


3) den gi Kegelschnitten m, die cubischen Raumcurven m 


durch A, B und je zwei Punkte P (34.) und die ebenen 
Curven dritter Ordnung durch A oder B und je 2P; 

4) den 8 re e—*) Kegelschnitten », die biquadratischen 
Raumcurven durch A, B und je 3P, die A oder B zum 
Doppelpunkt haben; 


5) den 8 re—*) € —*) fr = Kegelschnitten p, die Raumcurven 


fiinfter Ordnung durch A, B und 4P, die entweder A oder 
B zam dreifachen Punkte oder A und B zu Doppelpunkten 
haben. 
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Quadratische Transformationen und rationale Flichen. 
Da r < 4 ist, so wird 


ltrt re) 7 ere | r(r— pes o—s) = (1-1) = 2", 





und 25+ ist die Anzahl der vereinzelten Kegelschnitte auf F,3—’. 

Diese 2°+" Kegelschnitte werden durch die Kegelschnittschaar der 
Fliche F’,8-" projectiv so auf einander bezogen, dass sie ihre Schnitt- 
punkte entsprechend gemein haben; denn ihre homologen Geraden, 
Tangentialkegel und.Curven auf F* sind zu ihnen projectiv und werden 
durch den Ebenenbiischel A B und die entsprechende Kegelschnittschaar 
der cubischen Fliche auf einander projectiv bezogen. Jeder der 23+” 
Kegelschnitte trifft also alle Kegelschnitte der Schaar und insbesondere 
(36.) die Hilfte der 8 + 2r Geraden von F,8-". 

38. Aus der Abbildung der 2%+” Kegelschnitte k,, 1,, m,, ™, p, 
von F’,5-" auf der cubischen Fliche F* ergiebt sich u. a. Folgendes 
(vgl. 33., 34.). Jeder der 8 Kegelschnitte k, wird gar nicht getroffen 


von 6 der iibrigen k,, von 4r der Kegelschnitte 7, und von + 9(r—1) 
der m,; er wird einmal getroffen von einem der iibrigen k,, von 4r 
der 1,, von 3r(r—1) der m,, von =7(r—1) (r—2) der m, und, wenn 
y= 4 ist, von einem der p,; zweimal von 57(r—1) der m,, von 
=r (r —-1) (r—2) der n, und, wenn r—4, von sechs der p,; er trifft, 
wenn r = 4 ist, dreimal einen der Kegelschnitte p, . 

39. Beliebige drei der 25+” projectiven Kegelschnitte von F,8-" 
erzeugen durch ihre homologen Punkte die Ebenen der Kegelschnitt- 
schaar dieser Fiche (37.). Die drei Kegelschnitte aber lassen sich so 
auswahlen, dass sie zu zweien r-+ 1 Punkte entsprechend gemein 
haben. Man wihle zwei sich treffende k, und fiige fiir r= 0, 1 oder 2 
einen Kegelschnitt k,, 1, resp. m, hinzu, der einen der beiden k, gar 
nicht, einmal resp. zweimal trifft; fiir » = 3 oder 4 aber wihle man 
einen Kegelschnitt k,, einen ihn zweimal treffenden m, und einen ihn 
zwei- resp. dreimal treffenden m, resp. p, . 

Die Ebenen der Kegelschnittschaar auf F,5-” bilden demnach 
einen rationalen Ebenenbiischel (5—~,r)'** Ordnung; dieser wird erzeugt 
durch drei projective Kegelschnitte, die zu zweien r + 1 Punkte ent- 
sprechend gemein haben*). 


*) Drei projective rationale Curven von den Ordnungen 1, p, q erzeugen i. A. 
einen rationalen Ebenenbiischel (n-+-p-+q)** Ordnung. Denn die homogenen 
Coordinaten ihrer homologen Punkte lassen sich durch ganze Functionen n', 
p<" resp. qt" Grades eines Parameters 4 darstellen, die Gleichung der Verbindungs- 
ebene homologer Punkte wird also fiir 1 vom Grade n-+p-+q, und hieraus 
folgt der Satz. Wenn aber drei homologe Curvenpunkte in einer Geraden w 


g* 
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40. Die Flaiche F,8-" enthilt 2+ Schaaren cubischer und 25+” 
Netze rationaler biquadratischer Raumeurven. Den Netzen biquadra- 
tischer Raumcurven entsprechen auf F* die sechs Netze cubischer 
Raumeurven durch A und B (34.), zwei Netze ebener cubischer Curven 
durch A oder B, 8r Netze biquadratischer Raumeurven durch A, B 
und je einen der r Knotenpunkte P mit einem Doppelpunkt in A oder 


B, 8 Netze von Raumcurven 5'* Ordnung durch A, B und je 


2P, die entweder A oder B zum dreifachen Punkte oder A und B zu 
Doppelpunkten haben; u. s. w. Den cubischen Raumcurven der 2°*7 
Schaaren entsprechen auf F* die Kegelschnitte durch A oder B, deren 
Ebenen durch je eine der 8 Geraden a, b gehen, die cubischen Raum- 
curven durch A, B und je einen Knotenpunkt P, die ebenen Curven 
3 Ordnung durch A oder B und je einen P, die biquadratischen 
Raumeurven durch A, B und je 2P mit einem Doppelpunkt in A 
oder B; u. s. w. Den Kegelschnittschaaren auf F’*, deren Ebenen 
durch je eine der sechs Geraden k gehen, entsprechen 6 Schaaren 
rationaler biquadratischer Raumcurven, ihren durch je einen Punkt P 
gehenden Kegelschnitten entsprechen 67 cubische Raumeurven auf F,8~’. 
Alle diese cubischen und biquadratischen Raumcurven der Fliiche F’,3-” 
werden durch deren Kegelschnittschaar projectiv auf einander bezogen 
(vgl. 37.); jede von ihnen trifft die Kegelschnitte der Schaar und 
4-+-r Gerade der Flache einmal. 


41. Wird die cubische Fliche F° aus ihrem Doppelpunkte A auf 
eine Ebene 7 projicirt, so wird zugleich mit ihr die Fliche F,5-" 
eindeutig auf 7 abgebildet. Den ebenen Schnittcurven von F’,'-" ent- 
sprechen in y biquadratische Curven vom Geschlecht zwei, die einen 
Punkt B’ zum Doppelpunkt haben und noch durch 4+ 7 andere 
Punkte P’ gehen. Vier dieser ,,Hauptpunkte“ P’ sind (35.) die 
Spuren der 4 Geraden a, die r iibrigen aber und B sind die Pro- 
jectionen der r Punkte P und des Doppelpunktes B. Die Kegelschnitte 
der Schaar auf F’,5-" werden in 7 dargestellt durch die Geraden des 
Hauptpunktes B’, die 4-+-r7 Geradenpaare aber durch je einen der 
4-+-r Hauptpunkte P’ und seine Verbindungslinie mit B’, Den 25+" 
einzelnen Kegelschnitten auf F’,5-" entsprechen in der Punkt B’, 
die Verbindungslinien der x Punkte P’, die Kegelschnitte durch B’ 
und je 4P’, die Curven dritter Ordnung durch je 6P’ mit einem 


liegen, und insbesondere wenn zwei der Curven einen Punkt entsprechend gemein 
haben, so zerfallt der Ebenenbiischel in einen Biischel u erster und einen Biischel 
(n-+-p-+q—1)'* Ordnung, und nur der letztere gilt als das Erzeugniss der pro- 
jectiven Curven. In dem vorliegenden Fall vermindert sich die Ordnung 2 + 2+ 2 
des erzeugten Ebenenbiischels um 3 + 7 Einheiten, 
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Doppelpunkt in B’ und im Falle r= 4 die Curve vierter Ordnung 
durch alle 8 P’ mit einem dreifachen Punkte in B’ (vgl. 37.). 

Fiir die Flachen vierter und fiinfter Ordnung F,‘ und F,5 wurde 
diese bezw. die reciproke Abbildung schon von Clebsch*) entdeckt und 
zu ihrer eingehenden Untersuchung benutzt, Auf F,‘ ist Herr Sturm**), 
und auf J’,5 sind die Herren Noether, Cremona und Sturm ***) 
gelegentlich zuriickgekommen. Auch Caporali+) erwihnt die Flichen 
F,‘ und F,,°, sowie F,°. Alle Flichen dieses und des folgenden Para- 
graphen sind implicite unter den von Castelnuovoyt) untersuchten 
Flichen m'* Ordnung enthalten, welche das ,,Flichengeschlecht“ Null 
und ebene hyperelliptische Schnittcurven vom Geschlecht 2 > 1 haben. 
Herr Castelnuovo beweist u. a., dass diese Flichen m'e Ordnung 
alle rational sind und je eine Kegelschnittschaar enthalten, von welcher 
i, A. 40+ 4— m Kegelschnitte in Gerade zerfallen. Er fasst sie 
auf als Projectionen von Flichen in Raiumen von mehr als drei 
Dimensionen. 

42. Wir erhalten (nach Nr. 35., 36., 37., 39.) 
wenn gesetzt wird: r= 0 1 2 3 4, 
die rationalen Flichen (8—r)" Ordnung: F,S F,’ F,° F, F,! 
mit Doppelcurven von der resp. Ordnung: 19 13 8 4 A 
Anzahl ibrer einfachen Geraden: sw BM WM; 
Anzahl ihrer einzelnen Kegelschnitte: 8 16 32 64 128; 
Ordnung des EbenenbiischelsihrerK-Schaar: 5 4 3 2 1. 


In F,8-" bezeichnet der untere Index 2 das Geschlecht der ebenen 
Schnittcurven, der obere 8 — ry die Ordnung der Fliche. 

43. Wenn die cubische Fliiche F* durch ¢ associirte Punkte geht, 
so hat die Fliche F’,5-" einen i-fachen Punkt, und dieser ist ein 
i(t— 
von J’? zwei Knotenpunkte P, so entspricht ihr auf F',8-" ein drei- 
facher Punkt, durch welchen die Kegelschnittschaar der Fliche geht; 
enthalt sie associirte Punkte, so entspricht ihr eine Doppelgerade auf 
F,8-r, Kinem von A und B verschiedenen Doppelpunkte von F* ent- 
spricht auf F’,8-" ein Doppelpunkt, der i. A. nicht auf der Doppelcurve 
liegt. Ist F*® eine cubische Regelfliiche und AB ihre Doppelgerade, 


) facher Punkt ihrer Doppelcurve. Enthilt eine der 6 Geraden k 


*) Diese Annalen Bd. 1, 8. 264 und Bd.3, 8.71—75; Abhandlungen der 
Gott. Soc. 1870, Bd. 15. 
**) Diese Annalen Bd. 4, S. 263. 
***) Noether ebenda Bd, 3, 8. 199—203 und 568; Cremona ebenda Bd. 4, 
S.115 und 118; R. Sturm ebenda Bd. 4, 8. 275—278. 
+) Collectanea matem., 1881, S. 169. 
++) Rendic. di Palermo IV, p.73—88. Diese und die vorhergehende Litteratur- 
angabe verdanke ich Herrn Noether, 
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so entspricht ihrer Geradenschaar die Schaar von Kegelschnitten auf 
F,3-", der Geraden AB aber entspricht ein dreifacher Punkt dieser 
Fliche, in welchem alle Kegelschnitte der Schaar sich treffen. 

44. In einem beachtenswerthen Specialfalle hat die Fliche F,8-" 
eine (6—1)-fache Gerade d, und eine Schaar von Kegelschnitten, deren 
Ebenen durch d, gehen. Sie entspricht einer cubischen Fliche F%, 
die eine (durch A, B und die r Punkte P gehende) biquadratische 
Raumeurve d des F'?-Gebiisches enthilt. Den Punkten der Geraden 
d, entsprechen je 6 — r associirte Punkte der Raumcurve d, und den 
Ebenen von d, entsprechen Flaichen zweiter Ordnung, die mit F’* je 
einen durch A und B gehenden Kegelschnitt gemein haben. Die 
Gerade d, trifft die 8 + 2r einfachen Geraden und die 2°+” einzelnen 
Kegelschnitte der Flache F’,5-” je einmal, die Kegelschnitte der Schaar 
aber je zweimal. Die Doppelcurve der Fliche zerfallt in die (6—r)- 
fache Gerade d, und 4 — r Doppelgerade*), welche d, schneiden, und 
denen je ein sich selbst associirter Kegelschnitt auf F’* entspricht. 

45. Eine specielle Fliche fiinfter Ordnung F,,> ergiebt sich, wenn 
fiir r = 3 die drei Knotenpunkte P auf einem Kegelschnitte h von F* 
liegen, dessen Ebene durch die mit AB incidente Gerade s geht 
(vgl. 32.). Dem Kegelschnitt h entspricht nimlich auf F,° eine zu 
ihm projective Gerade h,; diese aber trifft die Kegelschnitte der Schaar 
auf F,° in je einem Punktepaare einer Involution, weil h die Ebenen 
der Geraden AB und die entsprechenden Kegelschnitte auf F* in 
Punktepaaren einer Involution schneidet. Auf dieser speciellen Fliche 
F,® liegen also die Kegelschnitte der Schaar in den Ebenen der aus- 
gezeichneten Geraden h,, und zwar paarweise; ihre Ebenen beriihren 
die Fliche in je vier Punkten von h,. Die Gerade h, schneidet die 
iibrigen 14 Geraden g, der Fliche, denn in diese 14g, zerfallen je 7 
Kegelschnitte der Schaar. 

46. Das F?-Gebiisch besteht, wenn r= 4 ist, aus den durch 
A, B und die 4 Punkte P gehenden Flachen zweiter Ordnung; es 
enthilt also auch die Flichen 2. O., welche die 4P mit einem durch 
A und B gehenden Kegelschnitt der cubischen Fliiche F° verbinden. 
Diese Flichen aber haben mit F° eine biquadratische Raumcurve des 
Gebiisches gemein (34.); der Raumcurve aber entspricht auf der bi- 
quadratischen Fliche F,! eine Doppelgerade d,, durch welche alle 
Ebenen der Kegelschnittschaar gehen (44.). 

Die Fliche vierter Ordnung F’,‘ hat auf ihrer Doppelgeraden d, 
zwei dreifache Punkte K,, in denen alle Kegelschnitte ihrer Schaar 
sich treffen, falls zwei der sechs Geraden k von F* durch je zwei 
der 4 Punkte P gehen (43.). Diese specielle F’,* enthalt nur 14 einfache 


*) Diese Bemerkung verdanke ich Herrn Noether. 
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Gerade; denn sie wird lings der Geraden d, von zwei Ebenen beriihrt 
(vgl. 32.), und zwei Kegelschnitte ihrer Schaar bestehen aus d, und je 
einer mit d, incidenten Geraden. Sechs andere Kegelschnitte zerfallen 
in die 12 tibrigen Geraden g, von F’,', die zu sechsen durch die beiden 
dreifachen Punkte K, gehen. Von den acht Hauptpunkten P’ der 
Bildebene 7’ liegen in diesem Specialfalle sieben auf zwei Geraden Xk’, 
den Projectionen der beiden Geraden k, die je 2P enthalten (vgl. 41.), 
und diese 2k’ entsprechen den dreifachen Punkten K,. Durch jeden 
der beiden Punkte K, gehen 15 Kegelschnitte von F,‘, die nicht der 
Schaar angehéren; ihre Ebenen verbinden je zwei der sechs Geraden g, 
des Punktes. Ausser diesen 30 enthilt die Fliche noch 40 einzelne 
Kegelschnitte, die paarweise in 20 dreifach beriihrenden Ebenen liegen, 
sowie 20 paarweise conjugirte Schaaren cubischer Raumcurven durch 
beide Punkte K,, wie aus der Abbildung auf 7 leicht sich ergiebt. 
Die Ebenen der 12 Geraden g, schneiden die Flache F’,‘ in 12 Schaaren 
von Curven dritter Ordnung, die je einen der Punkte K, zum Doppel- 
punkte haben. 


§ 5. 
Rationale Flachen fiinfter und hoherer Ordnung mit je einer Kegel- 
schnittschaar und ebenen Schnittcurven vom Geschlecht 3, 4,...,n. 


47. Bevor wir noch andere Reihen rationaler Flichen ableiten, 
besprechen wir kurz die quadratischen Transformationen, welche eine 
gerade Basis- oder Knotenlinie 6 haben*). Durch diese Gerade b 
gehen alle Flichen des F'?-Gebiisches in 2, jeder Punkt von 6 ist ein 
Knotenpunkt der Transformation, und die mit b incidenten Geraden s 
sind Hauptstrahlen von und zu den entsprechenden Geraden s, von 
2, projective(9.). Den Ebenen von 2 entsprechen (10.) i. A. cubische 
Regelfliichen in 2,. Die biquadratischen Raumcurven des Gebiisches 
zerfallen in die Knotenlinie 6 und je eine cubische Raumecurve, die 
b zur Sehne hat; diese Raumcurve kann ihrerseits zerfallen in eine 
Gerade s und einen mit s associirten Kegelschnitt, welche b treffen. 
Einem beliebigen Punkte von 2 sind ausser den Punkten von 0b nur 
drei andere Punkte associirt; das Gebiisch enthilt alle Flichen zweiter 
Ordnung, welche die vier associirten Punkte mit b verbinden, unter 
ihnen aber vier Ebenenpaare. 

48. Jeder Ebene » durch 6 ist demnach eine Ebene gq’ associirt, 
die mit @ eine Fliche des Gebiisches bildet. Dem Ebenenpaare pq’ 
entspricht im Raume 2, eine Ebene g,, die zu @ collinear ist; denn 
den Geraden s in g, die durch irgend einen Punkt Q gehen, entsprechen 
in , die Geraden s, des homologen Punktes Q, (47.). Ein beliebiger zu 6 


*) Vgl. R. Krause, tiber ein specielles Gebiisch von Flichen 2.0., Inaug.- 
Diss., Strassburg 1879; Reye, Geom. d, Lage, 3. Aufl., III, S. 168. 
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windschiefer Hauptstrahl von 2 schneidet die Flichen F'? und Ebenen- 
paare mq’ des Gebiisches in Punktepaaren einer Involution (7.). Folglich 
beschreibt die Ebene gq’, wenn g um 0 sich dreht, einen cubischen 
Ebenenbiischel, der zu dem Biischel } projectiv ist, und dessen Axen 
die zu 6 windschiefen Hauptstrahlen sind. Zugleich beschreibt die 
Schnittlinie der associirten Ebenen , g’ die Kernfliche K* des Ge- 
biisches, die entsprechende Ebene g, aber beschreibt einen rationalen 
biquadratischen Ebenenbiischel. Die zu 6 windschiefen Geraden / von 
= schneiden den Biischel b in projectiven Punktreihen; die ihnen ent- 
sprechenden Kegelschnitte 1, von 2, werden folglich durch den bi- 
quadratischen Biischel der Ebenen g, projectiv auf einander bezogen. 
Dieser Biischel wird erzeugt durch drei projective Kegelschnitte J,, die 
zu zweien zwei Punkte entsprechend gemein haben. 

49. Hat das F?-Gebiisch ausser den Punkten von b noch einen 
Knotenpunkt P, so ist die Ebene bP allen Ebenen einer Geraden g 
von 2 associirt, und ihren durch P gehenden Geraden entspricht in 
2, je ein Punkt einer Geraden q, (vgl.11.). Der cubische Biischel 
der Ebenen gq’ zerfallt dann in den Biischel g erster und einen Biischel 
zweiter Ordnung mit dem Mittelpunkt P; der biquadratische Biischel 
der Ebenen g, aber besteht aus dem Biischel g, erster und einem 
Biischel dritter Ordnung. Die Geraden des Punktes P in 2 werden 
durch den Ebenenbiischel 6, die ihnen entsprechenden Geraden von 2, 
werden durch den cubischen Biischel der Ebenen g, projectiv auf 
einander bezogen. 


Kommt zu P noch ein Knotenpunkt Q, so ist einer beliebigen 
Ebene @ der Knotenlinie b eine Ebene g’ der Geraden PQ associirt. 
Die entsprechende Ebene g, von 2, aber geht durch den Punkt, 
welcher der Geraden PQ entspricht (11.); sie beschreibt, wenn m um b 
sich dreht, einen Ebenenbiischel zweiter Ordnung. 

Hat das F’?-Gebiisch ausser den Punkten von b noch drei Knoten- 
punkte P, Q, R, so ist deren Ebene gq’ allen Ebenen der Knoten- 
linie } associirt. Den Kegelschnitten in gy’ durch P, Q und R, welche 
b treffen, entspricht in 2, je ein Punkt einer Geraden b,, den Ebenen 
g der Knotenlinie b aber entsprechen in 2, die Ebenen g, dieser Ge- 
raden b, in projectiver Weise. Die quadratische Transformation ist in 
diesem Falle eindeutig umkehrbar, weil einem beliebigen Punkte von 
= oder 2, nur ein Punkt in 2, resp. 2 entspricht. Sie wird dar- 
gestellt durch: 


OY; = Ly 2yy OYo = XyXy, OY3 = 2, (%3—%), OY, = 2,(Z,—-%), 


und zwar sind 


(%—=2,=%4,=0), (*,.—2,—2,=—0) und (17,—2,—2,, 4,=() 








af 
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die drei Knotenpunkte und (%,—2,=0), (y,;=y,—=0) die Geraden 

b, b,. Die Umkehrung dieser Substitution ist vom dritten Grade, 

namlich: 

TH, = Yi (YoYs — Yai)> THp = Yo(Y2Ys — Yai)» FYs = NY2(Ys—%)s 
TY, = 11 Y2(Yi—Yo)- 

Diese Formeln hat schon Cayley angegeben*). 

50. Die quadratischen Transformationen mit gerader Knotenlinie 
b nun wenden wir an auf die biquadratische Fliche F’,‘, indem wir } 
mit deren Doppelgeraden zusammenfallen lassen und noch r=0,1,2,3 
Knotenpunkte P auf F’,‘ annehmen. Die Fliche F,‘ wird durch sie 
in eine rationale Flache F’,8-" verwandelt so, dass jedem Kegelschnitt 
ihrer Schaar ein zu ihm collinearer Kegelschnitt auf F,’-* entspricht 
(48.). Die Ebenen der Kegelschnitte auf F,8-" bilden einen rationalen 
Ebenenbiischel (4 —r)'*" Ordnung (48., 49.). Die Pliche F,°-’ ist von 
der (8—~y)' Ordnung; sie hat nimlich 8 — r Punkte mit einer Ge- 
raden von 2, gemein, weil /’, mit der entsprechenden cubischen 
Raumeurve von 2 (vgl. 47.) ausser zwei Doppelpunkten auf b und den 
y Punkten P nur 12 — 4—r—8 —~yr Punkte gemein hat. 

51. Die ebenen Schnittlinien der Flichen F,8-" sind i. A. vom 
Geschlecht drei. Ihnen entsprechen nimlich die Schnittlinien von F,‘ 
mit den Flaichen des F'?-Gebiisches, also Raumcurven sechster Ord- 
nung, abgesehen von der Doppelgeraden b; diese Raumcurven aber 
haben je eine Schaar von viermal sie treffenden Geraden, werden also 
aus ihren Punkten durch Kegel fiinfter Ordnung vom Geschlechte drei 
projicirt, die je eine dreifache Gerade haben, Die Doppelcurve von 


F,8-" ist von der Ordnung 18 — i r(13—r). Sie reducirt sich im 


Falle y = 3 auf eine dreifache Gerade b,, durch welche die Ebenen 
der Kegelschnittschaar von fF’, gehen (49.). Zugleich mit JF,‘ wird 
die Fliche F,-" auf der Ebene y/ abgebildet (vgl. 41.); ihren ebenen 
Schnitten entsprechen in 9 Curven fiinfter Ordnung, die einen drei- 
fachen Punkt B’ und 8+ r einfache Punkte P’ gemein haben.**) 
52. Die Fliche F’,*-* enthalt 16-+ 2r einfache Gerade, in welche 
8+ r Kegelschnitte der Schaar zerfallen. Von diesen Geraden ent- 
sprechen 16 den einfachen Geraden von F’,‘, und die 2r tibrigen den 
ry Punkten P und den r Kegelschnitten von F,‘ durch je einen Punkt 
P. Vereinzelte Kegelschnitte giebt es i, A. nicht auf F,*-", wohl 
aber 27+" cubische Raumcurven, die jeden Kegelschnitt der Schaar 


*) Proceedings of the London Math. Society, vol 8, p.171. Vgl. Cremona 
in den Annali di Matem., Serie II, t. 5, p. 148, 

**) Eine der Flachen F,°-", nimlich F,° mit einer Doppelcurve 7. O., erwahnt 
Caporali mit dieser ihrer Abbildung in Collectanea mat. p. 170. 
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und 8-++yr einfache Gerade der Fliche treffen und durch die Schaar 
projectiv auf einander bezogen werden. Von diesen cubischen Raum- 
curven werden 2’ = 128 auf F’,‘ dargestellt durch die 128 einzelnen 
Kegelschnitte (42.), welche 6 treffen; andere 128r durch cubische 
Raumeurven, die je einen der x Punkte P enthalten und b zweimal 


treffen (vgl. 40.); noch 128 re) andere durch biquadratische Raum- 


curven, die je 2P enthalten und 6b dreimal treffen; endlich, wenn 
ry = 3 ist, die tibrigen 128 durch Raumcurven fiinfter Ordnung, die 
alle 3P enthalten und b viermal treffen. Auf F,8—" liegen 27+” Schaaren 
rationaler biquadratischer Raumcurven und 2*+” Netze von rationalen 
Raumceurven fiinfter Ordnung, wie gleichfalls aus der Abbildung auf 
F,* sich ergiebt, und auch diese Raumcurven werden durch die Kegel- 
schnittschaar projectiv auf einander bezogen. 

53. Die Fliiche fiinfter Ordnung f° insbesondere enthiilt eine 
dreifache Gerade b,, eine K.-Schaar, deren Ebenen durch 0b, gehen, 
und 22 mit b, incidente einfache Gerade, die paarweise eilf Kegel- 
schnitte der Schaar bilden. Auf ihr liegen 2° <= 1024 cubische Raum- 
eurven, welche jeden Kegelschnitt der Schaar und je 11 der 22 Ge- 
raden einmal, die Gerade b, aber zweimal treffen; ferner 2'° Schaaren 
biquadratischer Raumcurven und 2'° Netze von Raumcurven finfter 
Ordnung, die jeden Kegelschnitt der Schaar und je 11 der 22 Geraden 
einmal und die Gerade b, drei- resp. viermal treffen. Die Fliche F’,' 
ist i. A. von der 36° Classe, und ebenso F,8-" (vgl. 35.). 

54. Die Flichen F’,‘ und F’,° sind besondere Fille der rationalen 
Fliche (n + 2) Ordnung Fy** mit einer n-fachen Geraden b und 
einer Kegelschnittschaar, deren Ebenen durch 6 gehen, und welche 
3n-+ 2 paar einfache Gerade enthalt. Auf diese Fliiche wenden wir 
jetzt eine quadratische Transformation an, welche b zur Knotenlinie 
und r = 0, 1, 2,3 Punkie P der Fliche zu Knotenpunkten hat. Dann 
verwandelt sich F,'** in eine rationale Fliche Fy{~’, die mit einer 
beliebigen Geraden » + 6 — yr Punkte gemein hat. Denn der Geraden 
entspricht (47.) eine cubische Raumcurve, die mit F2** ausser den 
y Punkten P und zwei n-fachen Punkten auf } nur 

3(n+2) —r—2n—n+6—r 
Punkte gemein hat. Die ebenen Schnitte von F7{ sind i. A. vom 
Geschlecht »-+ 1. Ihnen entsprechen niamlich die Schnittlinien von 
F;** mit den Flichen des F”-Gebiisches, also Raumeurven (n + 4)" 
Ordnung, da von der n-fachen Geraden b abzusehen ist; jede dieser 
Raumecurven aber hat eine Schaar von (n-+ 2)-mal sie schneidenden 
Geraden, wird also aus ihren Punkten durch Kegel (n+-3)'* Ordnung 
projicirt, die je eine (n-+-1)-fache Gerade enthalten, und ist wie diese 
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Kegel vom Geschlecht » + 1. Die Fliche Fyf?~" enthilt eine Kegel- 
schnittschaar mit 3n + 2-+ 7 paar Geraden (vgl. 52.); die Ebenen der 
Schaar bilden einen rationalen Biischel (4— 1)" Ordnung (48., 49.). 
Die Fliche Fy) insbesondere hat eine (n+-1)-fache Gerade b,, eine 
K.-Schaar, deren Ebenen durch 6, gehen, und in der Schaar 3(m+ 1)+-2 
paar Gerade. 

Jede der Flichen F,’, | al Fv, ... lasst sich 
also durch quadratische Transformation aus der vorhergehenden ab- 
leiten, und sie alle sind rational*). Ausser ihnen aber erhalten wir fiir 


ry =0,1,2 die rationalen Flichen el die keine n-fache Gerade, 


sondern eine Doppelcurve von der Ordnung 5(n-+4—r) (n+-3—r)—n 
haben. 

55. Noch andere rationale Fliichen mit je einer Kegelschnittschaar 
ergeben sich durch quadratische Transformation von Flichen n'* Ord- 
nung mit zwei (»—1)-fachen Punkten. Von der hierher gehérigen 
speciellen Fliche F’,‘ vierter Ordnung (46.) wihlen wir die beiden 
dreifachen Punkte K,, die wir jetzt mit A und B bezeichnen, und 
s = 0, 1, 2, 3, 4 einfache Punkte P zu Knotenpunkten der Transforma- 
tion. Dann geht J,‘ iiber in eine rationale Fiche F’,!°-* von der 
Ordnung 16 — 2.3—s=10 —s (vgl. 50.), die eine K.-Schaar und 
darin 6+ s paar Gerade enthilt. Jedem Kegelschnitte der Schaar 
entspricht auf J,‘ ein durch A und B gehender Kegelschnitt, den 
6 + s paar Geraden aber entsprechen auf F,‘ die 6 paar Geraden durch 
A und B (46.) und die s Punkte P nebst den Kegelschnitten, die 
sie mit A und B verbinden, Die ebenen Schnitte von F’,'* sind i, A. 
vom Geschlecht drei; denn ihnen entsprechen die Schnittcurven 8'* 
Ordnung von F,‘ mit den Flichen des F'?-Gebiisches, diese Curven 
aber gehen je dreimal durch A und B, und werden aus A durch 
Kegel fiinfter Ordnung projicirt, welche AB zur dreifachen Geraden 
haben, also vom Geschlecht drei sind, Die Flaiche F,'°-* hat demnach 
(vgl. 35.) eine Doppellinie von der Ordnung: 


+ (9—s) (8—s) — 3 = 33 — 5 (17—s)s. 


56. Der Doppelgeraden AB von F,' entspricht ein ausgezeich- 
neter Doppelpunkt C, der Fliche F’,!°-*; den cubischen Tangentialkegeln 
ihrer dreifachen Punkte A, B entsprechen auf F’,!°—* zwei ebene Curven 
dritter Ordnung mit dem Doppelpunkt C, (vgl. 9.). Die Fliche F,°-* 
enthilt ausser diesen zwei ebenen noch 32. 2' — 2 = 25+s — 2 Raum- 


*) Dass die Flaiche n** Ordnung mit einer m — 2-fachen Geraden eindeutig 
auf der Ebene abgebildet werden kann, hat schon Herr Noether (in diesen 
Annalen Bd, 3, 8, 175) bewiesen. 
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curven dritter Ordnung. Und zwar entsprechen 30 dieser Raumcurven 
den 30 einzelnen Kegelschnitten auf F,‘ durch A und B (46.), andere 
32s den 20s cubischen Raumcurven durch A, B und je einen Punkt P 
und den 12s ebenen Curven dritter Ordnung durch A oder B und je 


einen P (46.); noch anderen 32 - 1s (s—1) entsprechen auf F’,' bi- 


quadratische Raumcurven durch A, B und je 2P, die A oder B zum 
Doppelpunkte haben; u. s. w. Alle diese 2°+* rationalen cubischen 
Curven auf F,'°-* werden durch die K.-Schaar der Fliche projectiv so 
auf einander bezogen, dass sie ihre Schnittpunkte entsprechend gemein 
haben (vgl. 37.). Jede von ihnen trifft alle Kegelschnitte und die Hilfte 
der 12-+ 2s Geraden der Fliche. Die Ebenen der K.-Schaar aber 
bilden einen Biischel (6—s)'* Ordnung; denn sie werden erzeugt durch 
drei der projectiven cubischen Curven, die zu zweien 3 + s Punkte 
gemein haben (vgl. 39.). 

57. Wir erhalten demnach, wenn s=0 1 2 3 4, 
die rationalen Flichen (10—s)'* Ordnung: Ff," F,° F,S F,' F,° 
mit Doppeleurven von der resp, Ordnung: 33 25 18 12 7; 
Anzahl ihrer einfachen Geraden: 12 14 16 18 20; 
Anzahl ihrer rationalen cubischen Curven: 32 64 128 256 512; 
Ordnung des Ebenenbiischels ihrer K.-Schaar: 6 5 ® - ms 

Die Zahlen der letzten drei Spalten gelten zugleich fiir die friiher 
(50.) abgeleiteten Flichen F,5-" in den Fallen r = 0, 1,2. Diese drei 
Flichen F,8-" sind etwas allgemeiner als die Flichen F,'°—* fiir 
$s = 2,3, 4; denn unter ihren 2+” rationalen cubischen Curven kommen 
i. A. keine ebenen vor, wie bei F,’°-*. Fir r = 3 kommt hinzu die 
Fliche fiinfter Ordnung F’,> mit einer dreifachen und 22 einfachen 
Geraden (53.). 

Projiciren wir die Fliche F’,‘ aus ihrem dreifachen Punkte A auf 
eine Ebene 4, so wird zugleich mit ihr die Fliche F,!°-* auf 7 ab- 
gebildet. Den ebenen Schnitten von F’,!-* entsprechen in 9 Curven 
fiinfter Ordnung, die einen dreifachen Punkt B’ und 6 + s einfache 
Punkte P’ gemein haben (55.); und zwar sind B’ und s der Punkte P’ 
die Projectionen von B und den s Knotenpunkten P, und die iibrigen 
6P’ sind die Spuren der 6 einfachen Geraden von F,', die durch A 
gehen (46.). 

58. Wie aus der speciellen F’,‘ die Flache F,!-*, so kann aus 


einer Fliche n'* Ordnung F,~2 mit zwei (n—1)-fachen Punkten A, B 
eine rationale Fliche (2n + 2 —s)'*" Ordnung abgeleitet werden 
(s = 0, 1, 2, 3, 4), die eine Kegelschnittschaar und darin 2(n—1)+s 
paar Gerade enthilt, und deren ebene Schnitte i. A. vom Geschlecht 
m—1 sind. Diese Fiache lasst sich durch Projection von F"., aus 
dem Punkte A so auf der Ebene 7 abbilden, dass ihre ebenen Schnitte 
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dargestellt werden durch Curven (n+ 1)'* Ordnung, die einen (nm — 1)- 
fachen Punkt B’ und 2(n—1) + s einfache Punkte P’ gemein haben. 
Die Fliche hat einen m — 2-fachen Punkt C,, welcher der Geraden 
AB entspricht, und enthilt 2?"-‘+* rationale Curven (mn — 1)" Ordnung, 
darunter zwei ebene Curven, die C, zum (n—2)-fachen Punkte haben. 
Durch die K.-Schaar der Fliche werden diese rationalen Curven pro- 
jectiv auf eimander bezogen. Die Ebenen der Schaar bilden einen 
Bischel (n + 2 — s)'" Ordnung. 

Mit dem F?-Gebiisch sind auch alle von uns abgeleiteten 
rationalen Flichen der synthetischen Geometrie zugiinglich, da die 
projective Beziehung des Gebiisches auf den Ebenenraum und damit 
die quadratische Transformation rein geometrisch hergestellt werden 
kann. 


Strassburg, den 4. Mai 1896. 











Ueber ebene einfache Fachwerke. 
Von 


Friepricu Scuur in Aachen. 


Nach dem Referate, das Henneberg im 3. Bande der Berichte der 
deutschen Mathematiker-Vereinigung (1892—1893)*) gegeben hat, 
kénnte eine ausfiihrlichere Abhandlung iiber ebene einfache Fachwerke 
iiberfliissig erscheinen. Die folgenden Untersuchungen werden indessen 
zeigen, dass dem Verfasser, der diese Theorie einer erneuten Durch- 
arbeitung unterzog, noch viel zu thun iibrig blieb. Fiir den Theoretiker 
ist ja das Spannungsproblem, um das es sich hier handelt, nimlich 
die unter dem Einflusse fusserer in den Knotenpunkten eines einfachen 
und stabilen Fachwerks angreifender Krifte in den Staben des Fach- 
werks entstehenden Spannungen zu bestimmen, in gewissem Sinne 
dadurch vollkommen erledigt, dass es auf die Auflésung eines Systems 
von linearen Gleichungen mit nicht verschwindender Determinante 
zuriickgefiihrt ist. Eine solche Lésung des Problems ist aber in den 
allermeisten Fallen praktisch ginzlich unbrauchbar; hier wird es sich 
vielmehr darum handeln, graphische Methoden zu finden, welche die 
Spannungen in iibersichtlicher und dem Gedichtnisse sich leicht ein- 
pragender Weise zu construiren gestatten. Eine Methode, die diesen 
Anforderungen geniigt und zugleich in jedem Falle anwendbar wire, 
war aber bisher nicht bekannt. Denn wenn auch die Methode von 
Henneberg**) in keinem Falle versagen kann, so diirfte man doch 
schwerlich behaupten kénnen, dass sie der obigen Forderung geniigt. 
Uebersichtlicher gestaltet sich schon die Construction der Spannungen 
nach der Methode von Miiller-Breslau***), von der allerdings erst durch 


*) a. a, O. S. 568—596, wo man sich auch beziiglich der Litteratur iiber 
dieses Gebiet vollstindig informiren kann. 
**) Henneberg, Statik der starren Systeme S. 228ff. Darmstadt 1886 und 
a. a. O. S. 586 ff 
***) Miiller-Breslau, Beitrag zur Theorie des ebenen Fachwerks, Schweizer 
Bauzeitung 1887, S. 121, sowie Miiller-Breslau, die graphische Statik der Baucon- 
structionen, II, Aufl, Bd. I, 8. 206. Leipzig 1887. 
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die folgenden Untersuchungen gezeigt wird, dass sie in jedem Falle 
anwendbar ist. Sie gestattet wenigstens die Spannung jedes einzelnen 
Stabes fiir sich zu bestimmen ohne Kenntniss der tibrigen Spannungen, 
wihrend man nach Henneberg immer die Spannungen mebrerer Stiibe 
zugleich zu finden hat. Das ist allerdings nicht immer ein Nachtheil, 
da es hiufig gerade darauf ankommen wird, die Spannungen in allen 
Stiiben zu kennen. Das kann aber in wirklich tibersichtlicher Weise 
nur erreicht werden nach einer Methode, welche die Spannungen in 
jedem Falle in einem sogenannten Cremona’schen Kriifteplane*) an- 
zuordnen lehrt. Erwigen wir nimlich, dass hierbei das Spannungs- 
problem fiir ein gegebenes Fachwerk auf ein solches fiir ein Fachwerk 
mit einem Knotenpunkte weniger durch Zerlegung der in dem fort- 
zulassenden Knotenpunkte angreifenden Kraft nach den durch ihn 
gehenden Stiben zuriickzufiihren ist, so wird es offenbar darauf an- 
kommen, diese Zerlegung so vornehmen zu kénnen, dass das Polygon 
der fiusseren Kriifte fiir das neue Fachwerk sich unmittelbar aus dem 
Zerlegungsprocesse ergiebt und nicht erst durch neue Constructionen 
gefunden zu werden braucht, Das wird aber gerade durch einen Krifte- 
plan erreicht, und fiir den Praktiker Taylor, der zuerst Kriftepline 
zeichnete, ist dieses Princip gewiss maassgebend gewesen. 

Was aber die Moglichkeit betrifft die Stabkrifte irgend eines ein- 
fachen stabilen Fachwerks bei beliebiger Aunahme der dusseren Kriifte 
in einen Krafteplan zu ordnen , so sind alle bisherigen Untersuchungen 
hiertiber durchaus unzulanglich. Besonders gilt dies von den Unter- 
suchungen, welche Maurice Lévy**) in der ersten Auflage seiner 
Statique graphique verdffentlicht hat; es handelt sich dort gréssten- 
theils um Scheinbeweise. Es wird nicht néthig sein, dies im Einzelnen 
zu belegen, da M, Lévy in der zweiten Auflage seines Werkes jenes 
Capitel fortgelassen hat. Den ersten ernsthaften Versuch, die Be- 
dingungen fiir die Existenz eines Kriifteplanes aufzustellen, hat 
Petersen ***) in seinem Lehrbuch der Statik gemacht. Er ist allerdings 
zu keinem brauchbaren Resultate gekommen. Wohl im Anschlusse 
hieran hat Griibler}) einige Siitze tiber die Zerlegung eines Fachwerks 


*) Man vergleiche hierzu besonders die folgende Schrift: Les figures 
réciproques en statique graphique par Luigi Cremona, ouvrage précédé d’une 
introduction de G. Jung et suivi d’un appendice extrait des Mémoires et des cours 
du statique graphique de Saviotti. Traduit par L. Bossut. Paris 1885. In dieser 
Schrift findet man weiteres litterarisches Material zur Theorie des Fachwerks, 
besonders das Wesentliche dessen, was iiber Kriiftepliine verdffentlicht wurde. 

**) a. a, O. S. 28—53, Paris 1874, 
***) Petersen, Lehrbuch der Statik fester Kérper, S. 151 ff. Kopenhagen 
1882. S. auch die Anmerkungen auf 8.173, 180 und 182. 

+) Griibler , Beitrag zur Theorie des ebenen einfachen Fachwerks, Rigaische 

Industrie-Zeitung 1887. Nr. 4 u,5, Il. S. auch die Anmerkungen auf §. 169 u. 181, 
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in Polygone aufgestellt, die, so weit sie tiberhaupt richtig sind, mit 
einer Ausnahme fiir die Frage nach der Existenz eines Kriafteplanes 
nicht von Belang sind. 

Noch mehr als das Fehlen der Aufstellung von exacten und brauch- 
baren Kriterien fiir die Existenz eines Kriifteplanes fallt der Umstand 
ins Gewicht, dass es noch nicht gelungen war, in jedem Falle der 
Existenz den Krafteplan auch wirklich zu construiren, d. h. die Con- 
struction des Krifteplanes zur Ermittelung der Spannungen zu benutzen ; 
denn gerade hierin besteht die Stiirke der Cremona’schen Methode 
in den Fallen der Praxis. Zwar hat Saviotti*) einige neue Regeln 
angegeben, die eine solche Construction in bisher unzulinglichen Fallen 
auszufiihren erlaubten, und zugleich durch Einfiihrung der sogenannten 
idealen Knotenpunkte die Aussicht eréffnet, die Aufstellung eines 
Krafteplanes unter geeigneter Modification der urspriinglichen Forderung 
in jedem Falle méglich erscheinen zu lassen**), Dass aber diese Aussicht 
keine triigerische ist, und dass jene Regeln stets zum Ziele fiihren, das 
konnte erst auf Grund eines tieferen Eindringens in die Natur eines 
zu einem einfachen, stabilen Fachwerks gehérigen Krafteplanes erkannt 
werden, wie es der Verfasser im Folgenden versucht hat. 

Um auch fiir diejenigen Leser verstiindlich zu sein, welche itiber 
unser zwar der Statik entlehnte, aber schliesslich doch geometrische 
Problem nicht hinreichend orientirt sind, habe ich in dem Folgenden 
eine vollstindige und voraussetzungslose Theorie der ebenen, einfachen 
Fachwerke auf neuer Grundlage gegeben. Ich habe mich dabei tiberall! 
rein geometrischer Methoden bedient, weil dies einmal dem graphischen 
Ziele dieser Abhandlung besser entspricht, und sich andrerseits bei 
analytischer Behandlungsweise wegen der Unsymmetrie der betreffen- 
den Gleichungen und der Nothwendigkeit auch besondere Lagen des 
Coordinatensystems zu beriicksichtigen keine Vereinfachung ergiebt. 

Als Angelpunkt unserer Untersuchungen dient der zwar nahe 
liegende, aber in dieser Form bisher noch nicht ausgesprochene Satz, 
dass ein Fachwerk stabil ist oder nicht, je nachdem es durch seine 
Gliederung und die Richtungen seiner Stiibe seiner Form nach voll- 
stindig bestimmt ist oder nicht. Ebenso werden fast alle in Betracht 
kommenden Aufgaben zuriickgefiihrt auf die Fundamentalaufgabe: ,,Ein 
einfaches, stabiles Fachwerk zu construiren, von dem die Gliederung 
und die Richtungen der Stiibe gegeben sind“. Die Lésung dieser 
Fundamentalaufgabe lést zugleich das Spannungsproblem nach verschie- 
denen Methoden. Erstens nach einer Modification der Henneberg’schen 
Methode, die zugleich zum Beweise des Satzes benutzt wird, dass jedes 

*) 1. ce. Appendice par Saviotti p, 65—69, 


**) Man vergl. hierzu die Schrift des Verfassers: Ueber die reciproken Figuren 
der graphischen Statik, Zeitschrift fiir Math. u, Physik. 40. Jahrg. 1895, S, 52. 
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einfache, stabile Fachwerk auch: statisch bestimmt sei. Die Modifi- 
cation besteht darin, dass wir die Bestimmung der Krifte, von deren 
Kenntniss die Lésung des Problems fiir das Fachwerk mit einem 
Knotenpunkte weniger abhingt, ohne die Henneberg’sche Voraussetzung 
ausfiihren, dass das niedere Problem bei jeder Annahme der fusseren 
Kriifte gelést sei. Gerade diese Behandlung lisst leicht erkennen, 
wann das Problem unlésbar wird. 

Zweitens zeigt die vollstindige Liésung der Fundamentalaufgabe, 
dass die Methode von Miiller-Breslau stets zum Ziele fiihrt, endlich aber 
hat sie den Verfasser auf eine neue stets anwendbare Methode gefiihrt. 
Wie die Methode von Miiller-Breslau in dem besonderen Falle, dass 
das Fachwerk durch Angliederung eines einfachen stabilen Fachwerks 
an ein anderes entstanden ist, in die liingst bekannte von Ritter iiber- 
geht, so geht die Methode des Verfassers in diesem Falle in die 
Culmann’sche iiber und gestattet dem entsprechend auch eine einfachere 
graphische Ausfiihrung als diejenige von Miiller-Breslau. 

Um nun zu einer entsprechenden Erweiterung der Cremona’schen 
Methode zu kommen, haben wir zuerst der allgemeinen Idee eines 
Krifteplanes, wie sie aus dem einfachsten Falle der Dreiecksnetze 
erwachsen ist, in folgerichtiger Entwickelung diejenige Bestimmtheit 
gegeben, welche die Aufstellung der nothwendigen und hinreichenden 
Bedingungen fiir die Existenz eines Krafteplanes erfordert. Hierzu 
bedurfte es scharfer Begriffsbestimmungen und der Entwickelung der 
wesentlichen Eigenschaften von sogenannten Zerlegungen eines Fach- 
werks in einfache Polygone. Der Verfasser will keineswegs behaupten, 
dass die betreffenden Siitze alle durchaus neu seien, er vermuthet viel- 
mehr, dass sie in anderer Form, als Sitze iiber Polyeder héherer Art 
schon irgendwo ausgesprochen seien. Es ist dem Verfasser nicht ge- 
lungen in der Litteratur tiber Polyeder oder Analysis situs bestimmte 
Siitze zu finden, aus denen die fiir den vorliegenden Zweck néthigen 
Siitze sich leicht herleiten liessen, er hat es daher vorgezogen sie 
besonders abzuleiten , er wird aber fiir jeden darauf beziiglichen genauen 
Hinweis dankbar sein. Wir kamen so zu dem Resultate, dass jede zu 
einem Kriifteplane fiihrende Zerlegung eines einfachen, stabilen Fach- 
werks auf diejenige Zerlegung eines gleich gegliederten Hachwerks 
zurtickgefiihrt werden kann, welche in der schlichten Zerlegung des von 
ihm itiberdeckten Theiles der Ebene unmittelbar vorliegt, also auf die- 
jenige Art der Zerlegung, die bisher ausschliesslich angewendet wurde 
und schliesslich auch die einzige ist, an deren praktische Anwendung 
ernsthaft gedacht werden kann. 

Die Einfiihrung gewisser idealer Knotenpunkte und Stiibe gestattet 
so das Spannungsproblem fiir jedes einfache, stabile Fachwerk und bei 
jeder Annahme der iusseren Krifte, welcher Punkt bisher ganz ausser 
Mathematische Annalen. XLVIII. 10 














146 F. Scuur. 


Acht gelassen war, in tibersichtlicher Weise mit Hiilfe eines Krifte- 
planes zu lésen. Die wirkliche Construction des Krifteplanes ist hierbei 
ebenfalls in der Lisung der Fundamentalaufgabe enthalten, insofern 
der um das Kraftepolygon und die Seilstrahlen erweiterte Krifteplan 
als ein stabiles Fachwerk nachgewiesen wird, das zwei Stiibe mehr 
besitzt, als zu seiner Stabilitac nothwendig und hinreichend sind. 

Im letzten Paragraphen wurden die Beziehungen der beiden reci- 
proken Figuren des Fachwerks und des zugehérigen Krifteplanes zum 
Nullsysteme in erschépfender Weise behandelt, vor allem wurde gezeigt, 
was bisher wohl nicht scharf genug hervorgehoben worden ist, dass 
jene Figuren in jedem Falle als Parallelprojectionen zweier in Beziehung 
auf ein Nullsystem reciproker Polyeder angesehen werden kénnen; von 
dem einen dieser Polyeder wurde zugleich eine von der Kenntniss des 
Kriafteplanes unabhingige Construction gegeben. 

So hoffen wir, durch diese Inhaltsangabe gezeigt zu haben, dass 
die vorliegende Schrift nicht iiberfliissig sei. 


§ 1. 
Ueber die Stabilitat eines Fachwerkes. 


Ein Fachwerk besteht aus s Stiben, welche um k Knotenpunkte 
P,, P,,..-, Py drehbar so mit einander verbunden sind, dass eine 
starre oder stabile Scheibe entsteht; die Stabe werden in unseren Be- 
trachtungen durch geradlinige Strecken, die Stabachsen, zu ersetzen sein. 
Will man ein gegebenes Fachwerk beschreiben, so muss zuniichst 
bekannt sein, welche Knotenpunkte mit einander durch Stabe ver- 
bunden sind; die hierzu dienenden Angaben wollen wir die Gliederung 
k(k—1) pat 

2 -_ 
kann diese Gliederung fiir gegebene Knotenpunkte ja noch eine 
mannigfaltige sein. Selbst wean zwei Fachwerke dieselbe Anzahl von 
Knotenpunkten und Stiaben besitzen, kann ihre Gliederung noch ver- 
schieden sein, wie aus dem Beispiele zweier Fachwerke mit sechs 
Knotenpunkten und neun Stiben hervorgeht; dies kann entweder aus 
den sechs Seiten zweier Dreiecke und drei deren Ecken verbindenden 
Stiiben bestehen oder aus den sechs Seiten eines Sechsecks und den 
drei Diagonalen desselben (s. Fig. 1). 

Um aber auch die Form eines stabilen Fachwerks beschreiben zu 
kénnen, wird sich die Kenntniss der Richtungen der Stiibe als aus- 
reichend erweisen. Die sich hieran kniipfenden Kriterien der Stabilitit 
eines Fachwerks finden wir am schnellsten aus einigen einfachen Siitzen 
der Bewegungslehre, an die wir zuniichst erinnern wollen. Ist irgend 
ein Punktsystem der Ebene in dieser in Bewegung begriffen, so wollen 


des Fachwerks nennen. Falls s nicht den Maximalwerth 
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wir den Endpunkt P’ derjenigen Strecke PP’, welche die momentane 
Geschwindigkeit jedes Punktes P darstellt, aber in einer im Sinne 
des Uhrzeigers um einen rechten Winkel gegen die Bewegungsrichtung 
gedrehten Richtung, den Geschwindigkeitspol von P nennen. Da nun 
die momentane Bewegung jeder starren Scheibe entweder als eine 
Rotation oder als eine Translation betrachtet werden kann, die 
momentanen Geschwindigkeiten aller Punkte der Scheibe also entweder 
senkrecht zu den Strahlen nach dem momentanen Drehpol stehen und 
diesen proportional sind oder aber alle gleich und gieich gerichtet 
sind, so gilt der folgende Satz: 

1. Die Figur der Geschwindigkeitspole einer irgendwie bewegten 
starren Scheibe ist in jedem Momente der Scheibe selbst dhnlich und 
mit ihr in Bezug auf den momentanen Drehpol dhnlich gelegen*). 

Soll also die momentane Bewegung einer Scheibe beschrieben 
werden, so gentigt es offenbar, die Geschwindigkeitspole P,’ und P,’ 
zweier Punkte P, und P, so anzunehmen, dass sie auf einer Parallelen 
zu P,P, liegen. Handelt es sich umgekehrt um ein aus mehreren 
Scheiben, die durch Gelenke mit einander verbunden sind, bestehendes 
System, so wird dasselbe offenbar starr sein oder nicht, je nachdem 
jede momentane Bewegung desselben durch die Annahme der Ge- 
schwindigkeitspole P,’ und P,’ zweier Punkte P, und P, des Systems, 
wo P,P, ||P, P, ist, eindeutig bestimmt ist oder nicht. Denn die 
dem gegebenen Systeme aihnliche und in Beziehung auf den Punkt 
D =(P,P,', P,P’) tbnlich gelegene Figur, in welcher den Punkten 
P, und P, die Punkte P,’ und P,’ entsprechen, kann sicher als die 
Figur der Geschwindigkeitspole einer miglichen Bewegung des Systems 
betrachtet werden. Soll es also nur eine solche Figur geben, in der 
die Geschwindigkeitspole von P, und P, bekannt sind, so ist sie die 
gesuchte; das System kann also nur als starre Scheibe eine momentane 
Rotation oder Translation ausfiihren, ist also stabil. Wir erhalten 
daher den Satz: 

2. Eine aus mehreren Scheiben, welche durch Gelenke mit einander 
verbunden sind, bestehendes System, ist starr oder nicht, je nachdem 
die jeder momentanen Bewegung desselben entsprechende Figur der Ge- 
schwindigkeitspole durch die dem entsprechende Annahme der Geschwindig- 
keitspole von zwei Punkten des Systems eindeutig bestimmt ist oder nicht. 

Wenden wir diese Sitze auf ein Kachwerk an, in welchem wir 
ja jeden Stab als eine Scheibe betrachten kénnen, so ergiebt sich 
zunichst der folgende Satz: 

3. Die Figur der Geschwindigkeitspole eines irgendwie bewegten 
Fachwerks ist in jedem Momente ein Fachwerk von derselben Gliederung 





*) Vgl. Miiller-Breslau, Graphische Statik u. s, w. 8. 203, auch Burmester, 
Lehrbuch der Kinematik, 8, 23, Leipzig 1888. 
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und mit entsprechenden Stibcn gleicher Richtung; und es kann umgekehrt 
jedes solche Fachwerk als die Figur der Geschwindigkeitspole einer da- 
durch bestimmten Bewegung des ersten Fachwerks betrachtet werden. 

Das Letzte folgt daraus, dass die dadurch bestimmte Bewegung 
jedes Knotenpunktes mit derjenigen jedes ihn enthaltenden Stabes 
vereinbar ist. Hiermit nimmt Satz 2 die folgende Form an: 

4. Kin Fachwerk ist stabil oder nicht, je nachdem es durch seine 
Gliederung, die Richtungen seiner Stibe und die diesen Bedingungen 
entsprechende Annahme der Endpunkte eines Stabes eindeutig bestimmt 
ist oder nicht.*). 

Das aus zwei stabilen Fachwerken, idie durch drei Stabe mit 
einander verbunden sind, zusammengesetzte Fachwerk liefert uns das 
einfachste Beispiel fiir diesen Satz. Gehen nimlich die drei Ver- 
bindungsstiibe durch einen Punkt, so kann man ein zweites Fachwerk 
von derselben Gliederung und mit entsprechenden Stiiben gleicher 
Richtung aus einem der beiden Theilfachwerke und einem andern 
zusammensetzen, welches dem zweiten fhnlich ist und mit ihm in 
Beziehung auf jenen Punkt ahnlich liegt, wihrend die Lage der Ver- 
bindungsstiibe dieselbe bleibt. Man kann in diesem Falle auch leicht 

Q direct sehen, dass der eine 
Theil gegen den andern um 
den Schnittpunkt der drei 
Verbindungsstiibe eine unend- 
lich kleine Drehung ausfiihren 
kann, bei welcher die Langen 
der Verbindungsstibe sich nur 
um unendlich kleine Gréssen 
hoherer Ordnung aindern. Sind 
die drei Verbindungsstiibe 
einander parallel und gleich, 
so ist offenbar auch eine end- 
liche Bewegung des einen 
Theiles gegen den anderen 
*, #3 g moglich. 
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18 ‘ Kin zweites Beispiel**) 
liefert das Sechsseit 
Ee P, P,P, Py P,P, 
mn Rr (s. Fig. 1) nebst den Diago- 


nen 2,2,, FF,. Pele 
Denken wir uns P, und P, fest und nehmen P,’ beliebig auf P, P, an, 


*) Diesem Satze kommt am niichsten Miiller-Breslau. Man vergl. den o. a, Be- 
richt von Henneberg §, 596. 


**) Hierzu vergl. man z, B. Miiller-Breslau, a. a, O. 8S, 208 ff. 
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so ist auch P,’ auf P,P, durch die Parallele durch P,’ zu P, P, be- 
stimmt, ebenso P, auf P, P, durch die Parallele durch P,’ zu P, P,, 
endlich P,’ auf P,P; durch die Parallele durch P,’ zu P, P,, und es 
fragt sich, ob dann auch P,' P,’ parallel zu P,P; sein wird, wenn 
P,; von P, verschieden war. Da bei der Bewegung von P,’ alle diese 
Punkte ahnliche Punktreihen beschreiben, so wiirde, wenn P,' P,’ 
einmal parallel zu P,P, ware, es ihm stets parallel bleiben. Nun ist 
der Ort der Schnittpunkte R’ = (P,' P,', P,’ P,’) eine Gerade, da diese 
Geraden auf RR’ ahnliche Punktreihen ausschneiden, die zwei Elemente 
entsprechend gemein haben. Diese Gerade RR’ geht nun sicher durch 
den Punkt Q = (P, P,, P,P ), weil P,’ P, stets parallel zu P, P, ist. 
Wiire daher auch P,' P,’ stets parallel zu P,P;, so ginge die Gerade 
RR = RQ auch durch den Punkt S—(P; P,, P,P,), d. bh. das 
Sechseck P, P; P,P, P,P, wiire ein Pascal’sches, oder die sechs Knoten- 
punkte des Fachwerkes liegen auf einem Kegelschnitte. Weiss man 
umgekehrt, dass dies der Fall ist, dass also Q, R, S in einer Geraden 
liegen, so waren die Punktreihen (P,') und (P;') perspectiv, es wire 
also P,’ P,’ stets parallel zu P, P;, das Fachwerk kann folglich nicht 
stabil sein. Unser Fachwerk ist also instabil oder stabil, je nachdem 
seine sechs Knotenpunkte auf einem Kegelschnitte liegen oder nicht. 

Ist nun die Stabilitét eines Fachwerks in gegebenem Falle fest- 
gestellt, so wird die weitere Frage nach dem Grade der Beweglichkeit 
desjenigen Fachwerks entstehen, welches aus dem gegebenen durch 
Entfernung eines Stabes hervorgeht. In dieser Beziehung wird uns 
der folgende Satz spiiter gute Dienste leisten: 

5. Wird ein stabiles Fachwerk bei Entfernung eines Stabes instabil, 
so besitet das neue Fachwerk nur einen Grad der Beweglichkeit, oder 
es giebt nur einfach unendlich viele Fachwerke, welche mit dem gegebenen 
die Gliederung, die Richtungen der entsprechenden Stébe bis auf’ die des 
fortgelassenen Stabes und die Endpunkte eines Stabes gemein haben; die 
Knotenpunkte aller dieser Fachwerke beschreiben hierbei, so weit sie iiber- 
haupt beweglich sind, gerade dhnliche Punktrethen. 

Ist niimlich PQ (s. Fig. 2) der fortgelassene Stab und QR ein 
anderer Stab durch Q, und soll dann das Fachwerk bei Festhaltung 
von QR beweglich sein, so seien etwa P’, S’, J’, U’, V’... die 
Geschwindigkeitspole von P, S, 7, U, V,...; sie sind ja die Knoten- 
punkte eines der unendlich vielen im Satze gemeinten Fachwerke. 
Nehmen wir nimlich die Punkte P”, S”, T”, U", V",... so auf den 
Geraden P P’, SS’, TT7",... an, dass PP’ P’~o SS'S”" eOTT'T" ow... 
wo natiirlich 7” mit 7 zusammenfillt, falls dasselbe von 7” gilt, so 
sind auch diese Punkte die Knotenpunkte eines Fachwerks derselben 
Art. Es ist nun leicht zu zeigen, dass es ausserhalb dieser Schaar 
keine andern Fachwerke derselben Art geben kann, welche den Stab 
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QR enthalten. Zuniichst wolle man bemerken, dass P’ niemals auf 
PQ liegen darf, weil sonst das urspriingliche Fachwerk nach Satz 4 
nicht stabil wire, es miisste denn P’ mit P, S’ mit Su. s. w. zusammen- 
fallen, was wieder unserer Voraussetzung widerspricht, dass P’, S’, 7”... 


P’ 
Q-~ 





a <x ae 





Fig. 2. 


die Geschwindigkeitspole von P, S, 7, ... fiir eine wirkliche Bewegung 
des Fachwerks seien. Nehmen wir nunmehr an, es gebe ausserhalb 
der obigen Schaar noch ein Fachwerk P,, Q, R, S,, 7',... von der- 
selben Art, so gilt dasselbe auch von dem Fachwerke P,, Q, R, S,, T,,..., 
wo die Punkte P,, S,, T,,... wieder auf den Geraden P” P,, S” S,, 
T’ T,,... 30 angenommen sind, dass P” P, P, co 8” 8, S,co P’T, T, ow... 
sind. Denn ist zB. ST ein Stab des urspriinglichen Fachwerks, so 
ist S”T” und S, 7, parallel zu STZ, also auch 8,7. Da hierbei der 
Punkt P, auf der Geraden P” P, ganz beliebig angenommen werden 
kénnte, ebenso wie P” auf PP’, so wiirde P, auch ein beliebiger 
Punkt von PQ sein kénnen, es miisste denn P, auf PP’ liegen, in 
welchem Falle wir P, nach P verlegen kéunten. Dann diirften aber 
nicht gleichzeitig S,, 7,, U,,... nach 8,7, U,... fallen, weil sonst 
das Fachwerk P,, Q, R, S,, 7,, U,, ... unserer obigen Schaar an- 
gehdéren wiirde. Wiirden wir also voraussetzen, dass dies nicht der 
Fall sei, so kénnten wir jedenfalls ein von dem gegebenen Fachwerke 
verschiedenes Fachwerk finden, das mit ihm die Gliederung, die 
Richtungen aller entsprechenden Stiibe und den Stab QR gemein 
hatte, das gegebene Fachwerk wire also nicht stabil. Hiermit ist unser 
Satz bei Festhaltung des Stabes QR bewiesen, welcher mit dem fort- 
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gelassenen Stabe PQ einen Endpunkt gemein hat. Hieraus ergiebt 
er sich aber leicht fiir den Fall, dass irgend ein anderer Stab UV 
festgehalten wird. Denn jedes Fachwerk, das mit dem gegebenen 
die Gliederung, die Richtungen entsprechender Stabe bis auf diejenige 
von PQ und den Stab UV gemein hat, muss aus einem Fachwerke 
P,Q, R, 8", T”", U", V",... obiger Schaar durch die Aehnlichkeits- 
transformation entstehen, bei welcher U”V” co UV, den Punkten Q, R 
also zwei Punkte Q;, R; entsprechen, wie auch das Umgekehrte der 
Fall ist. Giibe es also bei Festhaltung von UV mehr als einfach un- 
endlich viele Fachwerke der eben beschriebenen Art, so miisste dasselbe 
auch bei Festhaltung von QR gelten. Hiermit ist also unser Satz in 
seinem vollen Umfange bewiesen. 

Alle die Fachwerke unserer obigen Schaar sind offenbar die Figuren 
der Geschwindigkeitspole fiir die Bewegungen des Fachwerks, welche 
bei Fortlassung von PQ und Festhaltung von QR noch méglich sind. 
Alle diese momentanen Bewegungen unterscheiden sich aber nur durch 
das Maass der Geschwindigkeit, da bei allen jeder Stab denselben 
momentanen Drehpol besitzt; desshalb besitzt das Fachwerk nur einen 
Grad der Beweglichkeit. 

Unser Satz lehrt uns, dass die Richtung eines Stabes eines stabilen 
Fachwerks, durch dessen Entfernung das Fachwerk instabil wird, 
beliebig abgeiindert werden kann, ohne dass das neue Fachwerk auf- 
hért stabil zu sein. Hieraus geht hervor, dass die Instabilitiét eines 
Fachwerks schon durch die Richtungen von weniger als s Stiaiben be- 
dingt sein muss. Wir gehen auf diese interessante Frage hier nicht 
niher ein, da sie fiir das Folgende ohne Belang ist. 


g§ 2. 
Die Bildungsgesetze der einfachen stabilen Fachwerke. 


Das einfache Beispiel eines Vierseits mit seinen zwei Diagonalen 
lehrt, dass ein stabiles Fachwerk mehr Stibe besitzen kann, als zu 
seiner Stabilitiit unbedingt nothwendig sind, Da die Spannungen in 
einem solchen Fachwerke, wie wir spiiter sehen werden, sich nicht 
mehr auf Grund der blossen Satze der Statik starrer Kérper bestimmen 
lassen, so schliessen wir sie von unserer Betrachtung aus und be- 
schrinken uns auf die sogenannten einfachen stabilen Fachwerke, 
welche folgendermassen zu definiren sind: Hin stabiles Fachwerk heisst 
einfach, wenn seine Stabilitdit durch Fortnahme jedes einzelnen Stabes 
aufgehoben werden kann. 

Fir solche einfachen stabilen Fachwerke gilt nun zuniichst der 
folgende Satz: 

6. Laufen durch einen Knotenpunkt P eines einfachen stabilen 
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Fachwerks mehr als zwei Stibe, so kann man nach Fortlassung eines 
durch P laufenden Stabes stets einen nicht durch P laufenden Stab so 
einfiigen, dass das Fachwerk stabil und einfach bleibt, vorausgesetat 
dass die tibrigen durch P laufenden Stibe nicht gleiche Richtung haben 
oder nicht alle tibrigen Knotenpunkte in einer Geraden liegen*). 

Ist wie im vorigen Paragraphen PQ der fortgelassene, QR der 
festgehaltene und etwa S7' der einzufiigende Stab, so brauchen wir 
nach Satz 5 nur eins der Fachwerke P’QRS’T’U'V',... zu unter- 
suchen, das mit dem gegebenen Fachwerke PQRSTUV... die 
Gliederung, die Richtungen entsprechender Stiibe bis auf die von PQ 
und den Stab QR gemein hat; denn je nachdem S8’7Z" parallel zu 
ST ist oder nicht, muss nach diesem Satze fiir jedes denselben Be- 
dingungen geniigende Fachwerk die §7Z' entsprechende Strecke ihr 
parallel sein oder nicht, wird folglich nach Satz 4 das durch Ein- 
fiigung des Stabes SZ’ entstehende Fachwerk stabil sein oder nicht. 
Irgend ein solches Fachwerk P’QRS’T’ U' V’ . .. muss aber als Figur 
der Geschwindigkeitspole einer nach Fortlassung von PQ und Fest- 
haltung von QR moglichen Bewegung des urspriinglichen Fachwerks 
existiren, weil dieses sonst nicht einfach wire; wie wir es in jedem 
Falle wirklich construiren kénnen, werden wir sehr bald sehen. 

Es ist nunmehr leicht zu sehen, dass nicht alle Verbindungslinien 
je zweier der Punkte QRS’T’U'V’... den Verbindungslinien der 
entsprechenden Punkte Q RST U V... parallel sein kénneu, weil sonst die 
erste Figur der zweiten ihnlich, also mit ihr zusammenfallen miisste, 
es miissten denn alle diese Punkte in einer Geraden liegen. Gehen 
daher durch P ausser PQ noch mindestens zwei Stiibe, welche nicht 
dieselbe Richtung haben, so miisste auch P’ mit P zusammenfallen 
gegen die Voraussetzung. Es muss also sicher méglich sein, nach 
Fortlassung von PQ einen Stab STZ so einzufiigen, dass das neue Fach- 
werk wieder stabil ist. Es muss aber auch einfach sein. Wiirde nimlich 
dieses Fachwerk bei Fortlassung etwa des Stabes U V noch stabil bleiben, 
so kann es nach weiterer Fortlassung von SZ — und da wird es 
sicher instabil — und Festhaltung von QR wegen des Satzes 5 nur 
denjenigen Grad der Beweglichkeit haben, wie er durch die Figur der 
Geschwindigkeitspole P’S’7T’U’'V’... charakterisirt ist, es wiirde 
also wieder stabil werden, falls PQ eingefiigt wiirde. Daraus aber 
wiirde folgen, dass das urspriingliche Fachwerk auch bei Fortlassung 
von UV noch stabil bliebe gegen die Voraussetzung dass es einfach 
sein sollte. Es muss folglich das durch Fortlassung von PQ und Ein- 
fiigung von S7’ entstehende stabile Fachwerk einfach sein, unser Satz 
ist also vollstaindig bewiesen. 


*) Wegen der letzten Ausnahme des Satzes vergl. man den o. a. Bericht 
Hennebergs 8, 582. 
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Haben wir nunmehr ein einfaches, stabiles Fachwerk mit k Knoten- 
punkten und s Staiben, welches einen Knotenpunkt P besitzt, in dem 
nur zwei Stabe zusammenlaufen, so wird nach Ablésung desselben 
offenbar ein einfaches, stabiles Fachwerk mit kK —1 Knotenpunkten und 
s —2 Stiiben entstehen; denn wire dies Fachwerk nicht stabil und nicht 
zugleich auch einfach, so wiirde dasselbe von dem ersten Fachwerke 
gelten. Besitzt aber das gegebene Fachwerk keinen Knotenpunkt mit 
nur zwei Stiiben, so sei P einer der Knotenpunkte, in welchem die 
geringste Anzahl von Staiben zusammenliuft. Dann kénnen wir nach 
Satz 6 einen solchen Stab fortlassen und einen nicht durch P laufenden Stab 
so einfiigen, dass wieder ein einfaches, stabiles Fachwerk entsteht. 
Die von P ausgehenden Stabe kénnen niamlich nicht simmtlich gleiche 
Richtung haben, weil sonst P ohne Aenderung der Richtung dieser 
Stiibe in ihnen beliebig verschoben werden kénnte, das Fachwerk also 
nicht stabil wire; man braucht daher immer nur einen solchen Stab fort- 
zulassen, dass durch P noch ein anderer Stab verschiedener Richtung 
geht. Im zweiten Ausnahmefalle des Satzes 6 miissen ja immer zwei- 
stiibige Knotenpunkte vorhanden sein, Mit dem so entstehenden Fach- 
werke kénnen wir nun, falls durch P immer noch mebr als zwei Stibe 
laufen, ebenso verfahren, bis ein Fachwerk entsteht, das in P nur 
noch zwei Stibe hat. Giebt es also ein einfaches stabiles Fachwerk 
mit / Knotenpunkten und s Stiben, so giebt es stets ein solches mit 
k — 1 Knotenpunkten und s — 2 Stiiben. Dieses Verfahren kann man 
so oft anwenden, bis man ein Fachwerk mit nur drei Knotenpunkten, 
also auch drei Staiben enthilt; es ist folglich: 

s—2(k—3)=—3 oder s=—2k —3. 
Wir haben also den Satz: 

7. In einem einfachen stabilen Fachwerke ist die Anzahl der Stibe 
gleich der doppelten Anzahl der Knotenpunkte vermindert wm drei. 

Es bedarf hier kaum des Hinweises, dass diese Bedingung zwar 
nothwendig, aber nicht hinreichend fiir die Stabilitiit des Fachwerks 
ist, die vielmehr immer in Satz 4 zu suchen ist. Wohl aber ist die 
Bedingung s = 2k — 3 fiir die Einfachheit des Fachwerks hinreichend, 
falls seine Stabilitiit festgestellt ist, weil eben das Fachwerk nicht stabil 
sein kann, wenn s < 2k — 3 ist. 

Aus unserem Satze ergiebt sich sofort der folgende: 

8. Ein einfaches stabiles Fachwerk besitet mindestens einen Knoten- 
punkt, in welchem héchstens drei Stibe zusammenlaufen*). 


Denn liefen in allen & Knotenpunkten mindestens 4 Stibe zusam- 
o. 2e V4s0 : 4k - 
men, so wire die Anzahl der Stibe mindestens — = 2k, was unmdg- 


*) S, Henneberg, a. a. O. 8. 213. 
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lich ist. Es lisst sich sogar leicht zeigen, das, falls gar keine Knoten- 
punkte mit nur zwei Staében vorhanden sind, mindestens 6 mit nur 
drei Staiben vorhanden sein miissen*); doch ist dieser Satz von geringerer 
Bedeutung. 

Dieser Satz in Verbindung mit dem Satze 6 erlaubt uns alle 
méglichen einfachen stabilen Fachwerke mit k Knotenpunkten zu finden, 
wenn wir diejenigen mit k — 1 Knotenpunkten kennen, und zwar auf 
Grund zweier Processe: Eyrstens kénnen wir an das Fachwerk mit 
k — 1 Knotenpunkten einen neuen Knotenpunkt durch zwei Stiibe 
angliedern, ein solehes Fachwerk §, wird immer stabil sein, voraus- 
gesetzt dass der neue Knotenpunkt nicht mit den beiden Knoten- 
punkten, mit denen er durch Stabe verbunden ist, in einer Geraden 
liegt. Zweitens kénnen wir in dem Fachwerk %;,-; einen Stab fort- 
lassen und einen neuen Knotenpunkt durch drei Stabe angliedern. Um 
zu entscheiden, ob das so entstehende Fachwerk stabil ist oder nicht, 
werden wir die Figur der Geschwindigkeitspole ¥—_, construiren miissen, 
die einer nach Fortlassung des Stabes und Festhaltung eines anderen 
noch méglichen momentanen Bewegung von 1 entspricht; je nach- 
dem die den drei hinzugefiigten Stiiben parallelen Geraden durch die 
Geschwindigkeitspole der Endpunkte jener drei Stabe durch einen 
Punkt laufen oder nicht, wird %; instabil sein oder stabil. 

Es ist hiernach leicht zu entscheiden, wie man bei gegebenem 
1 den neuen Knotenpunkt P zu wihlen haben wird, damit das 
durch Hinzufiigung der Stabe P,P, P,P, P,P entstehende Fachwerk 
§x stabil sei. Bewegt sich P’ auf einem Strahle p,’ durch P,’ (s. Fig. 3), 


WW, UZ» 
vs ‘ Uy 





Fig. 3. 
so ist der Ort der Schnittpunkte der durch P, und P, zu P,’P’ und 
P, P gezogenen Parallelen offenbar ein Kegelechnitt durch die Punkte 
*) Vergl, Griibler, a, a, 0. 1 
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P, und P,, den Punkt Q,, in welchem sich die Parallelen durch P, 
und P, zu P,’ P,' und P,' P,’ schneiden, den unendlich fernen Punkt 
U~ von P,’ P,' und den unendlich fernen Punkt V. von p,’. Schneidet 
dieser Kegelschnitt die Parallele p, zu p, durch P, zum zweiten Male 
in P, so werden daher nach dem Pascal’schen Satze in einer Geraden 
liegen die Punkte: a. = (P, P,, Ux Vo), B = (P,Q, Vo P), 
y = (Q,U2, PP,). Beschreibt daher p, das Strahlenbiindel (p,) um 
P,, so bleibt «. fest, 8 beschreibt eine zu (p,) projective Punktreihe 
(6) auf P,Q, y eine zu (8) ahnliche Punktreihe (y) auf Q, U., also 
P,P=P,y ein zu (P,P) projectives Strahlenbiischel. Es liegen 
demnach alle Punkte P, welche ein instabiles Fachwerk %, liefern 
wiirden, auf einem Kegelschnitte*) durch P,, P,, P, und Q;, wie man 
leicht sieht, wenn man # nach P, resp. Q, fallen lisst. Offenbar 
liegen auch die entsprechenden Punkte P’ auf einem Kegelschnitte 
durch P,’, P,’, P,’ und Q,', wo Q,’ der Schnittpunkt der Parallelen 
durch P,’ und P,’ zu P,P, und P,P, ist. Fallt daher P’ nach Q,, 
so riickt P nach P,, sodass P,Q, der Tangente von P, an den Ort 
der Punkte P parallel ist**), Wir erhalten demnach das Resultat: 

9. Kennt man alle einfachen stabilen Fachwerke mit k — 1 Knoten- 
punkten, so findet man aus ihnen alle einfachen stabilen Fachwerke mit 
k Knotenpunkten entweder dadurch, dass man zwei Knotenpunkte P, 
und P, eines der ersteren mit einem nicht in der Geraden P, P,, liegenden 
neuen Knotenpunkte P durch Stibe verbindet, oder dadurch, dass man 
in einem der ersteren Fachwerke einen Stab fortldsst und drei seiner 
Knotenpunkte P,, P,, P, mit einem nicht auf einem gewissen Kegel- 
schnitte durch P,, P,, P, liegenden Knotenpunkte P durch drei Stibe 
verbindet. 

Soll der Kegelschnitt in gegebenem Falle gefunden werden, so 
miissten wir die Aufgabe lésen kénnen: 

Ein einfaches Fachwerk zu construiren, von dem gegeben sind die 
Gliederung und die Richtungen seiner Stébe. 

Sie erweist sich als die Fundamentalaufgabe der ganzen Theorie 
der einfachen Fachwerke, Der obige Gedankengang fiihrt uns un- 
mittelbar zu ihrer Liésung, indem wir voraussetzen, sie sei fiir das 
Fachwerk von k — 1 Knotenpunkte gelést, aus dem das Fachwerk 
von & Knotenpunkten durch einen der beiden Processe entstanden ist. 
Dann ist sie ja sofort gelést fiir diejenigen Fachwerke ¥;, welche aus 
einem Fachwerke {;,-: durch den ersten Process entstehen. Um die 
Aufgabe auch fiir den zweiten Entstehungsprocess zu lésen, denken 
wir uns neben %;—: mit den Knotenpunkten P,, P,, ..., Py-1 ein 

*) Henneberg, Statik der starren Systeme, S. 219. 


**) Griibler, Die momentane Bewegung dreier starrer Geraden mit gemein- 
schaftlichen Punkten in einer Ebene. Zeitschr. fiir Math. u. Phys, 35. Jahrg. 5, 247. 
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zweites Fachwerk {;_1 mit den Knotenpunkten P,’, P,’,..., Px ge- 
funden, das dieselbe Gliederung und von einem Stabe P,' P,’, der 
dem zu entfernenden Stabe P,P, entspricht, abgesehen entsprechende 
Stiibe gleicher Richtung hat. Dann geniigen ja denselben Bedingungen 
alle diejenigen Fachwerke ;_,, deren Knotenpunkte P,”, P,”,..., Px, 
auf den Geraden P, P,’, P,P,', ..., Pixs Pi-1 so liegen, dass 
P,P PY oo P,PY PY +O Pe Pea Pes 

ist, wobei P.” mit P, zusammenfallt, falls von P,’ dasselbe gilt. Legen 
wir nun durch P,” und P,” jedesmal Geraden p,” und p,” in gegebenen 
Richtungen, so wird ihr Schnittpunkt Q,” offenbar eine Gerade Q, Q,’ 
beschreiben, weil @,@Q,' von den beiden Schaaren paralleler Geraden 
in zwei ahnlichen Punktreihen geschnitten wird, welche Q, und Q,' 
entsprechend gemein haben. Ist nun ebenso auch fiir eine Gerade 
p;' durch P,” die Richtung vorgeschrieben, so erhalten wir auch als 
Ort der Punkte Q,” = (p,",p,") und Q,” = (p,", p,”) zwei Geraden 
2, @,/ und Q,Q,’, deren Schnittpunkt P”” auch auf Q,Q, liegt. Das 
dem Punkte P”’ entsprechende Fachwerk %,1 in jener Reihe ist nach 
Angliederung des Knotenpunktes P”” durch die Stibe P,” P’”’, P,P’, 
P,” P’” ein solches Fachwerk ¥;,, in welchem diese drei Stiibe sowohl 
als die %,1 angehdrigen Stiibe, von dem fortzulassenden Stabe P,’” P,” 
abgesehen, vorgeschriebene Richtungen haben. 

Will man hiernach in gegebenem Falle die Aufgabe lésen, so 
wird man sich zuerst schematisch die Entstehung des Fachwerks durch 
die beiden Processe klar machen und dann die Aufgabe vom Dreiecke 
anfangend den gegebenen Richtungen der Stibe entsprechend successive 
nach obiger Vorschrift zu lésen haben, indem die Richtungen der 
spiiter fortzulassenden Stabe zuniichst willkirlich angenommen werden, 
und zwar wird man jedesmal zwei solche willkiirliche Annahmen zu 
machen haben, wenn ein Stab fortzulassen ist. Durch ein Beispiel 
wird dies Verfahren, das, falls unsere Aufgabe iiberhaupt eine Lésung 
hat, zwar unter Umstiinden sehr langwierig sein, aber niemals ver- 
sagen kann, am besten klar werden. 

Wir wihlen als Beisyiel*), das in Fig. 4 dargestellte Fachwerk 
P,P,...P,, so abzuindern, dass P, und P, fest bleiben und alle 
Stabe mit Ausnahme des Stabes P,,P,,, welcher P,,P;,P,, parallel 
werden soll, ihre Richtungen beibehalten. Das Bildungsgesetz des 
Fachwerks ergiebt sich zunichst nach dem Schema, dass zuerst P,, 
abgelést wird und der Stab P,P, eingefiigt, dann der Reihe nach die 
zweistabigen Knotenpunkte P,, und P,, ferner der dreistibige Knoten- 
punkt P, mit gleichzeitiger Einfiigung des Stabes P, P,, endlich der 
Reihe nach die zweistabigen Knotenpunkte P,, P,, P, abgelést werden, 


*) Vergl, Fig. 201, S. 212 des a. Werkes von Miiller- Breslau, 
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bis das Dreieck P, P, P, iibrig bleibt. Es wird also unsere erste Auf- 
gabe sein miissen, ein Fachwerk P, P,Q, Q,...Q,9 zu construiren, in 
welchem P,Q, eine von P,P, verschiedene Richtung hat, und das 
den Stab P,Q, noch nicht enthilt. Um diese Aufgabe zu lésen, werden 
wir zuerst zwei Fachwerke P, P,Q, P,Q; Q, Q; und P, P,Q; 1" Qs" G6" 1" 
zu construiren haben, welche zwei verschiedenen Richtungen des Stabes 
P,P, zugehiéren, dessen Einfiigung der Ablésung von P, entspricht. 
Schneiden sich dann die Parallelen durch Q, und Q,’ einerseits und 
durch Q,” und Q,” andrerseits zu P;P, und P,P, resp. in Q,' einer- 











seits und Q,” andrerseits, so schneidet Q,’Q,” offenbar die P,P; in 
dem Punkte Q, des gesuchten Fachwerkes P, ... Qi), wonach die 
iibrigen Knotenpunkte desselben leicht zu finden sind. Nunmehr be- 
stimmen die Parallelen durch P,, P,, P,, einerseits und durch Q,, Q;, Qio 
andrerseits zu P, P,,, P; Py, , Py Py. Py, resp. zwei ihnliche und ahnlich 
liegende Dreiecke P,, P,. P,, und Q,; Q42 Q13, deren Aehnlichkeitscentrum 
der Knotenpunkt Pi, des gesuchten Fachwerks sein muss; aus ihm er- 
geben sich leicht die tibrigen Punkte Py,..., P;', welche je auf 
Po Qio> «+ +» Py Qs liegen miissen. Hiitten alle Stabe andre Richtungen 
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erhalten sollen, so h&tten wir alle zu dem Fachwerke P, P,Q,... Qi, 
fiihrenden Constructiczen fiir eine zweite Richtung des einzufiigenden 
Stabes P,P, wiederholen wmiissen; da hierdurch unsre Figur jede 
Uebersichtlichkeit verloren uatte, so haben wir uns auf jene einfachere 
Aufgabe beschriinkt, die dem Leser doch vollkommen klar zu machen 
geeignet ist, wie sich unser Verfahren in der Ausfiihrung gestaltet. 
Wir haben es nicht fiir néthig gehalten, die verschiedenen Fiille 
zu discutiren, in denen unsre Aufgabe, unendlich viele oder nur solche 
Lésungen hat, bei der ein oder mehrere Knotenpunkte in’s Unendliche 
riicken; bei der Ausfiihrung wird sich das von selbst herausstellen. 
Wohl aber wird manchem Leser die folgende methodische Be- 
merkung vielleicht von Interesse sein. Denken wir uns den Begriff 
der Stabilitét eines Fachwerks auf Grund des Satzes 4 aufgestellt, so 
zeigt uns Satz 9, dass wir sicher einfache stabile Fachwerke mit be- 
liebig viel Knotenpunkten und von jeder Gliederung, die nicht durch 
das Vorhandensein iiberzahliger Stabe in an sich stabilen Theilen des 
Fachwerks die Stabilitat des ganzen Fachwerks von selbst ausschliesst, 
construiren kénnev. Fiir die so construirten Fachwerke lasst sich auch 
unabhiingig von den infinitesimalen Untersuchungen des § 1 beweisen, 
dass es bei Festhaltung eines Stabes und Verénderung der Richtung 
eines anderen immer eine Schaar von einfach unendlich vielen Fach- 
werken giebt, die mit dem gegebenen in der Gliederung und in den 
Richtungen aller iibrigen Stibe tibereinstimmen, so zwar, dass alle be- 
weglichen Knotenpunkte gerade dhnliche Punktreihen beschreiben, der 
Stab verdnderlicher Richtung also eine zu diesen Punktreihen projective 
Parabel umhiillt oder ein dazu projectives Strahlenbiischel beschreibt 
(vergl. Satz 5). Wird nimlich der Satz fiir die Fachwerke ¥,-: als 
bewiesen betrachtet, aus denen §;, durch einen der beiden Processe 
entstanden ist, so gilt er sofort auch fiir %,, falls es sich um den 
ersten Process handelt. Ist aber %, aus %,-1 durch Angliederung der 
Stabe P,P, P,P, P,P entstanden, so betrachten wir die Schaar der 
Fachwerke ¥i-1, He-1, Be-1,---, die aus x1 bei Festhaltung von 
P,P. und blosser Verinderung der Richtung von P,P, entstehen. 
Der Schnittpunkt P’ der Parallelen durch P,’ und P,’ zu PP, und 
PP, beschreibt dann eine gerade Punktreihe durch P, die zu dem 
Biischel der Richtungen des Stabes P,P, projectiv ist. Geben wir 
dann einem Stabe P,P, von 1 eine andre Richtung, halten wieder 
P,P, fest und veriindern nur die Richtung von P,P, der obigen 
Aenderung entsprechend, so erhalten wir eine neue Schaar von Fach- 
werken G1, Gri, Gea, ..., fiir welche der P’ entsprechende 
Punkt Q’ wieder eine Gerade beschreibt, die P,P in einem Knoten- 
punkte Q”” eines Fachwerks ©,” der gesuchten Art schneiden wiirde, 
wenn man annehmen kénnte, dass diese Gerade QQ’ nicht bei jeder 
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Annahme der Richtung von P,P. parallel zu P,P wire, Geben wir 
aber wieder P. P,-alle méglichen Richtungen, so beschreiben nach 
dem Obigen die Punkte Q und Q’ gerade projective Punktreihen; wire 
also QQ’ bestiindig parallel zu P,P, so miisste dasselbe fiir PP’ 
gelten, was wegen der Stabilitét von % nicht der Fall ist. Haben 
wir aber iiberhaupt eim Fachwerk ,’ der gesuchten Art gefunden, so 
ergiebt sich alles Weitere wie beim Beweise des Satzes-5. Da unser 
Satz nun sicher fiir das Dreieck gilt, so ist er hiermit allgemein 
bewiesen. 

Wir bemerken schliesslich noch, dass mit unserer Aufgabe auch 
die nur scheinbar allgemeinere gelést ist, die nicht einfachen Fachwerke 
bei gegebenen Richtungen der Stabe zu finden; soll niamlich diese 
Aufgabe iiberhaupt lésbar sein, so miissen die Richtungen der so- 
genannten iiberzdhligen Stibe, deren Fortlassung die Stabilitét des 
Fachwerks nicht aufhebt, durch die iibrigen bestimmt sein; man braucht 
also die Aufgabe nur zu lésen fiir dasjenige einfache Fachwerk, das 
aus dem gegebenen durch Fortlassung der iiberzihligen Stibe entsteht, 
dann miissen diese von selbst die gegebenen Richtungen annehmen. 


§ 3. 


Die Bestimmung der Spannungen in den Stiben eines einfachen 
Fachwerks. 


In den & Knotenpunkten P,P, ... Py eines einfachen stabilen 
Fachwerks ¥, denken wir uns die mit einander im Gleichgewichte 
stehenden Kriifte angebracht, deren Angriffslinien a,a, ... a, sind, 
wihrend ihre Gréssen und ihre Pfeilrichtungen durch die Seiten eines 
geschlossenen Kriftepolygons K,K,K, ... Ky-1K, dargestellt sind. 
Sollen die Krifte im Gleichgewichte sein, so muss ausserdem das 
irgend einem Pole C zugehdrige Seilpolygon*) S,S,S, ...S:, wo S, 
auf aq liegt und S,_,S, zu CK: parallel ist, ein geschlossenes sein 
derart, dass S,S, zugleich erste und letzte Seite des Seilpolygons ist 
(s. Fig. 5). Man kann offenbar die in &k — 2 Knotenpunkten an- 
greifenden Kriifte der Grésse und Richtung nach willkiirlich annehmen, 
und es miissen sich dann die den letzten beiden Knotenpunkten zu- 
gehorigen Angriffslinien auf der Resultante jener schneiden; sind sie 
dieser Bedingung gemiiss gewahlt, so sind auch die Gréssen der letzten 

*) Jede (in a, wirkende) Kraft K,_,K, ist nimlich zerlegt in die beiden 
in S,_,S, und 8,8, 44 wirkenden Componenten K,_,C und CK,, sodass nur die 


in der ersten und letzten Seite des Seilpolygons wirkenden Krifte tibrig bleiben, 
welche sich also ebenfalls aufheben miissen, Man vergl. z. B. Miiller, Breslau, 
a.a,O0. 8.7 u. 8. 
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beiden Krifte als Componenten der jener Resultante entgegengesetzt 
gleichen Kraft bestimmt. 

Die Aufgabe, die unter dem Einflusse dieser fusseren Krifte in 
den Staiben entstehenden inneren Kriafte oder Spannungen zu bestimmen, 
das sogenannte Spannungsproblem, kommt nun, wie bekannt, darauf 
hinaus, die in jedem Knotenpunkte P, wirkende Kraft k, = K,1K, 
so nach den in P, zusammenlaufenden Stiiben zu zerlegen, dass in jedem 
Stabe seinen beiden Endpunkten entsprechend zwei entgegengesetzt gleiche 
Componenten oder Spannungen resultiren; nimmt man an, dass jede 
Componente in dem jsdesmaligen andern Endpunkte des Stabes wirkt, 
so herrscht sowohl in jedem Stabe als in jedem Knotenpunkte unter 
dem Einflusse der dusseren Krifte Gleichgewicht, wie es die Entstehung 
dieser gegliederten Scheibe erfordert. Eine solche in dem Stabe P, P, 
wirkende Componente von k, wird Druck oder Zug sein, je nachdem 
sie von P, nach P, oder in umgekehrter Richtung wirkt. Wir 
kénnten offenbar den in jedem Stabe wirkenden Druck oder Zug 
beliebig annehmen und daraus die fusseren Krifte als Resultanten der 
in jedem Knotenpunkte angebrachten Spannungen bestimmen; diese 
miissen dann mit einander im Gleichgewichte sein, weil dasselbe von 
ihren Componenten gilt. Es giebt also jedenfalls oo* Kriftesysteme, 
fiir welche unser Spannungsproblem lésbar ist. Da es nun nach unsern 
obigen Betrachtungen co? Systeme von im Gleichgewicht stehenden 
iiusseren Kriften giebt, die in den & Knotenpunkten des Fachwerks 
angreifen, so wird unsre Aufgabe im Allgemeinen nur fiir die einfachen 
Fachwerke lésbar oder bestimmt sein. 

Um dies niher zu untersuchen, setzen wir wieder voraus, das 
Spannungsproblem sei fiir das einfache stabile Fachwerk ¥,_; lésbar, 
aus dem das Fachwerk ¥; durch einen unserer beiden Processe ent- 
standen ist. Dann gilt dasselbe unmittelbar fiir §;,, falls es sich nur 
um den ersten Process handelt. Ist aber % aus %i-, dadurch ent- 
standen, dass die drei neuen Stiibe PP,, PP,, PP, hinzugefiigt 
wurden, der Stab P,P, hingegen fortgelassen, so wird es offenbar 
darauf ankommen, die in P angreifende Kraft k so nach den drei 
Stiiben zu zerlegen, dass das Spannungsproblem fiir §,—~: bei Hinzu- 
fiigung dieser drei Componenten zu den iibrigen fusseren Kraften in 
dem Stabe P,P, keine Spannung ergiebt, dieser Stab also wirklich 
als nicht vorhanden betrachtet werden kann*). Nehmen wir nun an, 
das Spannungsproblem sei fiir %,-1 dieser Bedingung gemiss geldst, 
und bringen wir die so bestimmten Spannungen in den entsprechenden 
Stiben eines Fachwerks ¥;_; an, das sich von %;—; nur in der Richtung 
von P,P; unterscheidet, so werden auch die dusseren Krifte in ent- 


*) Vgl. Henneberg a. a. O. S. 230. 
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sprechenden Knotenpunkten dieselben sein, da die beiden entsprechenden 
Stiibe verschiedener Richtung P,P; und P,P, spannungslos sind. 
Es sind demnach die Componenten von k nach PP,, PP,, PP, so 
zu bestimmen, dass die hiernach fiir ¥,-1 resultirenden iiusseren Kriifte 
auch in den entsprechenden Knotenpunkten von 1 angebracht mit 
einander im Gleichgewicht stehen. Nun werden die in den Knoten- 
punkten von %;_1 angreifenden, gegebenen iusseren Kriifte k,k, . . . ky_1 
in den Knotenpunkten P,’ P,’... Py_1 von 1 angebracht eine ge- 
wisse Resultante — k’ haben, welche mit der in P angreifenden Kraft 
k gleich gerichtet und ihr entgegengesetzt gleich ist. Zerlegen wir 
also die Kraft k’ nach den drei Parailelen p,’, p,',p, durch P,’, P,’, P,’ 
zu PP,, PP,, PP, so sind diese drei Componenten die gesuchten; 
denn die ihnen gleichen Krifte in PP,, PP,, PP, selbst haben k 
zur Resultante. Da unser Fachwerk stabil sein soll, so diirfen p,’, p,', ps 
nicht durch denselben Punkt laufen, jene Zerlegung von k& nach 
PP,, PP,, PP, ist also eine vollig bestimmte*), Es lasst sich 
iibrigens auch leicht direct zeigen, dass sie von der Wahl des Fach- 
werks 1 unabhingig ist; wir iibergehen diesen Beweis, da er offenbar 
iiberfliissig ist. 

Es sind also nunmehr fiir das Fachwerk %,—; die tiusseren Kriifte 
so bestimmt, dass erstens in PP,, PP,, PP, die Componenten von 
k wirken und zweitens der fortzulassende Stab P,P,, falls fiir Fi-1 
das Spannungsproblem iiberhaupt lésbar ist, spannungslos ist. Wir 
kénnen diese Schlussweise fortsetzen, bis wir zum Dreiecke P, P, P, 
kommen. Zerlegen wir dann die in P, angreifende Kraft, die sich 
natiirlich im Allgemeinen aus k, und mehreren schon bestimmten 
Spannungskraften zusammensetzen wird, nach den Richtungen P. P, 
und P.P,, so werden diese beiden Componenten s,,, und s,,, den in 
P, und P, angreifenden Kriften das Gleichgewicht halten miissen. 
Setzen wir also s,) mit der in P, angreifenden Kraft zur Resultante 
Sp,e ZUsammen, so muss diese aufgehoben werden durch die Resultante 
Se,» VON S;,, und der in P, angreifenden Kraft. Es wirken diese Resul- 
tanten folglich in dem Stabe P,P, und sind den Spannungen desselben 
gleich. Schliessen wir nun wieder riickwarts, so haben wir das 
Spannungsproblem der Reihe nach fiir ein Fachwerk mit drei, vier, 
...+, k—1, k Knotenpunkten gelést und zwar fiir die vorher be- 


*) Laufen p,, pp, ps durch denselben Punkt P’, ist also §, ein instabiles 
Fachwerk, so liefert das Spannungsproblem entweder unendlich viele oder nur 
unendlich grosse Werthe der Spannungen, je nachdem k’ durch P’ liuft oder 
nicht. Denn die Zerlegung wird bekanntlich dadurch bewerkstelligt, dass man 
zuerst k’ in zwei Componenten nach p, und der Verbindungslinie der beiden 
Punkte (k’, ps) und (p;’, p,) zerlegt und dann die letzte Componente in zwei 
Componenten nach p, und p,’. 


Mathematische Annalen. XLVIII. 1i 











162 F, Scuur. 


stimmten fusseren Kriifte, sodass die spiter fortzulassenden Stibe von 
selbst spannungslos werden. Der von uns eingeschlagene Weg lisst 
zugleich erkennen, dass unter der Voraussetzung der Stabilitit des 
gegebenen einfachen Fachwerks das Spannungsproblem nur eine Lisung 
haben kann. Wir erhalten also den Satz: 

10. Ein einfaches stabiles Fachwerk ist stets auch statisch bestimmt, 
d. h. die unter dem KEinflusse von dusseren mit einander im Gleich- 
gewichte stehenden Kriften, die in seinen Knotenpunkten angreifen, 
entstehenden Spannungen sind vollkommen bestimmt *). 

Ist ein Fachwerk §; bekannt, das mit % die Gliederung und die 
Richtungen der entsprechenden Stabe bis auf diejenige irgend eines 
Stabes P,P, gemein hat, so liisst sich die Spannung s,,, in diesem 
Stabe auch ganz direct ohne Kenntnis anderer Spannungen construiren. 
Wird nimlich das durch Fortlassung des Stabes P,P, entstehende 
Fachwerk durch Einfiigung eines geeigneten Stabes P,P, wieder zu 
einem stabilen Fachwerke ©, gemacht und werden, damit das Spannungs- 
problem dasselbe bleibe, in P, und P, die beiden Kriifte s,,. und s,,, 
hinzugefiigt, so wird ja P,P, spannungslos sein. Denken wir uns 
daher wieder in allen Stiiben eines Fachwerks G,, das sich von G, 
nur in der Richtung des Stabes P,P, unterscheidet, also z. B. mit ,’ 
alle Knotenpunkte gemein haben darf, dieselben Spannungen wirkend 
wie in den entsprechenden Stiben von ©,, so miissen auch in allen 
Knotenpunkten von ©; iiussere Krifte derselben Richtung und Grisse 
resultiren wie in den entsprechender Knotenpunkten von G,. Denken 
wir also umgekehrt in allen Knotenpunkten von , oder §, Krifte 
derselben Richtung und Grosse angebracht wie die gegebenen dusseren 
Kriifte in den entsprechenden Knotenpunkten von ¥;, so werden die- 
selben ein Kriaftepaar bestimmen, dessen Componenten nach zwei 
Parallelen zu P,P, durch P,’ und P,;’ den gesuchten Zusatzkriften in 
P, und P, fiir G, entgegengesetzt gleich, also den gesuchten Spannungen 
Sap und s, in P,P, (als Componenten von k, resp. ky) gleich sind. 
Wir kénnen diese Regel in dem folgenden Satze aussprechen: 

11. Ist ein Fachwerk §; von derselben Gliederung wie §% bekannt, 
das sich von %, nur in der Richtung eines Stabes P, P; unierscheidet, so 
bringe man in den Knotenpunkten von % gleiche und gleich gerichtete 
Krifte an wie in den entsprechenden Knotenpunkten von ¥,; reducirt 
man dann das diesen Kriften dquivalente Paar auf zwei cu P,P, 
parallele Angriffslinien durch P, wnd Py, so stellt die durch Py 
gehende Kraft dieses neuen Paares die von P, ausgehende Spannung in 
P,P, dar. 


*) §. Féppl, Theorie des Fachwerks, 8. 23 ff., Leipzig 1880, und Henne- 
berg a, a. O. 8, 233, 
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Was die hier nédthige Reduction des Kriftepaares betrifit, so 
braucht man nur fiir irgend einen Pol C, der sich auf einer Parallelen 
zu P, P, durch den Anfangspunkt K, des gegebenen Kriftepolygons 
befindet, und fiir die den Seiten dieses Kriftepolygons parallelen An- 
griffslinien durch P,’ P,'... Py ein Seilpolygon S,'S,’... S; Si41 zu 





Fig. 5, 


zeichnen, dessen erste Seite durch P,’ geht; schneiden sich dann die 
erste und vorletzte Seite des Seilpolygons in 6, die Parallele durch P,’ 
zu P,P, aber und die letzte Angriffslinie in t, so schneidet die Parallele 
durch K,_; zu 6t den Seilstrahl CK, in einem solchen Punkte Q’, 
dass K,Q‘ die gesuchte Spannung s,,, darstellt; denn das Seilpolygon 
fiir den Pol Q’, dessen erste Seite durch P, geht, schickt seine letzte 
11* 
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Seite durch P,’*). Wir haben diese Construction in Fig. 5 zur Be- 
stimmung der Spannung im Stabe P,P, des mehrfach betrachteten 
Fachwerks mit sechs Knotenpunkten benutzt, wobei wir nur der 
grésseren Bequemlichkeit wegen den Punkt K, zum Anfangspunkte 
des ja geschlossenen Kraftepolygons gemacht haben; das Seilpolygon 
S,S,...S, diente zur Bestimmung der urspriinglichen dausseren Krifte 
und konnte zugleich mit dem anderen construirt werden. Man wird 
hiernach beurtheilen kénnen, welche Vortheile diese neue graphische 
Methode zur Bestimmung der Spannungen in einem Fachwerke in den 
Fallen bietet, in denen die alten Methoden versagen. 

Hierbei wird es nicht ohne Interesse sein, zu sehen, wie diese Methode 
in die alte Culmann’ sche iibergeht, falls das Fachwerk ;, aus zwei Fach- 
werken Y& und $ durch Verbindung mit drei Stiben entstanden ist, von 
denen P,P, der eine ist. Dann kann man nimlich als das Fachwerk ¥; 
dasjenige betrachten, das aus Y% und einem Fachwerke %’ besteht, das 
za $ ahnlich und mit ihm in Bezug auf den Schnittpunkt D der 
beiden andern Stiibe ahnlich gelegen ist; diese zwei Verbindungsstiibe 
behalten dann ihre Lage, wahrend P,P, in P,P, iibergeht. Das 
Kriftepaar kénnen wir uns hier gegeben denken durch die Resultante 
a der auf & wirkenden Krifte und die Resultante b’ der auf %’ 
wirkenden Krifte, deren Angriffslinie offenbar durch die obige Aehnlich- 
keitstransformation hervorgeht aus der mit der von a zusammenfallenden 
Angriffslinie der Resultante 6 der auf $ wirkenden Krifte; denn die 
Angriffslinie der Resultante einer Reihe von Kriaften findert sich nicht, 
wenn die Kriifte in demselben Verhiltnisse vergréssert oder verkleinert 
werden. Es liegen folglich D, der Punkt A=—(a, P,P.) und der 
Schnittpunkt B’ der Parallelen durch P, zu P,P, mit b’ in einer 
Geraden. Man kann hier also die Reduction des Kriiftepaares a, b’ 
auf die beiden zu P,P, parallelen Angriffslinien so vornehmen, dass 
man @ nach P,P, und AD und Bb’ nach AD und P; B’ zerlegt, und 
in dem ersten Schnitte besteht bekanntlich die Culmann’sche Methode **). 

Auch die Methode zur Bestimmung der Spannung in irgend einem 
Stabe, welche man Miiller-Breslau***) verdankt, setzt die Con- 
struction des Fachwerks %; voraus, das bei M. die Rolle der Figur 
der Geschwindigkeitspole spielt. M. bildet naimlich fiir jeden Knoten- 
punkt P, die Gleichung, welche ausdriickt, dass das Drehungsmoment 


*) Es beruht das auf dem bekannten Satze der graphischen Statik, dass die 
Schnittpunkte gleichvielter Seiten zweier Seilpolygone, die zu demselben Systeme 
von Kriiften, aber zu verschiedenen Polen gehéren, auf einer zur Verbindungs- 
linie dieser Pole parallelen Geraden liegen. Man vergl. z.B. Miiller- Breslau 
aa. O. 8. 9. 

**) Culmann, Die graphische Statik 1. Aufl., 8S. 363, Ziirich 1866, 
***) S. das Citat auf S. 142. 
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der von P, ausgehenden Spannungen in Beziehung auf den Punkt P,’ 
gleich dem Momente der Kraft i, fiir denselben Punkt. ist. Addirt 
man alle diese Gleichungen, so bleibt auf der einen Seite nur die 
Spannung sq,5 multiplicirt mit der Differenz der Entfernung des Punktes 
P’ von derjenigen des Punktes P,’ von P,P,, wahrend auf der andern 
Seite die algebraische Summe der Drehungsmomente der iiusseren Krifte 
in Beziehung auf die entsprechenden Geschwindigkeitspole steht. Die 
graphische Verwerthung der hieraus fliessenden Methode fihrt ent- 
schieden zu weniger einfachen Constructionen als die von mir an- 
gegebene Methode, wie schon daraus hervorgeht, dass man Satz 11 
auch in folgende Form setzen kann: Ist ein Fachwerk % von der- 
selben Gliederung wie %, bekannt, das sich von §, nur in der Richtung 
des Stabes P,’ P, unterscheidet, so ist das Moment der in P,’ angebrachten 
Spannung Sq,» des Stabes P,P, in Beziehung auf den Punkt Py’ gleich 
dem Momente der in den Punkten P! von §% angebrachten gegebenen 
diusseren Krdfte k, fiir denselben Momentenpunkt. Auch hiernach kann 
So,o In bekannter Weise mit Hiilfe eines Seilpolygons ermittelt werden, 
da es sich tiberall um denselben Momentenpunkt handelt, wihrend 
hierzu nach Miiller-Breslau erst eine umstiindliche Verlegung der 
iiusseren Kriifte erforderlich ist. In der That gehen beide Methoden 
in einander tber, wenn man beriicksichtigt, dass erstens die Summe 
der Momente der in P, angreifenden Krifte k, in Beziehung auf einen 
und denselben Momentenpunkt P, verschwindet, und dass zweitens 
das Moment der in P, angreifenden Kraft k, fiir P.’ gleich der Differenz 
der Momente derselben in P, resp. P; angreifenden Kraft fiir den 
Punkt P,' ist. Es muss jedoch bemerkt werden, dass der Verfasser diese 
Ueberfiihrbarkeit der beiden Methoden in einander erst nachtriiglich er- 
kannte, dass fiir ihn vielmehr der auch bei den obigen Beweisen be- 
folgte Gesichtspunkt massgebend war, fiir die beiden Fachwerke %, 
und %, die sich nur in der Richtung eines Stabes unterscheiden, auch 
die Spannungsprobleme in médglichst grosse Uebereinstimmung zu 
bringen. 

Nimmt man wieder an, dass das Fachwerk aus zwei stabilen Fach- 
werken & und B durch Kinfiigung von drei Stiben entstanden ist, 
so geht die Methode von Miiller-Breslau in die Ritter’sche*) tiber; 
denn dann kann man die Geschwindigkeitspole der Punkte von 8, die 
der Bewegung von $ gegen % nach Entfernung des Verbindungs- 
stabes P,P, entsprechen, alle in den momentanen Drehpunkt D der 
Scheibe B verlegen, wihrend die Geschwindigkeitspole der Punkte von 
&% mit ihnen selbst zusammenfallen, also keinen Beitrag fiir obige 
algebraische Summe liefern. 


*) Ritter, Elementare Theorie und Berechnung eiserner Dach- und Briicken- 
Constructionen. Hannover 1863. 
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Jedenfalls sieht man, wie die verschiedenen Methoden zur Be- 
stimmung der Spannungen in einem Fachwerke alle aus unserer Methode 
ohne Schwierigkeit abgeleitet werden kénnen. Wie sie auch zur Ver- 
vollstindigung der Cremona’schen Methode dient, werden wir im 
nachsten Paragraphen sehen. 


§ 4. 
Ueber Krafteplane. 


Die erste von uns entwickelte Methode zur Bestimmung der 
Spannungen in einem einfachen stabilen Fachwerke, das aus einem 
Dreiecke durch allmahliche Anfiigung von je zwei Staiben entstanden 
ist, gestaltet sich dann besonders einfach, wenn die allmihliche Zer- 
legung der in dem jedesmal fortzulassenden Knotenpunkte P, an- 
greifenden Kraft K,-,K, so vorgenommen werden kann, dass der die 








beiden Spannungen K,,@Q, und Q,K, liefernde Punkt Q, unmittelbar 
als Eckpunkt des Kriftepolygons betrachtet werden kann, das zu dem 
durch Fortlassung der beiden Stiibe entstehenden Fachwerke gehdrt, 
sodass der Zerlegungsprocess ohne Unterbrechung fortgesetzt werden 
kann. Das wird z. B. bei den in der Praxis besonders hiufig benutzten 
Fachwerken der Fall sein, die aus lauter schlicht neben einander 
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gelagerten Dreiecken bestehen. Dann liegen namlich simmtliche Knoten- 
punkte am Rande der von diesen Dreiecken iiberdeckten Fliche, und 
wir brauchen die dusseren Krifte nur in die Reihenfolge zu bringen, 
welche der Aufeinanderfolge ihrer Angriffspunkte auf diesem Rande 
entspricht. Dann ist Ko-1Q, | PoiP, wnd @Q K, || Pa Poy, sodass 
nach Fortlassung von P, in P,-, und P,4; Kriifte angreifen, welche 
durch die aufeinander folgenden Seiten K,-2@Q, und Q, Ky41 des neuen 
Kriftepolygons dargestellt sind (vergl. Fig.6). Diese Figur, welche 
die Stabkrifte nunmehr in tibersichtlicher Anordnung enthilt, wird 
ein Krdfteplan genannt. In einem Kriifteplane ist die Léswng des 
Spannungsproblems gewissermassen in Evidenz gesetzt, insofern den 
von jedem Knotenpunkte auslaufenden Stiben als Darstellungen ihrer 
Spannungen im Krdfteplane Strecken entsprechen, die mit der dem 
Knotenpunkte entsprechenden Seite des Kréftepolygons ein geschlossenes 
Polygon bilden, und jede Stabkraft gemeinsame Seite von zwei solchen 
Polygonen ist. Es wird nun unsre Aufgabe sein, die allgemeinen Be- 
dingungen aufzustellen, an welche die Existenz eines solchen zu einem 
einfachen, stabilen Fachwerke gehérigen Krifteplanes gekniipft ist. 
Hierbei werden wir allerdings die folgende allgemeine Voraussetzung 
zu Grunde legen: Die Existenz eines Krifteplanes fiir ein gegebenes, 
einfaches, stabiles Fachwerk wnd gegebene dussere Kréfte soll nicht auf- 
gehoben werden durch Verdnderung der Richtungen der Stibe und der 
Grissen und Richtungen der nicht verschwindenden dusseren Kriifte. 
Ohne eine solche Voraussetzung wiirden in der That unsre Unter- 
suchungen, wenn sich dann tiberhaupt noch ein Angriffspunkt fiir sie 
béte, zu kciner aligemeinen und praktisch brauchbaren Methode fiihren 
k6énnen. 

Dieser Voraussetzung fiigen wir noch die weitere hinzu, dass kein 
Stab des Fachwerks bei beliebiger Annahme der von Null verschiedenen 
diusseren Kriifte spannungslos sei; wir werden diese Annahme, damit 
unsre Untersuchungen sich nicht von vornherein zu verwickelt ge- 
stalten, erst auf S. 172 u. 173 als stets erfiillt nachweisen, falls das 
Fachwerk in geeigneter Weise reducirt ist. 

Es wird nun unsre niichste Aufgabe sein, durch Ermittelung der 
Anzahl p der Eckpunkte Q, des Kriifteplanes unseren weiteren Unter- 
suchungen eine feste Grundlage zu geben. Zu diesem Zwecke erweitern 
wir die Figur des Krafteplanes durch Hinzufiigung der Seilstrahlen 
CK,, CK,,...,CKn-1, wo, wie wir sehen werden, im Allgemeinen 
kleiner als & ist, d. h. in einer Reihe von Knotenpunkten wirken keine 
insseren Krifte. Wir wollen die neue Figur den erweiterten Kriifte- 
plan nennen; er ist offenbar ein Fachwerk mit n+ p-+1 Knoten- 
punkten, niimlich den » Ecken des Kraftepolygons, den p Ecken des 
Krifteplanes und dem Pole des Seilpolygons, und mit 2” + s Stiben, 
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nimlich deu » Seilstrahlen, den n Seiten des Kriiftepolygons und den 
s Seiten des eigentlichen Krifteplanes. Es ist nun zuerst leicht zu 
sehen, dass der erweiterte Krdfteplan ein stabiles Fachwerk ist, d. h. 
durch seine Gliederung, die Richtungen seiner Stiibe und die Endpunkte 
eines Stabes vollkommen bestimmt ist. Wahlen wir in der That etwa 
CK, als diesen Stab, so ist zunichst das ganze Kriftepolygon durch 
die Richtungen seiner Seiten und der Seilstrahlen bestimmt; von diesen 
2n Staben ist sogar der eine tiberzihlig, d.h. seine Richtung durch 
diejenige der tibrigen mitbestimmt (vergl. 8. 159). Wiirden nun hiernach 
die Punkte Q, nicht durch die Richtungen der s weiteren Stiibe be- 
stimmt sein, sondern wiirde noch ein zweites System von Eckpunkten 
Q, existiren, das dieselben Bedingungen erfiillt, und denken wir uns 
diese neuen s Stiibe als Spannungen in den entsprechenden s Stiiben 
des Fachwerks % wirkend, so werden die resultirenden fusseren Kriifte 
mit den gegebenen identisch sein, weil die Gliederung des erweiterten 
Krifteplans die Lésung des Spannungsproblems in Evidenz setzt. Unser 
urspriingliches Spannungsproblem hatte also mehr als eine Loésung. 
Weiterhin ist es nicht schwer zu sehen, dass der erweiterte Kriifte- 
plan ein stabiles Fachwerk mit zwei iiberzihligen Stiiben ist*). Lassen 
wir namlich etwa den Seilstrahl CK,_, und die Kriftepolygonseite 
K,—1K, fort und nehmen an, der erweiterte Krifteplan wiirde dadurch 
instabil, so wiirde durch analoge Schliisse wie eben folgen, dass einer 
zweiten hierdurch bedingten Spannungsvertheilung entsprechend in den 
Knotenpunkten P,, P,,..., Pa, die gegebenen iiusseren Kriifte 
resultiren miissten, wihrend die Kraft in P,_; wenigstens die gegebene 
Richtung haben miisste; dann miissten aber auch die Krifte in P,_; 
und P, die gegebenen sein (vergl. S. 159 u.), sodass unser Spannungs- 
problem wieder mehr als eine Lésung hiitte. Nun beweist man in 
analoger Weise, dass der erweiterte Krifteplan bei Fortlassung jedes 
weiteren Stabes instabil wird, indem wir von unserer Grundvoraus- 
setzung auf 8. 167 Gebrauch machen. Darnach kénnen wir nimlich 
entsprechend der Aenderung der Richtung jedes Stabes von , oder 
jeder Angriffslnie iu P,, P,, ..., Px, oder jeder Seilpolygonseite 
S,S,, S,S,,.. +, S,2S,-1 einen Krifteplan finden, und die Aenderung 
jeder dieser Richtungen fiir sich ist ja méglich (vergl. 8. 158 u. 159). 
Lassen wir also CK, _; und K,_: K, fort, so kann die Richtung jedes 
andern Stabes des erweiterten Krifteplanes ohne Aenderung der iibrigen 
verindert werden, der erweiterte Krafteplan ist also nach Fortlassung 
der Stéibe CK,-, und Ky, K, ein einfaches, stabiles Fachwerk, es muss 
folglich die Gleichung bestehen: 2(n-++-k)—5—2(n-+-p+1)—3 oder: 


p=Hk—2, 


*) Vergl. 8. 159 o. 
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Um hieraus weitere Schliisse zu ziehen, schicken wir einige Defi- 
nitionen und Hiilfssitze voraus. Unter einem einfachen Polygone ver- 
stehen wir ein geschlossenes Polygon, das zwar iiberschlagen sein kann, 
von dem aber keine zwei Ecken zusammenfallen. Wir sprechen ferner 
von einer vollstindigen Zerlegung eines Fachwerks in p einfache Polygone, 
wenn die Stiibe so als die Seiten von p einfachen Polygonen angeordnet 
werden kénnen, dass jeder Stab die gemeinsame Seite von zwei und 
nur zwei Polygonen ist. Kine solche vollstiindige Zerlegung eines 
Fachwerks. wollen wir zusammenhdngend nennen, wenn man dadurch, 
dass man von einem Polygone ausgehend an dieses ein zweites ansetzt 
das mit dem ersten eine oder mehrere Seiten gemein hat, an diese 
ebenso ein drittes u. s. f., schliesslich zu allen Polygonen der Zerlegung 
kommen kann. Dann konnen wir folgenden Hiilfssatz beweisen, 
bei dem, wie wir ausdriicklich bemerken wollen, keinerlei Voraus- 
setzung tiber Stabilitat oder Einfachheit des Fachwerks gemacht wird. 
Der Satz lautet: 

12. Hat man eine volistindige und zusammenhdngende Zerlegung 
eines Fachwerks mit k Knotenpunkten und s Stiben in p einfache 
Polygone, so ist stets p<s —k-+ 2*), 

Seien niimlich die Polygone in eine Reihenfolge 


(Qi) (Ge) 2+ + «1 (Qa)> + = +» (Gp) 
ihrer Ansetzung gebracht, und bezeichne g, die bei der Ansetzung 
von (Q,) néthige Anzahl verschiedener Reihen aufeinander folgender 
neuer Stiibe und ¢, die Anzahl der zwei neuen Stiiben gemeinsamen 
Ecken, welche nach schon vorhandenen Kcken fallen, so vermehrt sich 
offenbar die Zahl s—k bei Ansetzung von (Q,) um gg+%. Denn 
bei Ansetzung jeder Reihe aufeinander folgender neuer Stabe wird ein 
Stab mehr angesetzt als Ecken, falls diese alle neu sind; die Zahl 1 


*) Man vergl. hiermit die Behauptung von Griibler auf 8S. 4 der o. a. Schrift: 
,,dass die Anzahl v der von den Stében gebildeten Polygone, falls jeder Stab nur 
zweien derselben angehdren soll, nur die beiden Werthe s—-(k—1) und s—(k—1)+1 
haben kann,“* welcher die Zerlegung des mehrfach benutzten Fachwerks mit 
sechs Knotenpunkten (Fig. 1) in die drei Sechsecke P, P,P; P,P; Py(P;), 
P,P; P,P,P;P;(P2) wd P; P,P, P,P; P.(P3) offesbar widerspricht. (Diese 
Zerlegung hat mir Friedrich Schilling mitgetheilt), Es wird hiernach iiberfliissig 
sein, die Unzulinglichkeit des Griibler’schen Beweises darzuthun, die eben in der 
ganzen Methode liegt. Die analytische Beweisfiihrung kann hier iiberhaupt nur 
auf solche Fachwerke angewendet werden, fiir welche die Richtungen der Stiibe 
unabhiingig von einander sind, wiihrend die betreffenden Siitze rein topologischer 
Natur sind und nur von den Zahlen s und & abhiingen. Es mag schliesslich noch 
bemerkt werden, dass die obigen scharfen Begriffsbestimmungen bei Griibler ganz 
fehlen. Ohne diese liisst sich aber nichts beweisen. So kann man z, B., wenn 
der Zusammenhang der Zerlegung aufgegeben wird, auch Fachwerke construiren, 
fiir die es eine vollstiindige Zerlegung in mehr als s —k-+ 2 Polygone giebt. 
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vermehrt sich also jedesmal noch um die Zahl der zwei neuen Stiben 
gemeinsamen Ecken, welche in alte Ecken fallen; hierbei sind 
da = t, = 0 zu setzen, falls das Polygon aus lauter schon vorhandenen 
Stiiben besteht. Es ist hiernach die Vermehrung von s—k um 
da + ta — 1 grésser als die von p. Hiernach ist sicher: 


p 
p=s—k+1—)>)(qtt—1). 
a2 
Es wird also darauf ankommen, zu beweisen, dass diese letzte Summe 
nicht dadurch, dass Ofters der Fall gq, —%, =O eintritt, << — 1 
werden kann. 

Nun wird doch vor Beendigung unseres Ansetzungsprocesses immer 
eine Reihe von Stiiben nur in einem Polygone vorkommen, diese Stibe 
werden jedesmal ein oder mehrere einfache Polygone bilden, welche 
wir Randpolygone nennen wollen. Denn durchlaufen wir die Reihe 
der Polygone, die sich um den Endpunkt eines Randstabes an das 
diesen enthaltende Polygon mit durch den Endpunkt gehenden Stiben 
ansetzen, so finden wir, dass durch jeden Endpunkt eines Randstabes 
mindestens noch ein zweiter Randstab gehen muss. Am Anfange 
unseres Processes ist ja 1 die Anzahl dieser einfachen Randpolygone. 
Sei nun nach Ansetzung von (Q,) die Anzahl der einfachen Rand- 
polygone v, und durchlaufen wir (@,) in irgend einem Sinne, so werden 
wir offenbar von einem Randpolygone zu einem anderen nur gelangen 
kénnen durch eine Reihe auf eimander folgender Stabe von (Q,), die 
zugleich (Q,) angehéren, oder bei Ueberschreitung eines Eckpunktes 
von (Q,), in dem zwei neue Stiibe von (Q,) zusammenstossen. Da 
nun keins der einfachen Randpolygone aus Stiiben von (Q,), das selbst 
einfach ist, allein bestehen kann, so ist sicher r < g, + ¢,; denn man 
braucht ja auf einem jener Verbindungswege nicht in ein noch nicht 
passirtes Polygon zu kommen. Durch Ansetzung des Polygons (Q,) 
kann sich also die Anzahl der Randpolygone um héchstens g,-+¢,—1 
vermehren. Ganz ebenso ergiebt sich, dass die Anzahl der Rand- 
polygone, die nach Ansetzung von (Q,) an (Q,) anstossen, hédchstens 
Ga +, sein kann. Sind daher diese Randpolygone aus @ alten ent- 
standen — und aus einem alten miissen sie mindestens entstanden 
sein — so hat sich bei Ansetzung von (Q,) die Zahl der einfachen 
Randpolygone um hiéchstens g, + ¢— @ vermehrt. Da sich fiir den 
Fall g, = t=O die Zahl der einfachen Randpolygone um 1 ver- 
mindert, so kénnen wir jedenfalls sagen, dass die Zahl der einfachen 
Randpolygone vor Ansetzung von (Q,) héchstens gleich 


1 +> + t,—1) 
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sein kann. Da aber diese Zahl ‘thatsichlich 1 ist, so folgt in der 
That, dass 


p 
Zz (Ga + ta — 1) 
a=2 
nicht kleiner als — 1 werden darf; unser Satz ist folglich bewiesen. 

Aus unserem Satze ergiebt sich unmittelbar der folgende: 

13. Hine vollstdndige und zusammenhiingende Zerlegung eines Fach- 
werks mit k Knotenpunkten und 2k — 3 Stiében kann hichstens k —1 
einfache Polygone enthalten. 

Ehe wir hiervon weitere Anwendungen machen, bemerken wir, 
dass wir dem erweiterten Kriafteplane § entsprechend auch ein 
erweitertes Fachwerk *§ haben werden, das durch Erweiterung des 
Fachwerks ¥, um die Ecken und Seiten des Seilpolygons und den 
Stiiben S,P, entsteht, die in die Angriffslinien der fusseren Kriifte 
fallen. Da die Seiten des Seilpolygons noch parallel mit sich selbst 
verschoben werden kénnen, so ist das erweiterte Fachwerk ¥ ein in- 
stabiles Fachwerk mit k-+-n Knotenpunkten und 2(k-+-n) — 3 Stiben. 

Kir den erweiterten Krifteplan haben wir offenbar der Definition 
gemiiss eine vollstandige Zerlegung in k-+ mn Polygone. Von diesen 
sind die » Dreiecke, welche den Ecken des Seilpolygons entsprechen, 
sicher einfach, und es fragt sich, ob dasselbe auch von den k Polygonen 
gilt, welche den Knotenpunkten von %, entsprechen. Das wiirde 
sicher der Fall sein, wenn unsere Zerlegung zusammenhingend wire. 
Denn zerfielen dann jene k Polygone in k + einfache, so miisste 
nach Satz 12 scin: 

mtk+R<2(k+n) — 3 — (k+n—1)+2—k+n, 

es miisste also k’ —0, also jedes Polygon einfach sein. Ware aber 
unsre Zerlegung nicht zusammenhingend, zerlegte sie vielmehr den 
erweiterten Krifteplan § in i Theile ®,, &,, ..., i, fiir welche je 
eine zusammenhingende vollstiindige Zerlegung vorliige, und hiitte jeder 
dieser Theile 2, einfache Polygone, s, Stabe und x, Knotenpunkte, so 
wire entweder héchstens fiir einen Theil s, — 2 — 2x, — 3 oder fiir 
zwei Theile s, — 1 = 2x, — 3, fiir alle andern Theile aber sicher 
Sq < 2x, —3, da sonst & mehr als zwei tiberzihlige Stabe enthielte, 
Es folgt daher durch Addition: 


8, + Sy e+ 8; — 2 = 2(k+n) —5<2(x,+%,4+---+%;) — 3%, 


also: 
H+ m+ e+e rk+n— 1+$(i—1). 


Den i Theilen von & entsprechend miisste aber auch das erweiterte 
Fachwerk § in i Theile mit je s, Staiben und mit je héchstens 2, 
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Knotenpunkten zerfallen, insofern zwei Polygonen desselben Theiles 
derselbe Knotenpunkt im Fachwerk entsprechen kénnte. Es ist also, 
da § nicht aus Theilen nicht-einfacher Gliederung bestehen kann, 
jedenfalls: s,<2a,—3. Daraus folgt: 

2(k-+n) — 3 <2(m, +m, +--+» +m) —3i 


oder: 


a, +a, +---+a,>k+n4+5(i—1). 


Nun gilt aber fiir jeden Theil &, die Ungleichung: 
Hq <8, — * + 2, 


woraus folgt: 
+ my --++ 0; < 2(k-+n) —3 — (k+n—1+4 5-1) + 2% 
<k+n+ 5(i-)), 


welche beide Ungleichungen offenbar nur fiir i = 1 und unter Annahme 
des Gleichheitszeichens mit einander vertraglich sind. Hiermit ist also 
bewiesen, dass der erweiterte Kréfteplan:- den k 4+-n Knotenpunkten des 
erweiterten Fachwerks entsprechend in k +-n einfache Polygone zerlegt 
sein muss. Es mag hervorgehoben werden, dass dies Resultat natiirlich 
auf unserer Grundvoraussetzung beruht, dass die Existenz des Krifte- 
planes nicht von den Richtungen seiner Seiten abhinge. 

Nun ist weiter klar, dass in jedem Eckpunkte Q, des Kréfteplanes 
mehr als zwei Stibe zusammenlaufen miissen; denn sonst kénnte man 
die Richtung eines solcher zwei Stabe abiindern, ohne dass sich die 
Richtungen der iibrigen Stibe des erweiterten Krifteplanes indern, 
dieser kénnte also nicht zwei iiberzihlige Stabe haben, es miisste denn 
in dem entsprechenden Stabe des Fachwerks bei jeder zuliissigen An- 
nahme der iusseren Krifte keine Spannung herrschen, die Richtung 
des Stabes im Krifteplane also an sich unbestimmt werden. Es wird 
deshalb gut sein, diese Méglichkeit tiberhaupt einmal ins Auge zu 
fassen. 

Soll in einem oder mehreren Stiben des Fachwerkes bei allen még- 
lichen Richtungen der Stiibe des erweiterten Fachwerks keine Spannung 
herrschen, so werden die iibrigen s Stibe von %, ein Fachwerk fy 
mit k’ Knotenpunkten bilden; denn ein gespannter Stab darf bei be- 
liebiger Richtung keinen Endpunkt haben, in dem sonst lauter 
spannungslose Stiibe zusammenstossen, da auch die in dem Endpunkte 
etwa angreifende Kraft beliebig ist. Existirt nun fiir ¥, ein Krafteplan, 
so ist er zugleich ein Kriafteplan fiir §,, von dessen Erweiterung man 
genau in derselben Weise wie oben zeigt, dass er ein stabiles Fachwerk 
mit zwei iiberzilligen Staben ist, fiir das eine vollstiindige Zerlegung in 
mindestens » + k’ einfache Polygone vorliegt. Zerfiele diese Zerlegung 
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wieder in 7 zusammenhingende, denen Theile des erweiterten Krifte 
planes mit je s,’ Stiben, x,’ Knotenpunkten und z,’ einfachen Polygonen 
entsprechen, so beweist man in analoger Weise wie oben, dass: 


, , , ’ 2 . 
x, ++ fore pai >i Fett FG, 


m, + 2%, -+-- fai >Pteet$ 4 FG 1) 


und 


, , , 42 3 rr 
mp omy pss pai SS EEEI  FG—1), 
sodass i= 1 und k < ce 8 sein muss. Da nun wegen der Hinfach- 


heit des Fachwerks ¥; nicht s’ > 2k’ — 3 sein darf, so ist s’' = 2k’ —3; 
aus demselben Grunde hat daher jy, die Gliederung eines einfachen 
stabilen Fachwerks, ist also wegen der Verinderlichkeit der Richtungea 
seiner Stiibe selbst stabil. Der von uns angenommene Fall erlaubt 
demnach das Problem dahin zu vereinfachen, dass statt }, das einfache 
stabile Fachwerk ¥, zu behandeln ist. Wir werden also annehmen 
kinnen, dass die Stiibe des Kréfteplanes stimmtlich von Null verschieden 
sind, also durch jeden seiner Eckpunkte Q, mindestens drei Stabe 
laufen. 

Nun sieht man auch leicht, dass niemals zwei Polygone des 
Kriifteplanes mehr als eine Seite gemein haben diirfen, weil sonst 
durch die ihnen entsprechenden Knotenpunkte des Fachwerks mindestens 
ein Paar paralleler Stibe laufen miisste, was man durch Verinderung 
der Richtung eines Stabes immer vermeiden kann. Durchlaufen wir 
daher die in einem Eckpunkte Q, des Krafteplanes zusammenstossenden 
Polygone in der Reihenfolge ihrer Ansetzung an die Stabe durch Q,, 
so finden wir, dass jedem Punkte Q, ein oder mehrere einfache Polygone 
im Fachwerke entsprechen*). Da dasselbe vom Pole C, dem ja das 
Seilpolygon entspricht, und den Eckpunkten des Kriftepolygons gilt, 
so folgt aus der Existenz eines Krifteplanes eine vollstindige Zerlegung 
des erweiterten Fachwerks ¥ in mindestens k-+-— 1 einfache Polygone. 
Durch Wiederholung der mehrfach angewendeten Schliisse findet man 
dann wieder, dass diese Zerlegung zusammenhiingend sein muss, also 
jedem der k-+-n—1 Knotenpunkte des erweiterten Kriifteplanes gerade 
ein einfaches Polygon des erweiterten Fachwerks entsprechen muss; 
zwischen beiden Figuren besteht also vollkommene Reciprocitat. 


*) S. Petersen, a. a. O. 8. 156. Was die weiteren Siitze von Petersen betrifft, 
so halten wir dieselben theils fiir praktisch unbrauchbar zur Entscheidung iiber 
die Existenz eines Krifteplanes, theils haben wir uns nach den kurzen An- 
deutungen, die von ihren Beweisen gegeben sind, nicht iiberzeugen kiénnen, dass 
Petersen wirklich im Besitze strenger Beweise dieser Siitze gewesen ist. Einige 
Siitze verlieren z. B. ihre Giiltigkeit, wenn man den Zusammenhang der Zer- 
legung aufgiebt, wahrend ein diesbeziiglicher Vorbehalt nirgends gemacht wurde. 
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Unter den n + k — 1 einfachen Polygonen des erweiterten Fach- 
werks interessiren uns hauptsichlich diejenigen k — 2, welche dem 
Fachwerke §, selbst ganz und gar angehéren. Diese Polygone bilden 
offenbar keine vollstiindige Zerlegung von %;, es kommen vielmehr 
eine Reike von Stiben nur in je einem Polygone vor. Diese sogenannten 
Randstébe gehéren nach Satz 13 offenbar einem einfachen Randpolygone 
an, das die Zerlegung von %; vervollstiindigt. Hiernach héngt die 
Existenz eines Kriifteplanes fiir ein einfaches, stabiles Fachwerk ¥; 
nothwendig ab von der Moglichkeit, eine vollstindige und folglich auch 
zusammenhiingende Zerlegung von %, in k—1 einfache Polygone zu 
finden. 

Um diese nothwendige Bedingung fiir die Existenz eines Krifte- 
planes auch als hinreichend nachzuweisen, miissen wir die Beziehung 
je zweier dieser Polygone zu einander studiren. Bei diesen Betrachtungen 
sind natiirlich nur die Gliederung und nicht die Richtungen der Stabe 
wesentlich, sodass man die letzteren z. B. alle als von einander ver- 
schieden annehmen kann. Ueberhaupt kénnen wir zunachst von einem 
Fachwerk mit & Knotenpunkten und s Stiiben ausgehen, fiir das eine 
volistiindige und zusammenhingende Zerlegung in p= s — k + 2 ein- 
fache Polygone vorliegt. 

Da bemerken wir denn zuerst, dass die um einen Punkt P, von 
gelagerten Polygone niemals mehr als einen zusammenhingenden Cyklus 
bilden diirfen. Sonst kénnte man nimlich ein Fachwerk mit ebenso 
viel Stiben, aber mindestens einem Knotenpunkte mehr construiren, 
fiir das dem Satze 12 zuwider eine vollstandige und zusammenhiingende 
Zerlegung in s —k-+2 einfache Polygone existirte; man braucht 
dazu nur die Endpunkte der einem zweiten Cyklus angehdérigen Stibe 
durch P, mit irgend einem anderen Punkte der Ebene zu verbinden. 

Aus dieser Bemerkung folgt sofort, dass durch einen Knotenpunkt, 
in welchem zwei gemeinsame Seiten zweier Polygone der Zerlegung 
zusammenstossen, kein weiterer Stab laufen darf; denn sonst gehdrte 
diesem Knotenpunkte mehr als ein Cyklus zu. 

Nehmen wir nun an, ein Polygon (Q) = P,P,...P; der Zer- 
legung habe mit dem Vierecke P, P,P, P.4: die beiden Seiten P, P, 
und P,P.4: und nur diese gemein. Dann wiirden doch nach Wort- 
lassung dieser beiden Seiten aus (Q) und dem Vierecke zwei neue ein- 
fache Polygone P, Pay: Poyo... P; und P, P,... P, entstehen, und 
wir hiitten fiir ein Fachwerk mit k Knotenpunkten und s — 2 Stiben 
eine vollstiindige Zerlegung in s — k-+ 2 einfache Polygone. Dann 
kann nach Satz 12 diese Zerlegung sicher nicht zusammenhiingend sein. 
Da aber der Zusammenhang des Cyklus in keinem Knotenpunkte auf- 
gehoben ist — in P,, P,, Pa, Pay: wird ja nur ein Stab fortgelassen, 
aber die anstossenden Stiibe werden je durch ein neues Polygon ver- 
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bunden —, so muss das neve Fachwerk nothwendig aus zwei Fach- 
werken, denen je eins der obigen beiden Polygone angehdrt, bestehen, 
und diese beiden Fachwerke diirfen keinen Knotenpunkt gemein haben. 
Da diese beiden Theile folglich im urspriinglichen Fachwerke nur durch 
die beiden Stiibe P, P, und P, P41 zusammenhiingen kénnen, so ist 
es fiir ein stabiles Fachwerk ausgeschlossen, dass irgend ein Polygon 
der Zerlegung mit einem Vierecke zwei gegeniiberliegende Seiten und 
nur diese gemein habe. 

Auf diesen Fall kénnen wir aber jeden andern Fall, in dem zwei 
Polygone der Zerlegung zwei nicht zusammenstossende Seiten gemein 
haben, durch Einziehung gewisser idealer Stiibe zuriickfiihren. Diese 
idealen Stabe werden gezogen von einem Eckpunkte eines Polygons 
nach einem idealen Knotenpunkte, der auf einer Seite des Polygons 
liegt. Da die Seite hierdurch in zwei Stiibe zerfillt, so treten beim 
Kinziehen eines solchen idealen Stabes zwei neue Stibe, ein neuer 
Knotenpunkt und ein neues Polygon hinzu, wiihrend im Uebrigen das 
Fachwerk stabil und einfach und seine Zerlegung in eine Anzahl 
einfacher Polygone, die um eins geringer ist als die Anzahl der 
Knotenpunkte, vollstindig und zusammenhiingend bleibt. Das Ob- 
ject der Untersuchung behiilt also alle seine charakteristischen Kigen- 
schaften bei. 

Nehmen wir nun an, ein Polygon (Q) hitte mit einem Polygone 
(Q’) ausser dem Stabe P,P, noch einen nicht daran stossenden Stab 
P, Po4i gemein, so ziehen wir die beiden idealen Stabe P, Pj. und 
P,P, ein, wo Poy: auf P, Poy: und P,’ auf P, P, liegen mige. Wir 
hiitten also ein Fachwerk mit einer Zerlegung, in welcher ein Viereck 
mit einem andern Polygone zwei gegeniiberliegende Seiten und nur 
diese gemein hitte. Da wir das fiir ein stabiles Fachwerk als unméglich 
nachgewiesen haben, so erhalten wir den folgenden Satz: 

14. Je zwei Polygone einer vollstindigen und zusammenhiingenden 
Zerlegung eines einfachen, stabilen Fachwerks \, in k— 1 einfache 
Polygone kinnen hichstens zwei Stiibe gemein haben; diese miissen dann 
in einem Knotenpunkte zusammenstossen, durch welchen kein weiterer 
Stab des Fachwerks liéuft. 

Nunmehr gehen wir von einem bestimmten einfachen und stabilen 
Fachwerke aus, fiir das eine vollstiindige und zusammenhingende Zer- 
legung in k — 1 einfache Polygone gefunden sei. Von diesen Polygonen 
zeichnen wir eins als das Randpolygon aus, das dann mit jedem der 
k — 2 iibrigen Polygone in der durch den Satz bezeichneten Beziehung 
steht. Die Fortlassung dieses Randpolygons kann dann den Zusam- 
menhang der iibrigen nicht aufheben; denn jedem zusammenhingenden 
Complexe dieser Polygone miisste ja mindestens ein einfaches Rand- 
polygon zugehoren (vergl. 8. 170). 
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Was nun die iiusseren Kriifte betrifft, so ist klar, dass sie nur in 
den Eckpunkten dieses Randpolygons angreifen diirfen; denn jedem 
inneren Stabe miisste im Krifteplane ein Stab entsprechen, welcher 
keinen Eckpunkt des Kriftepolygons enthilt, also auch einem inneren 
Knotenpunkte ein Polygon, das keine Seite mit dem Kriftepolygone 
gemein hat. Wir kénnen desshalb zuerst alle inneren Knotenpunkte 
mit nur zwei Stiben fortlassen, da je zwei solche Stiibe spannungslos 
sein werden. Hierbei gehen je ein Knotenpunkt und je zwei Stibe ver- 
loren, sodass das neue Fachwerk einfach und stabil bleibt, es gehen daher 
auch die beiden Polygone, welchen die beiden Stiibe gemeinsam sind, 
nach Satz 13 jedesmal in ein einfaches Polygon iiber. Das neue Fach- 
werk behiilt also alle charakteristischen Kigenschaften, nur kénnen jetzt, 
wenn wir das Randpolygon ausnehmen, je zwei der anderen Polygone, 
die wir eigentliche Polygone der Zerlegung nennen wollen, nur einen 
Stab gemein haben. 

Die in den Randknotenpunkten angreifenden iiusseren Krifte ordnen 
wir nunmehr nach der Aufeinanderfolge ihrer Angriffspunkte im Rand- 
polygone zu einem geschlossenen Kriftepolygone K,K,...K,1.K,. Dann 
kénnen wir den simplen Process der Zerlegung so lange vornehmen, 
als zweistibige Randknotenpunkte vorhanden sind. Jedem solchen 
Knotenpuikte entsprechend wird ein Polygon abgetrennt, dessen ent- 
sprechender Punkt im Krifteplane ein Eckpunkt des Kriaftepolygons 
fiir das durch Fortlassung des Knotenpunktes entstehende Fachwerk 
ist (vergl. S. 167). Es ist nach Analogie friiherer Beweise leicht zu 
erkennen, dass auch dies Fachwerk alle charakteristischen Higen- 
schaften behilt. 

Sind nun einmal am neuen Rande des Fachwerks ¥y keine zwei- 
stiibigen Knotenpunkte mehr vorhanden, so muss mindestens ein Rand- 
stab P, Poi: durch eine solche Diagonale eines der eigentlichen Polygone 
der Zerlegung ersetet werden kinnen, dass das neue Fachwerk auch 
stabil ist. Ist namlich ¥y eins der Fachwerke, das sich von %, nur 
in der Richtung des P, Py4: entsprechenden Stabes, aber in dieser 
wirklich unterscheidet, so wird das durch Fortlassung von P, P,4; und 
Kinfiigung einer gewissen Diagonale entstehende Fachwerk stabil sein 
oder nicht, je nachdem die dieser Diagonale in j entsprechende 
Diagonale eine andere Richtung hat oder nicht. Nun sind aber 
zwei entsprechende Polygone ahnlich und ahnlich gelegen, wenn alle 
entsprechendsn Seiten und Diagonalen je dieselbe Richtung haben; 
denn der Fall, dass alle Seiten und folglich auch alle Diagonalen eines 
Polygons gleiche Richtung haben, ist ausgeschlossen, weil das Fach- 
werk sonst einen Stab enthielte, dessen Richtung durch diejenigen 
der iibrigen bestimmt wiire. Weiter ist klar, dass jeder Complex 
zusammenhiingender Polygone von %y, denen in %} iihnliche und 
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iihnlich gelegene Polygone entsprechen, ein Fachwerk bildet, dem in 
je ein ahnliches und ahnlich gelegenes Fachwerk entspricht. 

Wiirde es nun unméglich sein fiir den Stab P, Pa4: eine solche 
Diagonale eines der eigentlichen Polygone so einzufiigen, dass das neue 
Fachwerk wieder stabil ist, so entspricht sicher, von dem P, P,4; ent- 
haltenden Polygone (Q,) abgesehen, jedem Polygone von §, ein ihm 
ihnliches und ihnlich gelegenes in %y ; was (Qp) selbst betrifft, so kénnte 
es ein Dreieck sein oder z. B. ein Viereck, von dem zwei der drei 
andern Seiten gleiche Richtung haben, sodass hier im Allgemeinen 
nicht auf seine Aehnlichkeit zu (Q,) geschlossen werden darf. In der 
That miissen wir vielmehr schliessen, dass die Fortlassung von (Qs) 
den Zusammenhang unserer Zerlegung aufhebt, weil sonst auch ¥y zu 
x abnlich und ahnlich gelegen wiire gegen die Voraussetzung. Da 
aber unsere zusammenhiingende Zerlegung durch Fortlassung von ((Q») 
in héchstens zwei zusammenhingende Complexe von Polygonen zer- 
fallen kann, so besteht %y nach Fortlassung von P,P.4: aus zwei 
Theilfachwerken, denen zwei ahnliche und ahnlich gelegene K'achwerke 
in \y entsprechen miissen, Diese beiden Theilfachwerke diirfen folglich, 
da % zu % nicht ahnlich und dhnlich gelegen ist, nur einen Knoten- 
punkt gemein haben, der offenbar ein am Rande gelegener Eckpunkt 
von (Q,) ist, weil nur in einem solechen der Zusammenhang der um 
ibn gelagerten Polygone durch (Q) aufgehoben werden kann; die 
beiden Theilfachwerke sind daher beide stabil. Falls es also wnmédglich 
ist, fiir den einzigen Randstab P, Pr4, des Polygons (Qo) eine solche 
Diagonale in eines der eigentlichen Polygone der Zerlegung einzufiigen, 
dass wieder ein stabiles Fachwerk entsteht, so besteht das Fachwerk aus 
zwei stabilen Lheilen, die durch einen Eckpunkt von (Q,) und den Stab 
P, Pass mit emander verbunden sind. 

Nunmehr ist es leicht zu sehen, dass nach Forilassung aller zwei- 
stiibigen Knotenpunkte nicht fiir alle Randstiibe diese Unméglichkeit 
vorliegen kann. Dann wiirde niimlich jedes der beiden Theilfachwerke, 
deren Rand ja einerseits aus Stiben des trennenden Polygons und andrer- 
seits aus auf einander folgenden alten Randstiiben besteht, wieder in 
zwei Theile zerfallen, von denen einer dieselbe Art der Berandung 
besitzt, dieser wieder u. s. f., sodass wir schliesslich auf ein stabiles 
Polygon, also ein Dreieck kommen miissten; da dieses aber mit dem 
zuletzt fortgelassenen Polygone nur eine Seite gemein haben kann, so 
enthielte es zwei alte Randstiibe, die nach unserem Satze nur in einem 
zweistabigen Knotenpunkte zusammenstossen kénnen. Sind also wirk- 
lich alle zweistibigen Knotenpunkte fortgelassen, so muss irgend ein 
Randstab P, Pa; existiren, der durch eine solche Diagonale eines 
eigentlichen Polygons ersetzt werden kann, dass das dadurch ent- 
stehende Fachwerk stabil bleibt. Hierbei tritt entweder an Stelle von 
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(Qs) eins der Polygone, in welche (4) durch die Diagonale zerlegt 
wird, oder ein anderes Polygon wird in zwei zerlegt. Wir haben also 
wieder ein Fachwerk mit den mehrfach bezeichneten charakteristischen 
Kigenschaften. 

Soll aber bei dieser Veriinderung des gegebenen Fachwerks das 
Spannungsproblem nicht veraindert werden, so werden wir in P, und 
Pos die Krifte soi1,q und Sq,.41 anbringen miissen. Sind diese Krifte 
durch K, Qs, resp. Q K, dargestellt, so wirken in P, und P,4; die durch 
die Seiten K,_; Qp und Q,K.4, des neuen Kriftepolygons dargestellten 
Krafte, wobei in der Diagonale natiirlich die Spannung Null resultirt. 
Die Bestimmung von @, kann hierbei nach Satz 11 geschehen. Man 
hat also nur fiir das Kriftepolygon K,K4:...K,K,...Ka-1K, und 
die den Seiten desselben parallelen Angriffslinien durch Pj,,...PiiP 
den Pol @ auf einer Parallelen durch K, zu Py Py4; eines solchen 
Seilpolygons zu finden, dass die erste Seite durch P,,; und die letzte 
durch P,' geht. 

Indem man so fortfahrt, also entweder den zuletzt beschriebenen 
Process wiederholt oder eine Kraft nach zwei Stiben eines zweistibigen 
Knotenpunktes zerlegt, wird man schliesslich auf ein Dreieck kommen, 
das Seilpolygon fiir die drei in seinen Ecken angreifenden Krifte sein 
muss, der zugehérige Pol vervollstandigt also den Krifteplan. In der 
Ueberbestimmtheit dieses letzten Punktes kommt wieder die Thatsache 
zum Ausdruck, dass der erweiterte Krifteplan ein stabiles Fachwerk 
mit zwei iiberzihligen Staben ist, als welche man eine Seite des Kriifte- 
polygons und einen dieser letzten drei Stabe, welche den Seiten des 
Dreiecks entsprechen, betrachten kann. Bei diesem Verfahren werden 
die Punkte des Krifteplanes, die Theilen eines der urspriinglichen 
Polygone entsprechen, von selbst zusammenfallen. Wir kénnen das 
Resultat unserer Betrachtungen in den folgenden Satz zusammenfassen : 

15. Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass die 
in einem einfachen, stabilen Fachwerke ¥ unter dem Einflusse dusserer 
Kriifte entstehenden Spannungen sich zu einem Krdfteplane ordnen 
lassen, ist die, dass erstens fiir %, eine vollstindige wnd zusammen- 
hiingende Zerlegung in k —1 einfache Polygone existire, wnd dass 
zweitens die dusseren Krdfte nur in den Eckpunkten eines solchen 
Polygons angreifen. Der durch Hinzufiigung der Seilstrahlen erweiterte 
Kriifteplan ist dann ein stabiles Fachwerk mit zwei iiberzihligen Stiben. 

Wir haben bei dem Beweise fiir die Existenz eines Krifteplanes 
einen Weg eingeschlagen, der auch praktisch zur wirklichen Herstellung 
des Kriifteplanes in den meisten Fallen der geeignetste zu sein scheint 
und deutlich die Vortheile erkennen lisst, welche die Méglichkeit der 
Anordnung der Spannkrifte zu einem Krifteplane bei ihrer Bestim- 
mung gewahrt, Man nimmt zuerst den simplen Process der Zerlegung 
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je einer Kraft nach je zwei Componenten durch Ziehen von je zwei 
Parallelen so lange vor, als zweistabige Randknotenpunkie vorhanden 
sind, wobei natiirlich immer neue Knotenpunkte an den Rand treten 
kénnen. Sind alle zweistabigen Randknotenpunkte erschépft, so con- 
struire man ein Fachwerk %, das mit dem vorhandenen die Gliederung 
und die Richtungen aller Stabe ausgenommen diejenige eines Rand- 
stabes P, P.41 gemein hat, und bestimme mit Hiilfe eines Seilpolygons 
den Punkt @, des Krifteplanes, der dem P, P,4, enthaltenden Polygone 
(Q) entspricht. 

Die Construction von % kann im Anschlusse an die Zerlegung 
des Fachwerks geschehen, da ja hiernach das Fachwerk aus einem 
Dreiecke durch Ansetzung neuer Polygone so gebildet werden kann, 
dass jedes neue Polygon entweder mit zwei neuen Seiten, die in einer 
neuen Ecke zusammenstossen, oder mit einer neuen Seite angesetzt 
wird, in welchem Falle zugleich eine zwei alten Polygonen gemein- 
same Seite oder Diagonale fortgelassen wird. Soll eine solche neue 
Seite P, Pi: eine gegebene Richtung erhalten, so wird man zuerst 
zwei verschiedenen Richtungen des fortzulassenden Stabes entsprechend 
je zwei Lagen der Punkte P, und Py, nimlich Py’, Py” und Py, 
P41 bestimmen; werden dann die Geraden durch P,’ und P,” in der 
gegebenen Richtung von irgend zwei parallelen Geraden durch Py+1 
und Py, in R’ resp. R” geschnitten, so schneidet R’ R” die Gerade 
Poa Poy. in dem gesuchten Punkte P,4:, woraus sich auch P, auf 
Py Py’ ergiebt. 

Es braucht aber P, Pai: keineswegs, wie wir es beim Beweise 
grésserer Uebersichtlichkeit wegen als erreichbar nachwiesen, stets 
durch eine Diagonale eines der Polygone ersetzbar sein. Ist das nicht 
der Fall, besteht also nach dem Obigen das Fachwerk aus zwei stabilen 
Fachwerken, die durch P,P.4; und einen Eckpunkt P, von (Qp) mit 
einander verbunden sind, so bestimmt man @, sogar einfacher nach 
dem Culmann’schen Verfahren und kann dann fiir die beiden Theilfach- 
werke mit den geschlossenen Kriftepolygonen @p Ko4:.Ko+e... Ke Qo 
und Qp Kei: Kiyo... Ko-1 Yo jedes fiir sich in derselben Weise be- 
handeln. 

Man kann schliesslich, wenn die Existenz eines Krifteplanes ein- 
mal nachgewiesen ist, das Problem seiner Construction auch direct 
auf die in § 2 gegebene Lésung der undamentalaufgabe zuriickfiihren, 
ein einfaches Fachwerk zu construiren, von dem die Gliederung und 
die Richtungen der Stiibe gegeben sind, indem man eine Seite des 
Kraftepolygons und eine Stabkraft als iiberziihlig fortlisst. Die 
Gliederung wird man sich zuerst nach der gegebenen Zerlegung des 
Fachwerks schematisch darstellen und alsdann vom Kriftepolygon aus- 
gehend Anfangs ebenso verfahren wie oben, wihrend man fir den 

12* 
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Punkt @Q, zunichst zwei willkiirliche Lagen Q, und @Q,” auf der 
Parallelen durch K, zu P, Po4; annehmen wird; die wirkliche Lage 
von @, findet man dann in der Bedingung, dass zwei aus ihr folgende 
Punkte Q, und Q, in einer Geraden gegebener Richtung liegen miissen. 
Dieser Weg zur Construction des Krifteplanes kommt auf die sogenannte 
méthode de fausse position von Saviotti*) hinaus; nur war es bisher 
nicht gelungen zu beweisen, dass er in jedem Falle zum Ziele fiihren 
muss. Welche von den beiden hier entwickelten Methoden zur Her- 
stellung eines Krifteplanes die kiirzere ist, liisst sich bei der Mannig- 
faltigkeit der Fachwerke natiirlich allgemein nicht entscheiden. Die 
erste Methode hat immerhin den Vortheil, dass sie unmittelbar an den 
Existenzbeweis des Kriafteplanes ankniipft und einen neuen Beweis fiir 
die Lésbarkeit des Spannungsproblems in diesem besonderen Falle liefert. 


§ 5. 
Herstellung vollstindiger Zerlegungen durch schlichte Zerlegung des 
vom Fachwerke iiberdeckten Theiles der Ebene. 


Das in Satz 15 ausgesprochene Resultat unserer Untersuchungen 
iiber Kriftepline wiirde erst dann seine volle Bedeutung erhalten, 
wenn es uns gelinge, fiir jede Form des Spannungsproblems eine ent- 
sprechende vollstindige Zerlegung zu finden. Diese Aufgabe ist aller- 
dings nur unter gewissen Modificationen lésbar, die indessen die 
praktische Brauchbarkeit der darauf begriindeten Lésung des Spannungs- 
problems nicht beeintriichtigen. Es ist nimlich leicht, eine solche 
Eigenschaft einer vollstiindigen Zerlegung eines einfachen, stabilen 
Fachwerks ¥; in k — 1 einfache Polygone anzugeben, dass ihr Fehlen 
bei gewissen Fachwerken unmittelbar einleuchtend ist. Ist m die An- 
zahl der Ecken des Randpolygons, der Punkte also, in denen iussere 
Krifte angreifen diirfen, enthalt ferner unsere vollstiindige Zerlegung 
m, Dreiecke, m, Vierecke,..., ”; i-Ecke, so ist: 


3. Mm +n t---+n—k—2 

2. n+ 3n, + 4n,+---+ in; = 4k —6. 
Hieraus folgt: 

n—2-+mn, + 2n,+----+ (t—4)n; = 2; 


diese Formel kénnen wir in dem folgenden Satze aussprechen: 


und 


*) Vgl. die Anm. auf S, 144. Auch bei Petersen a. a, O. S. 165 findet sich 
eine in dieser Richtung liegende Andeutung. Wie weit aber Petersen von der 
Erkenntniss der Natur des allgemeinen Problems entfernt war, geht aus seiner 
Behauptung auf 8. 163 hervor, dass die hier zu lésende Constructionsaufgabe 
» Sich nicht immer mittels Zirkel und Lineal lisen lasse‘‘. 
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16. Ist n die Anzahl der Ecken des Randpolygons einer voll- 
stiindigen Zerlegung eines einfachen, stabilen Fachwerks ¥, in iibrigens 
k — 2 einfache Polygone, so giebt es unter diesen mindestens n — 2 
Dreiecke*). 

Nun haben wir in dem mehrfach von uns behandelten Fachwerke 
mit 6 Knotenpunkten ein solches kennen gelernt, welches gar keine 
Dreiecke enthilt (s. Fig. 1), es giebt folglich sicher einfache, stabile 
Fachwerke, fiir welche die gewiinschte Zerlegung nicht méglich ist. 
Die hiernach nothwendigen Modificationen unserer Forderung, dass 
ein Krafteplan existire, werden sich durch einige weitere Folgerungen 
aus den obigen Gleichungen von selbst ergeben. Maultiplicirt man 
nimlich die erste Gleichung mit 3 und subtrahirt sie von der zweiten 
so folgt: 

3. m+ 2n,+---+ ((-—3)n,—k—n. 
Hiernach erhalten wir den Satz: 

17. Liegt eine volistindige Zerlegung eines einfachen stabilen Fach- 
werks %, nm ein Randpolygon und k — 2 weitere Polygone vor, so ist 
die Anzahl der inneren oder nicht am Rande gelegenen Knotenpunkte 
des Fachwerks gleich der Summe aus der Anzahl der Vierecke, der 
doppelten Anzahl der Fiinfecke, der dreifachen Anzahl der Sechsecke u. s. f., 
die unter den k — 2 Polygonen vorkommen. 

Besteht also eine Zerlegung vom Randpolygone abgesehen aus 
lauter Dreiecken, so liegen alle Knotenpunkte des Fachwerks auf dem 
Randpolygone, und es ist leicht zu sehen, dass man ein Fachwerk 
derselben Gliederung finden kann, fiir welches die Dreiecke die 
Ebene schlicht tiberdecken; denn betrachten wir irgend ein convexes 
Polygon mit & Ecken als das Randpolygon, so erhalten wir nach dem 
Friiheren der Reihe nach alle Dreiecke durch Einziehen von Dia- 
gonalen, die zwei durch einen Eckpunkt getrennte Ecken des jedes- 
maligen hierbei i#mmer convex bleibenden Randpolygons verbinden, 
Hierbei werden sich also niemals zwei Stabe des Fachwerks iiber- 
schneiden. 

Haben wir umgekehrt ein einfaches, stabiles Fachwerk %;, von 
dem sich niemals zwei Stabe iiberschneiden, so zerlegt dasselbe offen- 
bar den von ihm tiberdeckten Theil der Ebene in lauter einfache 
Polygone, und jeder Randstab gehért einem, jeder innere Stab zwei 
solchen Polygonen an. Da auch der Rand wegen der Stabilitiit des 
Fachwerks ein einfaches Polygon sein muss, so haben wir hier jeden- 
falls eine vollstandige und zusammenhingende Zerlegung des Fach- 


*) Es ist dies der richtige von Griibler a. a. O. 8. 5 aufgestellte Satz, 
wihrend z. B. der folgende Satz auf derselben Seite nach unserer Anmerkung 
auf S. 169 wieder falsch ist. 
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werks in einfache Polygone. Dass die Anzahl dieser Polygone k — 1 
ist, kénnen wir folgendermassen erkennen. Wir kénnen offenbar jedes 
Viereck durch eine, jedes Fiinfeck durch zwei, ..., jedes i-Eck durch 
«— 3 Diagonalen in Dreiecke zerlegen, wodurch wir ein aus lauter 
Dreiecken bestehendes Fachwerk mit n, + 2n, +----+ (¢—3)m,; tiber- 
zahligen Stiben erhalten werden. Dieses Fachwerk kann man sich 
daher aus einem Dreiecke dadurch entstanden denken, dass man neue 
Dreiecke entweder mit zwei neuen Seiten und einer neuen Ecke oder 
mit einer neuen Seite ansetzt. So lange nur Ansetzungen erster Art 
vorkommen, tritt offenbar niemals ein Knotenpunkt ins Innere, bei 
einer Ansetzung der zweiten Art wird aber gerade der der neuen Seite 
gegeniiberliegende Eckpunkt des Dreiecks vom Rande getrennt. Da 
nun jede solche neue Seite iiberzihlig ist, so ist die Anzahl der inneren 
Knotenpunkte gleich der Anzahl der tiberziihligen Stiibe, es gilt also 
die Gleichung 3.; aus ihr folgt unter Hinzuziehung von 2. auch die 
Gleichung 1., die zu beweisen war. Wir erhalten daher den Satz: 


18. Wenn sich von den Stiben eines einfachen, stabilen Fachwerks 
he niemals zwei tiberkreuzen, so liefert die dadurch bedingte schlichte 
Eintheilung des vom Fachwerke tiberdeckten Theiles der Ebene unter 
Hinzunahme des Randpolygons zugleich eine vollstindige Zerlegung des 
Fachwerks in k — 1 einfache Polygone*). 

Dieser Satz gewinnt dadurch eine besondere Bedeutung, dass er 
sich auch umkehren lisst und zwar in folgender allgemeinerer Form: 

19. Gelingt es, fiir ein Fachwerk &, mit k Knotenpunkten und 
s Stdben eine volistiindige und zusammenhingende Zerlegung in 


p=s—k-+2 


einfache Polygone zu finden, so kann man auf mehrfache Weise cin 
dem gegebenen Fachwerke gleich gegliedertes construiren, von dem sich 
niemals zwei Stibe iiberschneiden; die schlichte Zerlegung des von diesem 
Fachwerke tiberdeckten Theiles der Ebene entspricht dann unter Hinzu- 
nahme des Iandpolygons der Zerlegung des gegebenen Fachwerkes. 
Wir erinnern da zuerst an unsre auf eine eben solche Zerlegung 
beziiglichen Betrachtungen auf 8. 174 und 175. Auf Grund derselben 
kénnen wir uimlich zeigen, dass jedes Polygon P, P,... P; der Zer- 
legung mit mehr als drei Ecken mindestens eine Diagonale besitzen 
muss, die nicht zugleich ein Stab des Fachwerks ist. Sei namlich 
P,P, eine Diagonale, die zugleich Stab ist und P,P, die auf P,P, 
folgende Seite eines P, P, enthaltenden Polygons der Zerlegung, so 


*) Vergl. Petersen a. a. O. 8.161. Was die Umkehrung des Satzes, also 
Satz 19 betrifft, so finden sich auch darauf hinzielende Bemerkungen bei Petersen; 
wir kénnen derselben aber keinerlei Beweiskraft zuerkennen, 








in 
ch 





Ueber ebene einfache Fachwerke, 183 


schneiden wir von diesem zunichst durch Einfiihrung des idealen 
Knotenpunktes P, auf P,P, das Dreieck P,P, P; ab, wodurch die 
Zahl der Knotenpunkte und Polygone um je eins und die Zahl der 
Stibe um zwei vermehrt wird, sodass die Bedingungen des Satzes 
erhalten bleiben, Falls dann P, P, zuerst keine Seite des ersten Polygons 
ist und in dem zu P, gehérigen Cyklus bei der Reihenfolge von P,; P, 
nach P, P,., etwa P,P, auf P,P, folgt und nicht umgekehrt, so 
ersetzen wir die beiden Polygone P,P, ... P; und P,P, P, durch 
Py Po Pops... Pos und Py Poy... Por P,P’, sodass fiir unser Fach- 
werk jedenfalls wieder eine vollstindige Zerlegung in p+1—s 
+ 2 —(k+1)-+ 2 einfache Polygone vorliegt; bei umgekehrter Reihen- 
folge waren P,P, Poi... Pozi und Py Py... Posi Py P, die beiden 
Polygone. Diese Zerlegung kann aber nicht zusammenhiingend sein, 
weil wir jetzt in P, zwei Cyklen erhalten, und zwar miissen gerade 
die beiden Polygone verschiedenen Complexen angehéren. Nun kénnen 
aber verschiedene Complexe ausser P, und P, keinen Knotenpunkt 
gemein haben, weil in keinem andern Knotenpunkte der Cyklus durch 
obige Veriinderung getheilt wird, es wird folglich durch unsere Zer- 
legung das Fachwerk in zwei Fachwerke zerlegt, welche nur die 
Knotenpunkte P, und P, gemein haben. Gehdren den beiden Fach- 
werken die Zahlen k,, s,, p, und k,, s,, p, zu, sO muss ja sein 
ky thk=k+1+42, 5,+8,=—8+2, pn, +p,—pt+1, es ist 
folglich nach Satz 12 auch p, = s, —k, +2 und p, —=s, —k, + 2. 
Ausserdem aber sehen wir, dass keine der Diagonalen, welche einen 
der Punkte P, Py Po41...Po-1 mit einem der Punkte P, Poy... Pp Py 
verbindet, ein Stah des gegebenen Fachwerks sein kann. LEine ent- 
sprechende Theilung des Fachwerks erhalten wir in dem Falle, dass 
zweitens P, etwa nach P,_, fallt, wenn wir den Stab P,P, fortlassen 
und die beiden oben genannten Polygone durch P, Poi... Poin Pe 
und P, Py Poy: ... Pos ersetzen; die beiden Theile haben dann nur 
den Knotenpunkt P, gemeinsam. Unsre Behauptung ist folglich be- 
wiesen, und wir werden nun den idealen Hilfsknotenpunkt P,, der 
unsern Beweis nur iibersichtlicher machen sollte, wieder fortlassen 
kénnen. Durch Einziehung einer Diagonale, welche nicht zugleich 
Stab des Fachwerks ist, in ein Polygon der Zerlegung werden die 
Anzahlen der Stiibe und Polygone um je eins vermehrt, sodass die 
Bedingungen unseres Satzes erhalten bleiben. 

Wir werden also, indem wir immer neue Diagonalen dieser Art 
einziehen, unser Fachwerk in ein solches verwandeln kénnen, welches, 
etwa von einem Polygone abgesehen, das wir als Randpolygon aus- 
zeichnen, aus lauter Dreiecken besteht. Wir brauchen desshalb unseren 
Satz nur fiir ein Fachwerk mit & Knotenpunkten und s Stiiben zu be- 
weisen, fiir das eine vollstiindige Zerlegung in s — k-+ 1 Dreiecke 
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und ein Randpolygon vorliegt, das beliebig viel Ecken haben kann. 
Wir wissen ja, dass dann ein Dreieck mit dem Randpolygone nur 
dann zwei Seiten gemein haben kann, wenn diese in einem zweistibigen 
Knotenpunkte zusammenstossen. Ferner kénnen wir in derselben Weise 
wie oben beweisen, dass, wenn die Seite P, P, des Dreiecks P, P; P. 
Diagonale des Randpolygons P, P,... Pa Pasi... Po Posi... P; ist, 
die sich beiderseits an P,P, ansetzenden Theile des Fachwerks ausser 
P, und P, keinen Knotenpunkt gemeinsam haben, und dass diese Theile 
die Eigenschaften des gegebenen Fachwerks behalten. 

Hiernach kénnen wir unsern Satz folgendermassen beweisen. Wir 
wihlen als Randpolygon irgend ein convexes Polygon mit der ent- 
sprechenden Anzahl von Ecken; ein solches wird ja durch jede Diagonale 
wieder in zwei convexe Polygone zerlegt. Nun ziehen wir zuerst alle 
Diagonalen, welche den Stiiben des gegebenen Fachwerks entsprechend 
die Dreiecke mit zweistibigen Randknotenpunkten abtrennen, und 
wiederholen das fiir die neu entstehenden Randpolygone so oft, als 
das mdglich ist. Dann theilen wir weiter das Fachwerk durch Dreiecks- 
seiten, welche Diagonalen anderer Art sind, in je zwei Fachwerke der- 
selben Art; das ist erlaubt, weil nach dem Obigen niemals ein Stab 
von einem Punkte des einen Theiles in einen Punkt des andern Theiles 
laufen darf. Sind auch solche Abtheilungen nicht mehr méglich, so 
fassen wir die Dreiecke ins Auge, die um einen Randknotenpunkt des 
neuen Fachwerks gelagert sind. Dann brauchen wir die andern Eck- 
punkte dieser Dreiecke nur auf einem nach aussen convexen Curven- 
zuge von P,_; nach P,4,; ihrer Reihenfolge im Cyklus entsprechend 
anzunehmen, um wieder ein convexes Polygon zu erhalten. Es ist 
klar, dass wir durch Wiederholung dieser drei Arten von Abtrennungen 
schliesslich immer auf ein Dreieck kommen miissen, wir werden also 
zu einem Fachwerk kommen, dass aus lauter schlicht neben einander 
gelagerten Dreiecken besteht. Lassen wir dann die Dreiecksseiten fort, 
welche den in die urspriinglichen Polygone eingezogenen Diagonalen 
entsprechen, so haben wir unsern Satz 19 bewiesen. Hierbei konnten 
wir natiirlich jedes der urspriinglichen Polygone als Randpolygon 
wahlen. 

Im Besitze unseres Satzes werden wir auf folgende Regel gefiihrt, 
um zu entscheiden, ob ein gegebenes Spannungsproblem durch einen 
Krifteplan lésbar sei oder nicht. Wir werden zuerst versuchen, ein 
einfaches Polygon zu finden, dessen Ecken alle Knotenpunkte des 
Fachwerks umfassen, in denen dussere Krafte angreifen, das wir also 
als das Randpolygon betrachten werden. Dann werden wir ein dem 
gegebenen Fachwerke gleich gegliedertes schematisch hinzuzuzeichnen 
versuchen, dessen convexer Rand jenem Randpolygone entspricht und 
dessen Stabe sich niemals iiberschneiden, Dann und nur dann, wenn 
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diese Aufgabe lésbar ist, werden die Spannungen durch einen Kriafte- 
plan gefunden werden kénnen. Man sieht, dass es sich leicht ent- 
scheiden lassen wird, ob Ueberschneidungspunkte gewisser Stabe zu 
vermeiden sind oder nicht. 

In letzterem Falle kann man aber jeden Punkt J,, in dem sich © 
zwei Stabe des Fachwerke tiberschneiden, als einen sogenannten idealen 
Knotenpunkt*) mit vier Stiiben ansehen und zwar als einen idealen 
insofern, als die vier Stabe nicht um J, drehbar an einander befestigt 
sind. Thatsiichlich ist das aber fiir das Spannungsproblem nicht von 
Belang, so lange die vier Stabe ihre zweimal zwei gleichen Richtungen 
beibehalten, und in J, keine dussere Kraft angreift; denn dann kann 
in J, Gleichgewicht nur zu Stande kommen, wenn in den beiden 
Theilen jedes der beiden durchschnittenen Stabe gleiche Spannungen 
herrschen, was sich auch darin ausspricht, dass dem Punkte J, im 
Krafteplane ein Parallelogramm entsprechen muss, Zugleich sieht man, 
dass sich die Anzahl der Knotenpunkte je um 1 und die der Stabe je 
um 2 vermehrt, sodass das neue Fachwerk nicht nur stabil, sondern 
auch einfach bleibt. Dieses neue Fachwerk wird nun allerdings einen 
Krafteplan liefern, in dem einigen Staben des urspriinglichen Fach- 
werks mehrere gleiche Stabe des Krafteplanes entsprechen, aber diese 
geringe Vermehrung der Linien wird vollstindig dadurch aufgewogen, 
dass wir ein allgemeines Princip haben, um das Spannungsproblem 
fiir jedes einfache und stabile Fachwerk in tibersichtlicher Weise mit 
Hiilfe eines Krafteplanes zu lésen. 

Dies ist allerdings insofern noch nicht vollstindig dargethan als 
es keineswegs immer méglich ist, ein einfaches Polygon**) zu finden, 
das alle Angriffspunkte der ausseren Krafte enthilt; das erhellt aus 
dem einfachen Beispiele Fig. 7, wenn in allen sechs 
Knotenpunkten dieses Fachwerks dussere Krafte an- 
greifen sollen. Da bietet sich aber der einfache Aus- 
weg dar, dass wir von dem erweiterten Fachwerke 
ausgehen und das Seilpolygon, das irgend einer 
Reihenfolge der dusseren Krifte entspricht, als das 
Randpolygon betrachten. Wir werden also in ein asia 
diesem Seilpolygone entsprechendes convexes Polygon die Knotenpunkte 
eines dem gegebenen Fachwerke gleich gegliederten Fachwerks so 
einzuzeichnen suchen, dass die Stabe und die Angriffslinien der ausseren 
Krafte sich méglichst selten iiberschneiden. Wenn wir dann die diesen 
Schnittpunkten im gegebenen Fachwerke entsprechenden Schnittpunkte 





*) S. 1. c. Appendice par Saviotti p. 63, 

**) Es handelt sich hier um eine Verallgemeinerung der sogenannten Hamil- 
ton’schen Rundreise-Aufgabe; man vergl. Schubert, Zwélf Geduldspiele, S. 148, 
Berlin 1895, 








186 


F. Scuur. 


als ideale Knotenpunkte einfiihren, so miissen wir nur darauf achten, 
dass, falls ein idealer Knotenpunkt J, in die Verlingerung des Stabes 
P,P. fallt, dieser Stab als durch die beiden Stibe J, P, und J,P. 
ersetzt zu denken ist. Die schlichte Zerlegung des schematischen 
Fachwerks giebt dann eine vollstindige Zerlegung des um einige ideale 
Knotenpunkte und Stabe erweiterten urspriinglichen Fachwerks in so 
viel einfache Polygone, als zur Construction eines Krifteplanes noth- 
wendig und hinreichend sind. 

Was die in die Angriffslinien der fiusseren Krifte fallenden idealen 
Knotenpunkte und Stabe betrifft, so kénnen wir dieselben wie alle 
idealen Knotenpunkte auch unmittelbar am gegebenen Fachwerke ein- 
fiihren. Wir fiihren namlich zuerst alle Ueberschneidungspunkte von 
Stiiben als ideale Knotenpunkte ein. Fillt dann ein Angriffspunkt P, 
einer fiusseren Kraft k, ins Innere des vom Fachwerke iiberdeckten 
Theiles der Ebene, so betrachten wir die Schnittpunkte der einen 
Hialfte g, der Angriffslinie von k, mit den Stiben des Fachwerks als 
ideale Knotenpunkte, die im Inneren verlaufenden Theile von g, zwischen 
P, und diesen Knotenpunkten als ideale Stiibe und denken uns die 
Kraft k, als in dem am Rande gelegenen idealen Knotenpunkte an- 
greifend. Jeder der obigen Schnittpunkte vermehrt in der That die 
Anzahl der Knotenpunkte um je eins und die Anzahl der Stabe um je 
zwei, und auch das Spannungsproblem wird durch unsre Festsetzungen 
nicht geaindert. In dem Randpunkte kann nimlich das Gleichgewicht 
nur dadurch zu Stande kommen, dass erstens die fiussere Kraft der 
Spannung das Gleichgewicht halt, die in dem auf g, liegenden Stabe 
wirkt, und zweitens die Spannungen in dem durchschnittenen Stabe 
sich das Gleichgewicht halten. Analoges gilt der Reihe nach fiir die 
benachbarten idealen Knotenpunkte, sodass die in P, zusammenlaufen- 
den Spannungen in den wirklichen Staiben einer Spannung in dem 
idealen Stabe das Gleichgewicht halten, welche der gegebenen iiusseren 
Kraft gleich ist. 

Wenn auch die letzte Methode zur Herstellung einer geeigneten 
volistiindigen Zerlegung fiir die Praxis wohl meist die bessere sein 
wird, weil sie am gegebenen Fachwerk selbst operirt, so diirfen wir 
doch das bei der ersten Methode zur Geltung kommende Princip, die 
Zerlegung mit Hiilfe eines gleich gegliederten schematischen Fachwerks 
zu finden, schon deshalb nicht ausser Acht lassen, weil wir sonst 
Schwierigkeiten finden wiirden, falls sich in einem idealen Knotenpunkte 
mehr als zwei Stibe tiberschneiden, oder ein Stab P,P, iiber einen 
Knotenpunkt P. liiuft, oder die eine Seite der Angriffslinie einer im 
Inneren angreifenden Kraft noch durch wirkliche oder ideale Knoten- 
punkte ldéuft, Denn in allen diesen Fallen enthielte das gegebene 
Fachwerk bei unmittelbar an das gegebene Fachwerk ankniipfender 








- fee eat 2 ee 











Ueber ebene einfache Fachwerke. 187 


Kinfiibrung der idealen Knotenpunkte oder Stabe tiberzihlige Stiibe 
und das Spannungsproblem wiirde unbestimmt, insofern in solchen 
Punkten auch auf andere Weise Gleichgewicht zu Stande kommen 
kénnte, als es dem urspriinglichen Spannungsprobleme entspricht. 
Bestimmen wir hingegen die Zerlegung mit Hiilfe eines gleich ge- 
gliederten schematischen Fachwerks, das von dem gegebenen beliebig 
wenig abweicht, so verschwinden alle Schwierigkeiten. Hierbei haben 
wir z. B, einen Punkt J, in dem sich die drei Stabe P,P,, P,P, und 
P, P, schneiden (s. Fig. 8) als die Grenze eines Dreiecks (Q) = J, J, J, 
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nach dem Schema des eingezeichneten Fachwerks zu betrachten, das 
sich von dem gegebenen nur in der Richtung des Stabes P, P, unter- 
scheidet. Wir kénnen es zugleich benutzen, um mit Hilfe eines 
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Seilpolygons den Punkt Q@, und daraus nach dem simplen Processe der 
Zerlegung alle weiteren Punkte des Kriafteplanes zu finden. Man sieht 
nun, wie durch Einfiihrung des dem Punktdreiecke entsprechenden 
Punktes Q in den Krafteplan in Evidenz gesetzt wird, dass die 
gegeniiberliegenden parallelen Seiten des Sechsecks Q,Q,...@Q, auch 
einander gleich sind, was z. B. fiir das Kraftepolygon, dessen gegeniiber- 
liegende Seiten wir ebenfalls paralle] zu den Diagonalen des Fachwerks 
angenommen haben, nicht gilt. Nach Analogie dieses Beispiels kénnen 
alle iibrigen hier in Betracht kommenden Fille behandelt werden. 

Wir kénnen daher das Resultat aussprechen : 

20. Fiir jedes einfache, stabile Fachwerk lisst sich jedes Spannungs- 
problem mit Hiilfe eines Krdfteplanes lésen, wenn das Fachwerk zwvor 
durch Einfiihrung gewisser idealer Stibe und Knotenpunkte erweitert ist. 


\ 


\ / 
* (K) / 


+ _{P 
zy NO) 7 
s ~ (K) | Ye \ (K) 
P, a ee: FO) 


7 | 
\ 











i. ‘ 
~ . ‘ 
9 Vet 
“Q 
“3 
L 


Fig. 9 


Ein lehrreiches und zugleich einfaches Beispiel liefert uns das aus 
zwei Dreiecken und den drei je zwei Ecken derselben verbindenden Staben 
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bestehende Fachwerk. Wirken hier nur in zweimal zwei entsprechenden 
Keken aussere Krifte, so kann ein Krafteplan ohne Einfihrung idealer 
Knotenpunkte oder Stiibe construirt werden, wie das besonders aus 
der schematischen Figur einleuchtend ist (s. Fig. 9), Das ist jedoch nach 
Satz 16 nicht méglich, wenn in allen 6 Ecken dussere Kriifte an- 
greifen sollen. Dann wird man je nach Bequemlichkeit entweder die 
zwei Schnittpunkte eines Verbindungsstabes mit zwei entsprechenden 
Seiten der beiden Dreiecke als ideale Knotenpunkte einfiihren, oder 
nur einen solechen Schnittpunkt und den Schnittpunkt einer Kraft mit 
einem Stabe (s. Fig. 10) oder zwei Schnittpunkte der letzten Art. Die 
Construction des Krafteplanes geschah in beiden Fillen nach dem auf 
S. 179—180 geschilderten Verfahren, obwohl man hier natiirlich nach 
dem Culmann’schen Verfahren schneller zum Ziele gekommen wire. 

Um den praktischen Vortheil, den ein von der schlichten Zerlegung 
des Fachwerkes aus construirter Krifteplan bietet, ganz zu ver- 
stehen, miissen wir auch auf die in unseren Figuren angewendete 
Bezeichnung mit ein paar Worten eingehen. Man wird namlich zuerst 
in jedes Polygon des Fachwerks den Buchstaben (Q,) setzen, welcher 
dem entsprechenden Punkte Q, des Krifteplanes zukommt, ebenso an 
die Aussenseite jedes Randstabes P, P,, den Buchstaben (K,) als dem 
gemeinsamen Eckpunkte K, der beiden Seiten des Kriftepolygons ent- 
sprechend, welche die in P, und P,,, angreifenden Krifte darstellen *). 
Dann ist im Kriafteplane unmittelbar die Strecke abzulesen, welche 
die in einem Stabe herrschende Spannung darstellt. Was den Sinn 
dieser Spannung betrifft, so gehért zuniichst jedem Randknotenpunkte 
P, ein Drehungssinn zu, welcher dem Sinne entgegengesetzt ist, in 
welchem das Randpolygon dem Kriftepolygone entsprechend zu durch- 
laufen ist. Hiernach erhalt man den Sinn einer von P, ausgehenden 
Spannkraft, wenn man ihre Endpunkte in der Reihenfolge verbindet, 
welche die entsprechenden Polygone des Fachwerks jenem Drehungs- 
sinne entsprechend haben. Derselbe Drehungssinn gehért dann auch 
den inneren Knotenpunkten mit derselben Bedeutung zu, wie aus der 
Betrachtung der beiden an jeden inneren Stab anstossenden Polygone 
in Rtcksicht auf die beiden Endpunkte des Stabes hervorgeht. Hier- 
nach ist ausserordentlich leicht zu entscheiden, ob in einem Stabe 
Druck oder Zug herrscht. 


*) Man vergl. hierzu eine Bemerkung von Maxwell, Scientific papers ed. 
Niven, Vol. II, p. 492, wo M. diese Art der Bezeichnung Bow zuschreibt. Der 
Verf. ist hierauf durch die Giite des Herrn A, Fipp] hingewiesen worden. 
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§ 6. 


Verkniipfung der reciproken Figuren, des Fachwerks und des 
zugehérigen Krafteplanes, durch ein Nullsystem. 


Die reciproke Beziehung, welche zwischen den Figuren des Fach- 
werks und denen eines zugehérigen Kriifteplanes besteht, lisst sich nach 
Cremona*) als Ausfluss derjenigen reciproken Beziehung des Raumes 
ansehen, die durch ein sogenanntes Nullsystem definirt wird. Be- 
kanntlich kann man ein beliebiges System von Kriften im Raume, 
falls dieselben keine Kinzelresultante oder ein resultirendes Kriftepaar 
besitzen, auf mannigfaltige Weise auf in zu einander windschiefen 
Angriffslinien wirkende Krifte reduciren. Die eine dieser Angriffs- 
linien kann beliebig angenommen werden, dann sind dadurch die 
conjugirte der Lage und beide der Grésse und dem Sinne nach voll- 
stiindig bestimmt. Beschreibt die eine Angriffslinie ein Strahlenbiindel 
um einen festen Nullpunkt, so beschreibt die conjugirte Angriffslinie 
ein ebenes Geradenfeld in der den Nullpunkt enthaltenden Nullebene 
und umgekebrt. Die durch den Nullpunkt gehenden und in der Null- 
ebene liegenden Geraden heissen Nulllinien, weil das gegebene Kriifte- 
system in Beziehung auf sie als Axen das Drehungsmoment Null hat; 
diese Nulllinien sind sich selbst conjugirt, und es kann desshalb in sie 
niemals die Angriffslinie eines das Kriftesystem ersetzenden Paares 
verlegt werden. Die beiden in conjugirten Angriffslinien wirkenden 
Krafte haben in denselben Angriffspunkt verlegt stets dieselbe Resul- 
tante, welche der Axe des Nullsystems parallel ist und durch den 
Nullpunkt der unendlich fernen Ebene geht; hieraus geht hervor, dass 
conjugirte Geraden in der Richtung dieser Axe stets durch parallele 
Ebenen projicirt werden. Haben wir daher zwei in Beziehung auf 
ein Nullsystem reciproke Polyeder, sodass also den durch einen Eck- 
punkt laufenden Kanten des einen die ein ebenes Polygon begrenzenden 
Kanten des andern conjugirt sind, so werden die Eckpunkte und Kanten 
dieser beiden Polyeder in der Richtung der Axe des Nullsystems auf 
irgend eine Ebene in die Knotenpunkte und Stabe zweier Fachwerke 
projicirt, welche in derselben Beziehung zu einander stehen wie die 
in § 4 betrachteten Figuren des erweiterten Fachwerks und des er- 
weiterten Krifteplans. Da entsteht also die Frage, ob man umgekehrt 
diese beiden Figuren stets als solche Projectionen zweier in Beziehung 
auf ein Nullsystem reciproker Polyeder wird auffassen kénnen. Es 
ist leicht, diese Frage zu bejahen. 


*) Vergl. die in der Einleitung S. 143 citirte Schrift, wo man sich auch tiber 
das Nullsystem informiren kann. Man vergl. auch die auf S, 144 ang. Schrift 
des Verfassers, 
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Nehmen wir etwa an, dass die Axe des im Uebrigen beliebigen Null- 
systems senkrecht zur Zeichenebene der als gegeben gedachten Figuren 
des erweiterten Fachwerks und des erweiterten Krafteplanes stehe, so 
sind jedenfalls die Richtungen von je zwei conjugirten Geraden g und 
k bekannt, deren Projectionen je zwei reciproke Geraden g und k obiger 
Figuren sind, durch die unendlich fernen Nullpunkte namlich der in 
k resp. g auf der Zeichenebene senkrechten Ebenen. Wird daher etwa 
iiber einem Punkte P, des Fachwerks der Raumpunkt P, in einer 
Senkrechten zur Zeichenebene, aber sonst ganz beliebig angenommen, 
so waren damit jedenfalls beide Polyeder bestimmt, falls die Con- 
struction nicht zu Widerspriichen fiihrt, Sind aber P,,, Po, ..., Pa; 
die Eckpunkte eines Polygons (Q,), dem im Krifteplane der Punkt 
Q, entspricht, so ist leicht zu sehen, dass die aus P,, der Reihe nach 
abgeleiteten Punkte Py, .. ., ) * in einer Ebene liegen, und dass 
die Gerade durch P,, und den Nullpunkt der zu P,,P,, parallelen 
Verticalebene durch Q, wieder durch P.. lauft. Denn schneidet die 
conjugirte Gerade zu P,, P,, die Verticale durch Q, in Q,, so ist die 
Nullebene von @Q, diese Ebene, weil sie die Nullpunkte aller Vertical- 
ebenen durch Q, enthalten muss. Construirt man also die zu den 
Knotenpunkten des Fachwerks gehérigen Raumpunkte von dem Punkte 
P, aus so, dass man jedesmal innerhalb eines Polygones der Zerlegung 
bleibt, so ist klar, dass unsre Construction zu keinem Widerspruche 
fihren kann; wegen der Richtungen der Kanten dieses Polyeders ist 
dann die Projection des reciproken Polyeders der gegebene erweiterte 
Krifteplan. Wir erhalten also das Resultat: 

21. Die aus einem einfachen, stabilen Fachwerke, den Angriffs- 
linien der dusseren Krifte und einem zugehdrigen Seilpolygone bestehende 
Figur einerseits und ein entsprechender Krdfteplan andrerseits lassen 
sich stets als Parallelprojectionen zweier in Beziehung auf ein Null- 
system reciproker Polyeder auffassen, wenn die Projectionsrichtung die 
Axe des Nullsystems ist. 

Wir haben hier eine Construction der beiden Polyeder entwickelt, 
welche auf der Kenntniss des Kriifteplanes beruht. Es wird aber nicht 
ohne Interesse sein, zu sehen, wie sich die zur Herstellung des Krifte- 
planes dienenden Constructionen fiir eine directe Construction des 
ersten Polyeders verwerthen lassen. Wir kénnen etwa zuerst den 
Raumpunkt C itiber dem Pole C des Seilpolygons annehmen, dessen 
Nullebene (C) schneidet dann auf den Verticalen durch die Ecken 
des Seilpolygons die Ecken S,, S,, ..., S, des Raumpolygons aus, 
dessen Projection das Seilpolygon ist; die den Seiten dieses Polygons 
conjugirten Geraden schneiden weiter auf den Verticalen durch die 
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Ecken des Kriftepolygons die Ecken K,, K,,..., Kas des Raum- 
polygons aus, dessen Projection das Kriiftepolygon ist, und die den 
Seiten dieses Polygons conjugirten Geraden endlich auf den Verti- 
calen durch die Randknotenpunkte des Fachwerks die Raumpunkte 
P,, P,, ..-, Pa, deren Projectionen diese Randknotenpunkte sind. 
Ist dann P, ein zweistibiger Knotenpunkt des Randes, so kennt man 
sofort die Ebene P,P, Py41 des Polygons (Qo), dessen Projection 
das P, enthaltende Polygon (Q,) ist. Da also dieser Fall keine 
Schwierigkeiten macht, so nehmen wir an, (Q,) enthalte nur den 
Randstab Ps P,4:, und construiren das mit dem gegebenen Fachwerke 
fe gleich gegliederte Fachwerk §;, das sich von jenem nur in der 
Richtung von P, Py: unterscheidet. ear” wissen wir, dass die den 
Seiten des Kriftepolygons K,K, ... Ko-1Qp Kay... Eni kK, 
gleichen und gleich gerichteten Krifte sowohl in den Angriffspunkten 
P,P, ... P, als auch in den Angriffspunkten P,P,’ ... P,’ an- 
gebracht im Gleichgewichte sind. Da sich weiter das dem Pole C zu 
diesem Kriaftepolygone fiir das erste Fachwerk zugehérige Seilpolygon 
nur in den Ecken S, und S,;; von dem obigen zu unterscheiden braucht 
und stets P, P.,, durch den unendlich fernen Nullpunkt der zu P, Poss 
parallelen Verticalebene durch K, liuft, so erhalten wir fiir dies zweite 
Kraftepolygon, wenn wir von demselben Punkte C ausgehen, jeden- 
falls dasselbe dem Randpolygon entsprechende Raumpolygon. Aus 
dem letzten Grunde ergiebt sich auch fiir das dem Randpolygone von 
x entsprechende Raumpolygon, das von P,' P;4; abgesehen stets 
P! Piss | P. Pes. Da endlich die einander parallelen Nullebenen von 
Q, und Q, durch P, P.y1 resp. Py Pris gehen miissen, so ist die 
Ebene von (Q,) durch P, P,i, und die Richtung von P, Pj, be- 
stimmt. Hiernach erhalten wir folgende Regel zur Construction der 
durch P, Pj41 gehenden Ebene von (Q): Man ziehe durch einen 
iiber Pi,, beliebig angenommenen Punkt Py; die Parallele zu 
Pass Pris, bis sie die Verticale durch Pj: in Pris schneidet, durch 
Pris die Parallele zu Prts Piss, bis sie die Verticale durch Pj,s in 
Piss schneidet, u. s. f. bis man den Punkt P, iiber P,’ erhilt; als- 
dann ist die Ebene von (@Q) parallel zu P, Pj,,. Auf diesem Wege 
wird man also, sobald einmal das dem Randpolygone entsprechende 
Raumpolygon, das natiirlich sowohl vom Kriftepolygone als vom Null- 
systeme abhiingt, gefunden ist, das Polyeder, dessen Projection das 
gegebene Fachwerk ist, durch blosses Ziehen von Parallelen in zwei 
Tafeln construiren kénnen; die Projection des reciproken Polyeders 
giebt dann den Kriifteplan. Ist dieser nicht seiner Lage nach gegeben, 
so kénnen wir etwa die Punkte P,, S,, S,, S,; auf ihren Verticalen 
Mathematische Annalen, XLVIII, 13 
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willkiirlich annehmen, damit ist die Ebene (C), folglich alle tibrigen 
Punkte S, bekannt, dann liegt P, in der Ebene P,S,S,, P, in der 
Ebene P,S,S, u.s. f. Damit nun aber auch P, in der Ebene 
P,S,8, liege, muss eben S,, nachdem S,, S,,..., S»—1 auf ihren 
Angriffslinien willkiirlich (vergl. S. 168) angenommen sind, die Seil- 
polygonbedingung befriedigen, die hier folgendermassen zum Aus- 
druck kommt. Da sich die Ebenen P,P, S, und P,_;P,S,-2 in der 
Verticalebene iiber der Angriffslinie durch P, schneiden miissen, so 
ist diese Schnittgerade als Verbindungslinie der Schnittpunkte dieser 
Verticalebene mit P,S, und P,_,S,-1 gegeben, sie bestimmt 8, in 
der Ebene (C) und damit auch S,. Den oo verschiedenen Polyedern 
entsprechen natiirlich nur oo® sich durch Grésse und Lage unter- 
scheidende Kriiftepline, da den Polyedern, die durch Parallelverschiebung 
aus einander entstehen, derselbe Krifteplan entspricht. Halten wir 
(C) fest und bewegen P, auf seiner Verticalen, so behalten ja die 
Seilstrahlen ihre Lage bei, sodass der Krifteplan bei fester Lage 
ihnliche Transformationen erleidet; geeignete Veriinderungen von (C) 
liefern dann auch die Parallelverschiebungen des Kriafteplanes. 

Da unser Polyeder k + m Ecken, k + » — 1 Flachen und 
2(k-+n)—3 Kanten besitzt, so ist es offenbar ein gewdéhnliches 
Euler’sches Polyeder. Es werden aber auch Polyeder héherer Art*) 
reciproke Figuren ergeben, die fiir gewisse Fachwerke die Lésung des 
Spannungsproblems in Evidenz setzen, diese Fachwerke kénnen aber 
nicht stabil und zugleich einfach sein, wir haben desshalb keine Ver- 
anlassung auf diese Frage hier einzugehen. 


Aachen, im Marz 1896. 


*) Man vergl, z.B. Mibius, ges. Werke, II, 8S. 551, Leipzig 1886, 
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Zur Theorie der endlichen Gruppen von birationalen 
Transformationen in der Ebene. 


Von 
A. Wiman in Lund. 


Das Forschungsgebiet, welches wir hier betreten wollen, ist in 
neuerer Zeit durch mehrere wichtige Abhandlungen von Hrn. 8. Kantor 
bereichert worden. Dabei gedenken wir zuerst seiner von der Academie 
zu Neapel gekrénten Preisschrift*), in welcher er alle existirenden 
Typen von eindeutigen periodischen Transformationen in der Ebene 
bestimmt hat. Wurde hier die geometrische Construction der Typen 
erst durch die Liésung eines rein arithmetischen Problems vorbereitet, 
welches sich in die Untersuchungen der Herren Hermite und Fro- 
benius iiber quadratische Formen einreiht, so skizzirte Hr. Kantor 
in einer spiiteren Arbeit**) eine neue von jenen arithmetischen Ent- 
wicklungen unabhingige geometrische Theorie. Durch diese letztere 
Abhandlung wurde ich veranlasst, die allgemeinere Aufgabe der end- 
lichen Gruppen von birationalen Transformationen in der Ebene in 
Angriff zu nehmen. Inzwischen erschien vor Kurzem eine Arbeit von 
Hrn, Kantor iiber diesen Gegenstand***), als deren Schlussergebniss 
eine Aufzdhlung der sitimmtlichen Typen vollstindiger endlicher Gruppen 
birationaler Transformationen gegeben wird. Diese Aufzihlung stimmt 
aber nicht mit den von mir erhaltenen Resultaten tiberein. In der 
That hat Hr. Kantor sowohl verschiedene Typen tibersehen als auch 
andere mit fehlerhafter Ordnungszahl gegeben. In den folgenden Ent- 
wicklungen beabsichtige ich eine richtige Aufzihlung der endlichen 
birationalen Transformationsgruppen in der Ebene zu liefern. 


*) ,,Premiers fondaments pour une théorie des transformations périodiques 
wnivoques*, Naples 1891. Ein Auszug ist im Journal fiir Mathematik, Bd. 114, 
8.50 erschienen unter dem Titel: ,,Zheorie der eindeutigen periodischen Trans- 
formationen in der Ebene‘. 

**) \Newe Theorie der eindeutigen periodischen T'rransformationen in der 
Ebene“, Acta Mathematica, Bd, 19, 8, 115. 

*#*) ,,Theorie der endlichen Gruppen von eindeutigen Transformationen in 
der Ebene“ (Berlin, Mayer & Miiller, 1895). 
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§ 1. 
Die Aequivalenztheoreme. 


In diesem Paragraphen stellen wir einige Theoreme zusammen, 
welche simmtlich aus Hrn. Kantor’s Arbeiten entlehnt sind. Als 
Ausgangspunkt wablen wir den folgenden Satz*): 

1. Jede endliche Gruppe von Transformationen besitzt eine in- 
variante Curve, deren Geschlecht jede willkiirliche Grenze iiberschreiten 
kann, aber sicher > 2 ist. 

Nun werden bekanntlich bei einer birationalen Transformation die 
adjungirten Curven in die adjungirten Curven der entsprechenden Curve 
iibergefiihrt. Daraus folgt, dass bei einer endlichen Gruppe auch das 
System der adjungirten Curven einer invarianten Curve in sich iiber- 
geht. In derselben Weise muss auch das System der Curven repro- 
ducirt werden, welche sich zu einem bei der Gruppe invarianten 
Curvensystem adjungirt verhalten. Wir kénnen folglich den Satz 
aussprechen **): 

Wenn eine endliche Gruppe birationaler Transformationen eine 
Curve reproducirt, reproducirt sie auch das System der adjungirten 
Curven, sowie jedes der successiven Systeme. 

2. Man kann also in der Reihe der successiven adjungirten Systeme 
fortgehen, bis man zu Curven vom Geschlechte p—1 oder p=0O 
gelangt. Dabei ist jedoch noch die Méglichkeit zu beachten, dass alle 
Curven des Endsystems zerfallen. Hr. Kantor hat aber bewiesen***), 
dass dies nur auf zwei Arten geschehen kann: entweder ist allen 
Curven des Systems eine feste Fundamentaleurve gemein, wobei man 
aber die iibrigen Bestandtheile wie friiher behandeln kann, oder es zer- 
fallt jede Curve des Systems in p, —1 rationale Curven, welche 
simmtlich demselben Biischel angehéren miissen, wobei p, das zum 
vorangehenden System gehérige Geschlecht bezeichnet. Dieser Biischel 
lisst sich birational in einen Geradenbiischel iiberfiihren. 

Dergleichen Gruppen, bei denen ein Geradenbiischel invariant 
bleibt, nennt Hr. Kantor orthanallagmatische Gruppen oder Gruppen 
von Jonquiéres. Zu solehen Gruppen gelangt man, falls in der Reihe 
der successiven adjungirten Systeme ein System hyperelliptischer Curven 
auftritt, welches birational in C, mit (m — 2)-fachem Punkte iiber- 
gefiihrt werden kann. 

Wir nehmen nun an, die Curven des Endsystems seien vom 
Geschlechte p = 1. Die vorkommenden linearen Systeme elliptischer 


*) Man sehe 8S. 40 der letzterwiihnten Arbeit. 
**) §.41 der citirten Arbeit. 
**##) Acta Mathematica, Bd. 19, 8, 119. 
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Curven sind nun nach einem Theorem von Bertini-Martinetti*) 
entweder einem oo*, o0', - - -, co? Systeme von C, oder einem Systeme 
von C, mit zwei festen Doppelpunkten oder endlich, falls die Dimen- 
sion = 1, einem Biischel von Curven C;, mit 9 s-fachen Punkten 
birational fiquivalent. Weil die einzigen bestimmenden Elemente bei 
vollstindigen Systemen von adjungirten Curven feste Basispunkte sind, 
miissen die obigen Systeme von oo*, oo’, ---, co? C, beziehungsweise 
7,6,...,0 feste Punkte besitzen; die C,-Systeme dagegen keinen 
festen Punkt ausser den beiden 0, weil sie sonst C,-Systemen fqui- 
valent wiren. 

Wenn die Gruppe ein System von 00%, 008 oder co’ C, mit bez. 
0, 1, 2 Basispunkten in sich transformirt, kann sie nur eine Colli- 
neationsgruppe sein, Unter den C, treten nimlich in diesen Fallen 
stets ausgezeichnete Systeme auf, welche aus lauter Geraden gebildet 
sind: im ersten Falle das System der dreifach gezihlten Geraden, im 
zweiten und dritten das System der doppelten Geraden mit je einer 
Geraden durch den Basispunkt bez. mit der Verbindungsgeraden der 
Basispunkte. 

Wenn die Gruppe das System der C, mit 20 reproducirt, kann 
dieselbe nur aus Collineationen und quadratischen Transformationen 
bestehen. Unter den C, befindet sich niimlich das ausgezeichnete 
System der doppelten Kegelschnitte durch die beiden 6. Da ein 
solcher Kegelschnitt in eine beliebige Gerade und die Verbindungs- 
gerade der beiden 0 zerfallen kann, so ersieht man hieraus, dass bei der 
Gruppe gerade Linien nur in Kegelschnitte tibergefiihrt werden kénnen. 
Andere zerfallende Kegelschnitte erhilt man aus je einer Geraden 
durch jeden 0; man erschliesst hieraus, dass die Strahlbiischel durch 
die beiden 0 gegeniiber der Gruppe zusammen ein invariantes System 
bilden, 

Es bleibt noch iibrig zu entscheiden, in welchen Fallen ein 
Biischel C3, mit 9 s-fachen Punkten das vollstiindige System der ad- 
jungirten Curven eines Curvensystems mit p = 2 darstellen kann. 
Das ist jedenfalls fiir s—1 méglich, und zwar in der Weise dass 
8 Basispunkte des C,- Biischels Doppelpunkte von C, sind, der neunte 
aber vernachlissigt wird; geht man so weiter hinauf, so gelangt man zu 
C, mit 8 dreifachen Punkten, mithin vom Geschlechte p= 4. Allein 
auch fiir s = 2 existirt das gesuchte System mit p = 2; wir werden 
nimlich in §6 zeigen, dass in diesem Falle 8 Basispunkte dreifache 
Punkte und der neunte einen Beriihrungsknoten (mit bestimmter 
Tangente) eines Biischels von C, liefern. Hier kann man aber nicht 
zu einer invarianten Curve, deren Geschlecht p> 2, gelangen. Letzterer 


*) Rendiconti Ist. Lomb. 1886. 
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Biischel erweist sich namlich als adjungirt zu einer einzigen C,, mit 
p = 2, welche 8 vierfache und einen dreifachen Punkt, in welchem 
2 Zweige einander osculiren, besitzt. Fiir s > 2 lasst sich das frag- 
liche System mit p — 2 nicht construiren. 

Es eriibrigt noch den Fall zu behandeln, dass die Curven des 
Endsystems rational sind. Ist das betreffende System ein Biischel oder 
ein Netz, so kann man dasselbe birational in einen Geradenbiischel oder 
das Netz aller Geraden tiberfiihren, und die Gruppe ist folglich eine 
orthanallagmatische oder eine Collineationsgruppe. Ist die Dimension 
des Systems > 2, so kann man dasselbe birational entweder in das System 
aller Kegelschnitte (ohne Basispunkte) oder in ein System von Curven 
C, mit einem (n — 1)-fachen Punkte iiberfiihren*); in letzterem Falle 
braucht man ersichtlich héchstens einen weiteren einfachen Basispunkt 
zuzulassen. Das System aller Kegelschnitte bleibt nur bei Collineations- 
gruppen invariant; dasselbe enthilt ja das System der doppelten Geraden 
ausgezeichnet. Ebenfalls geht das System aller C, mit einem (n — 1)- 
fachen Punkte 0,-; nur bei einer Collineationsgruppe, welche den 
Punkt 6,_; invariant lisst, in sich tiber; unter den C, hat man nimlich 
das ausgezeichnete System, welches aus je einer beliebigen Geraden 
und je einer (m — 1)-fach gezahlten Geraden durch 0, , besteht. 
Besitzt aber das System ausser 0,_, noch einen einfachen Basispunkt, 
so erhalt man ein ausgezeichnetes System von Curven C,, welches aus 
je einer Geraden durch den einfachen Basispunkt und je einer (n — 1)- 
fach gezihlten Geraden durch 0,_, besteht. Die Strahlbiischel durch 
diese beiden Punkte bleiben also bei der Gruppe invariant; doch 
kénnen dieselben, falls » —2, mit einander vertauscht werden. Die 
Gruppe besteht nur aus Collineationen und quadratischen Transfor- 
mationen. 


3. Fassen wir die vorangehenden Resultate zusammen, so erhalten 
wir das folgende Endtheorem: 


Jede endliche Gruppe von birationalen Transformationen ist dqui- 
valent entweder 


1) eimer Gruppe von Collineationen oder 
2) einer orthanallagmatischen Gruppe oder 


3) einer Gruppe quadratischer Transformationen , bei welcher zwei 
Strahibiischel zusammen ein invariantes System bilden, oder 

4), 5), 6), 7), 8) eimer Gruppe, bei welcher ein System von Curven 
3. Ordnung mit beziehungsweise 3, 4, 5, 6, 7 festen Punkten in sich 
tibergeht, oder 


*) Vergl. G. Jung, ,,Ricerche sui sistemi lineari di curve algebriche‘, Annali 
di Matematica XVI. 
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9) einer Gruppe, bei welcher ein System von Curven C, mit 
8 festen Doppelpunkten und mithin auch der adjungirte Biischel 3. Ord- 
nung invariant bleiben. 

Die hier aufgezaihlten Classen 4, 5, ..., 9 bezeichnet man kurz 
als Gruppen mit bez. 3, 4,.. ., 8 Punkten. 

Handelt es sich nur um die einzelnen periodischen Transformationen, 
so lassen sich die Classen 3, 4,5 auf Collineationen und die Classe 6 
auf orthanallagmatische Transformationen reduciren. Durch die Glei- 
chungen der beziiglichen Transformationen werden namlich feste Punkte 
bestimmt. Im Falle 6 erhalt man einen invarianten Biischel von 
rationalen C, durch die 4 Basispunkte mit 0 in einem solchen festen 
Punkte, und diesen Biischel kann man in einen Geradenbiischel iiber- 
fiihren. In gleicher Weise ermittelt man in den anderen erwahnten 
Fallen invariante Netze, welche birational auf das Netz aller Geraden 
bezogen werden kénnen. Als wesentlich verschiedene Faille der perio- 
dischen birationalen Transformationen haben wir also nur die Colli- 
neationen, die orthanallagmatischen Transformationen und die Trans- 
formationen mit 6, 7, 8 Punkten. 

In den folgenden Entwicklungen wollen wir nun die soeben er- 
mittelten 9 Hauptclassen niher untersuchen. 


g 2. 


Die endlichen Gruppen von Collineationen und orthanallagmatischen 
Transformationen. 


1. Ueber die endlichen Collineationsgruppen kénnen wir uns hier 
kurz fassen; dieselben sind ja in laingeren Abhandlungen von den 
Herren C. Jordan und Valentiner untersucht. Nur das méchten 
wir hier wiederholen, dass die gewdhnliche Auffassung*), dass Hr. 
Jordan die betreffende Aufgabe vollstiindig erledigt habe, nicht richtig 
ist, da ja Hr. Valentiner eine neue Gruppe von der Ordnung 360 
entdeckt hat. Letztere Gruppe ist in der That eine sehr wichtige, 
weil dieselbe , wie wir neuerdings bewiesen haben**), mit der Gruppe 
der geraden Vertauschungen von 6 Dingen holoedrisch isomorph ist. 

Wollen wir nun der Vollstindigkeit halber eine Aufzihlung der 
endlichen Collineationsgruppen geben, so mége von vornherein die 
folgende Verabredung getroffen werden, dass solche Gruppen, welche, 
wo immer sie auftreten, als Untergruppen innerhalb hoherer Gruppen 


*) Auch Hr, Kantor kennt nur die von Hrn. Jordan bahandelten Gruppen, 
Man sehe seine ,,Theorie der endlichen Gruppen, 8, 44. 

**) Man sehe meinen in den Mathematischen Annalen Bd. 47 veréffentlichten 
Aufsatz mit dem Titel ,,Ueber eine einfache Gruppe von 360 ebenen Collineationen''. 
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enthalten sind, nicht als Haupttypen betrachtet werden sollen. Wir er- 
halten dann: 


1) Eine Classe von trivialen Gruppen, bei denen entweder drei 
Punkte unter einander vertauscht werden, oder ein Punkt und eine 
nicht incidente Gerade invariant bleiben. 

Sodann haben wir drei isolirte Gruppen: 


2) Die Hesse’sche Gruppe von der Ordnung 216, welche das System 
der 9 Wendepunkte einer ebenen C, in sich transformirt. 


3) Die Gruppe von der Ordnung 168, welche die 
C,, «°x, + 4,°x, + 2,>x,=0, 
in sich tiberfihrt ; 

4) Die Gruppe von der Ordnung 360, durch welche die 
C,, 102,2,°+92,(x,>°+ x,°) — 452,?x,? x, —1352,'x, 4,+277,5= 0, 
in sich transformirt wird. 

Hierzu kommen noch drei Gruppen, welche nicht der Classe 1 
angehéren. Dieselben sind: 

1) Die Collineationsgruppe der harmonischen C,. Diese Gruppe 
von der Ordnung 36 ist Untergruppe sowohl der Hesse’schen Gruppe 
als der Gogo} 

2) Die mehr umfassende Gruppe von der Ordnung 72, bei welcher 
die harmonische C, auch mit ihrer Hesse’schen Curve vertauscht werden 
kann. Dieselbe ist Untergruppe der Hesse’schen Gruppe; 

3) Die ternire Ikosaedergruppe, welche einen Kegelschnitt in sich 
iiberfiihrt. Diese G,, ist Untergruppe der G,,,. 

2. Wir schreiten jetzt zur Behandlung der orthanallagmatischen 
Gruppen. Zuerst ist es einleuchtend, dass die Strahlen des funda- 
mentalen invarianten Geradenbiischels sich nach irgend einer linearen 
Gruppe vertauschen miissen. Die Gesammtgruppe entsteht durch Com- 
bination dieser Gruppe mit einer anderen linearen Gruppe, bei welcher 
jede Gerade des Biischels invariant bleibt. 

Bei einer zur letzteren Gruppe gehérigen Transformation miissen 
zwei Punkte auf jeder Geraden des Biischels fest bleiben, Man hat 
hier zwei Méglichkeiten: entweder erfiillen diese Punkte zwei rationale 
Curven oder eine hyperelliptische Curve. 

Wir nehmen zuerst an, die fraglichen Doppelpunktsérter zerlegen 
sich bei jeder beziiglichen Transformation in je zwei rationale Curven. 
Hr. Kantor hat dann hervorgehoben, dass man drei beliebige Curven 
Cy mit (JJ —1)-fachem Punkte im Fundamentalpunkte: D,, D,’, D, 
herausnehmen kann, und sodann auf jeder Geraden des Biischels eine 
bestimmte binare Gruppe ergiinzen kann, bei welcher D,, D, die 
Doppelpunkte einer Transformation und D, einen Doppelpunkt einer 
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bestimmten anderen Transformation ausschnejden, wonach die weiteren 
Doppelpunktsérter sich leicht bestimmen lassen *). 

Diesen Ansatz wollen wir hier weiter verfolgen. ‘Zunichst ist es 
einleuchtend, dass man keineswegs drei Curven mit gleicher Ordnung 
zu nehmen braucht. Es seien ,, m,’, m, die Ordnungen der beziig- 
lichen Curven D,, D,’, D,. Wir nehmen an, dass ausser dem Funda- 
mentalpunkte g Schnittpunkte allen drei Curven gemein sind. Man 
erginzt nun jede Curve durch diejenigen Geraden des fundamentalen 
Biischels, welche durch die Schnittpunkte der beiden anderen gehen. 
In dieser Weise gehéren die drei Curven zu einem Biischel von der 
Ordnung , + ”, + », — 1— @, welchen wir durch successive 
quadratischen Transformationen in einen Geradenbiischel iiberfiihren 
kénnen. Die weiteren Doppelpunktsérter gehdren ersichtlich zu dem- 
selben Biischel. Wir erhalten demnach zwei invariante Geradenbiischel, 
und die fragliche orthanallagmatische Gruppe entsteht durch die Com- 
bination der beiden Gruppen, nach welchen die Geraden dieser Biischel 
permutirt werden. 

3. Man kann somit einen zweiten invarianten Geradenbiischel 
herstellen, falls jede Gerade durch den fundamentalen Punkt O bei 
einer Diedergruppe, Tetraedergruppe, Oktaedergruppe oder Ikosaeder- 
gruppe in sich tibergeht. Wir miissen hier fragen, ob dieser Satz 
noch giiltig bleibt, falls jede Gerade des erwaihnten Biischels nur bei 
der Identitét oder bei einer cyklischen Gruppe mit zwei rationalen 
Doppelpunktscurven in sich iibergefiihrt wird. Um das zu entscheiden, 
brauchen wir nur den Inbegriff derjenigen Punkte zu betrachten, denen 
bei einer oder mehreren Transformationen nicht nur einzelne Punkte, 
sondern ganze Geraden durch O entsprechen. Es sei A ein solcher 
Punkt und @ seine Verbindungsgerade mit O. Wir nehmen an, 
dass die Gerade a durch die Transformationsgruppe in die Geraden 
Gy, Gy, + + ey Gry Grti,y +++, Gn-1 tibergefiihrt werden kann. Dabei 
mégen dem Punkte A die Gesammtheit der Punkte der r Geraden 
@,, +++, @,, aber nur einzelne Punkte A,.1,..., An-1 auf den Geraden 
Grtiy +++, Ga—1 entsprechen, wobei freilich zuniichst vorausgesetzat 
wird, dass eine beliebige Gerade des Biischels nur bei der Identitit 
invariant bleibt. In dieser Weise entsprechen den Punkten der Geraden 
@,+++, dy die Ausgangsrichtungen von den Punkten A, A,41,..., An—1} 
man erschliesst aber auch, dass andererseits den Punkten der Geraden 
@, Gyt1,.++,) Gn—1 die Ausgangsrichtungen gewisser Punkte A,’,..., A,’ 
auf den beziiglichen Geraden a,,..., a, entsprechen, Wir haben also 
auf » bei der Gruppe sich geschlossen permutirenden Geraden zwei 
Systeme von einfachen Fundamentalpunkten erhalten: A, A,41,..., An—1 


*) Man sehe Kantor, ,,Theorie der endlichen Gruppen“, 8. 46. 
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und A,’,...,A,. Solcherweise sind wir zu dem Resultate gekommen, 
dass einfache Fundamentalpunkte immer gleichzeitig auf allen Geraden 
eines Systems auftreten, welches sich bei der Gruppe geschlossen per- 
mutirt, dass aber dieselben stets in zwei zu einander conjugirte Systeme 
zerlegt werden, welche in dem betrachteten Beispiel durch die A und 
die A’ geliefert werden. Die Gesammtheit der einfachen Fundamental- 
punkte kénnen wir also in eine Zahl von je zwei solchen conjugirten 
Systemen zusammenstellen. Es eréffnet sich aber hier eine Methode, 
um die Zahl der einfachen Fundamentalpunkte zu vermindern. Legt 
man namlich die drei Hauptpunkte einer quadratischen Transformation: 


Uy, = Ly Ly = Ly Ly, 


in die Punkte O, A,’, A,’, so gehen ersichtlich die Punkte A,’, A,’ 
nach der Transformation in Fundamentalpunkte von derselben Art wie 
der Punkt A iiber. Allgemeiner gilt es, dass, falls man die drei 
Hauptpunkte der Transformation in O und in irgend zwei einfachen 
Fundamentalpunkten wahlt, letztere Punkte in Fundamentalpunkte der 
jedesmal conjugirten Art iibergehen. Hat man also auf diese Weise 
in dem gewihlten Beispiel alle Punkte A’ in Punkte A iibergefiihrt, 
so entsprechen einem Punkte A nur die anderen Punkte A, aber 
keine ganze Gerade; die Punkte A haben somit ihre Eigenschaft als 
Fundamentalpunkte eingebiisst. Nun scheint es einleuchtend, dass 
man in dieser Weise durch successive quadratische Transformationen 
jede bei der Gruppe zusammengehorige Reihe von Fundamentalpunkten 
mit einer Ausnahme in solche derselben Art iiberfiihren kann. Man 
wiirde also am Ende nur zwei Hauptfille zu untersuchen haben: 

1) Alle einfachen Fundamentalpunkte sind verschwunden. Die 
Gruppe muss eine Collineationsgruppe sein, welche den Punkt O in- 
variant liisst. 

2) Eine einzige Reihe von einfachen Fundamentalpunkten ist 
iibrig geblieben, und ein einziger Punkt A dieser Reihe ist zu den 
iibrigen conjugirt. Bei einer Transformation der Gruppe kénnen hier 
nur drei Hauptpunkte auftreten: O, A und der Punkt, welcher in 
die Gerade OA ibergefiihrt wird. Hieraus folgt, dass die Transfor- 
mationen der Gruppe aus lauter quadratischen Transformationen be- 
stehen, und dass der Geradenbiischel durch A invariant bleibt. 

Um einen etwaigen Einwand zu beseitigen, sollen hier noch die 
folgenden Erérterungen eingeschaltet werden. Jede Reihe von ein- 
fachen Fundamentalpunkten besteht aus zwei zu einander conjugirten 
Systemen. In der angewandten Methode nahmen wir aus jeder lieihe 
das eine System heraus, und die so erhaltenen Punkte benutzten wir 
als Hauptpunkte bei den successiven quadratischen Transformationen, 
War die Zahl dieser Punkte gerade =2n, so hatte man n Transformationen 
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ndthig, um den obigen Hauptfall 1 zu erreichen; war dagegen ihre 
Zahl ungerade = 2n%-+- 1, so konnte man durch » Transformationen 
zum Falle 2 gelangen. Der Inbegriff jener quadratischen Transforma- 
tionen besitzt aber im Falle 1 die Bedeutung, dass man das Curven- 
netz Cy,4:, welches durch die 2m Fundamentalpunkte und einen 
m-fachen Punkt 0, in O bestimmt wird, in das Netz der Geraden 
iiberfiihrt; im Falle 2 wird dagegen der Curvenbiischel C,4; durch die 
2n-+ 1 Fundamentalpunkte mit 6, in O in einen Geradenbiischel 
transformirt. Man kann aber noch andere gegeniiber der Gruppe in- 
varianten Netze oder Biischel erhalten, indem man ausser den er- 
wihnten Fundamentalpunkten als Basispunkte noch irgend welche bei 
der Gruppe sich geschlossen permutirende Reihen hinzunimmt. Die 
Invarianz der fraglichen Netze bez. Biischel erschliesst man leicht 
daraus, dass dieselben bei jeder Transformation der Gruppe in Netze 
bez. Biischel mit denselben aber keinen anderen Basispunkten und (im 
Falle eines Netzes) einem freien Schnittpunkte transformirt werden 
miissen, was, wie eine leichte Abzihlung lehrt, bei keinem anderen 
Netze oder Biischel zutrifft. Man kann also auf unendlich viele Weisen 
die Gruppe in eine Collineationsgruppe oder in eine Gruppe mit einem 
zweiten invarianten Geradenbiischel tiberfiihren. 

Es giebt natiirlich auch Fille, wo die Basispunkte eines Netzes 
oder Biischels in so specieller Lage sich befinden, dass durch dieselben 
kein eigentliches Netz bez. Biischel bestimmt wird, sondern nur eine 
einzige Curve, welche vermittelst beliebiger Geraden durch O ergiinzt 
wird; dies trifft z. B. zu, wenn dieselben auf einer Geraden liegen, und 
die Zahl der eintachen Basispunkte grésser als die Ordnung der Curven 
ist. Jene einzige Curve ist natiirlich gegentiber der Gruppe invariant. 
Hat man drei solche invariante Curven erhalten, so bestimmen diese, wie 
in der 2. Nummer dieses Paragraphen beschrieben wird, einen Biischel, 
von welchem jede Curve bei allen Transformationen der Gruppe invariant 
bleibt. Diesen Biischel kann man selbstverstindlich in einen Geraden- 
biischel tiberfiihren. 

4, Wir wollen jetzt besonders den Fall behandeln, dass jede 
Gerade des fundamentalen Biischels durch eine cyklische Gruppe in sich 
tibergeht, wobei die Doppelpunkte zwei rationale Curven erfiillen. Diese 
beiden Doppelpunktscurven sind bei der Gruppe invariant, und man 
kann dieselben durch successive quadratische Transformationen, bei 
denen stets O einen Hauptpunkt abgiebt, in zwei Gerade, LZ, und L,, 
iiberfiihren, deren Schnittpunkt wir mit P bezeichnen wollen. Im 
Allgemeinen ist hier der durch Z, und ZL, bestimmte Biischel gegen- 
iiber der Gruppe nicht invariant. In der That brauchen wir auch in 
diesem Falle nur die einfachen Fundamentalpunkte zu betrachten, um 
invariante Biischel oder Netze herstellen zu kénnen. Als solche sind 














204 A. Wiman. 


zuerst einerseits P und andererseits die der Geraden O P entsprechenden 
Punkte zu nennen; letztere Punkte liegen zu je u auf jeder dem Punkte 
P entsprechenden Geraden, wenn uw die Ordnung der Gruppe be- 
zeichnet, bei welcher jeder Punkt der Geraden L, und L, fest bleibt. 
Alle anderen Fundamentalpunkte miissen auf Z, oder L, liegen. Punkte 
auf einer von diesen Geraden werden ja immer in Punkte derselben 
Geraden transformirt; soll dann eine durch O gehende Gerade in einen 
Fundamentalpunkt iibergefiihrt werden , so muss ersichtlich dieser Punkt 
entweder auf L, oder LZ, belegen sein. Sagen wir auf L,, dann folgern 
wir sofort, dass den anderen Punkten auf der Verbindungsgeraden des 
Fundamentalpunktes mit O ein einzelner Punkt, der Schnittpunkt der 
ersterwahnten Geraden mit Z,, entspricht. Man gelangt so zu dem 
Kesultate, dass die Fundamentalpunkte auf einer Reihe bei der Gruppe 
sich geschlossen permutirender Geraden in zwei zu einander conjugirten 
Systemen auftreten, welche auf LZ, bez. LZ, liegen, Wir kénnen aber 
in vorhin beschriebener Weise diese Reihen von Fundamentalpunkten 
mit einer Ausnahme durch quadratische Transformationen zerstéren, 
Man braucht also nur eine einzige Reihe zu betrachten, deren Punkte 
auf ZL, und L, beliebig vertheilt sein mégen. 

Es erwiichst nun die Aufgabe, invariante Biischel oder Netze C,4, 
mit @, in O auch in diesem Falle zu bestimmen. Als Basispunkte 
miissen hier vor allem P und entweder die Fundamentalpunkte auf L, 
oder diejenigen auf ZL, gewihlt werden. Die weiteren Basispunkte 
miissen bei der Gruppe zusammengehérige Punktsysteme auf Z, und 
I, bilden. Punktgruppen ausserhalb dieser Geraden, welche sich ge- 
schlossen permutiren, kénnen nicht als Basispunkte benutzt werden, 
weil von denselben jedesmal uw auf derselben Geraden durch O aut- 
treten, was der Bedingung eines Systems C,,, mit 0, in O wider- 
streitet. Man erhalt nun einen Biischel der gesuchten Art, falls ausser 
P wn Basispunkte auf jeder der erwihnten Geraden genommen werden 
kénnen, ein Netz dagegen, falls » Basispunkte auf der einen und nur 
n — 1 auf der anderen gewiihlt werden. Es fragt sich nun, ob man 
auch bei jeder Vertheilung der einfachen Fundamentalpunkte entweder 
die gleiche oder nur um eine Einheit verschiedene Zahl von Basis- 
punkten auf Z, und Z, nehmen kann. Auf diese Frage kénnen wir 
sofort eine bejahende Antwort geben. In der That brauchen wir hier 
nur einen von Hrn. Klein aufgestellten Satz zu benutzen, nach 
welchem man aus den bei einer beliebigen biniren Gruppe invarianten 
Formen immer einen rationalen Ausdruck vom zweiten Grade auf- 
bauen kann*). Man kann ja den Curven des gesuchten Systems die 
Bedingung einer Beriihrung mit LZ, bez, ZL, von beliebig hoher Ordnung 


*) Man sehe ,,Vorleswngen iiber das Ikosaeder**, 8, 64. 





= = = se 


Va 








Endliche Gruppen birationaler Transformationen in der Ebene. 205 


in den Verschwindungspunkten des Zihlers bez. Nenners des be- 
treffenden Ausdrucks auferlegen. Also schliessen wir, dass auch in 
diesem Falle die Gruppe auf wnendlich viele Weisen in eine Collineations- 
gruppe oder in eine Gruppe mit einem zweiten invarianten Geraden- 
biischel iibergefiihrt werden kann. Als allgemeines Resultat der voran- 
gehenden Nummern 2—4 haben wir somit das folgende erhalten: 

Giebt es innerhalb einer orthanallagmatischen Gruppe keine Trans- 
formation, bei der jede Gerade des fundamentalen Biischels in der Weise 
in sich tibergeht, dass der Ort der fest bleibenden Punkte nicht zerfiillt, 
so lésst sich dieselbe birational entweder in eine Collineationsgruppe oder 
in eine Gruppe mit einem zweiten invarianten Strahlenbiischel trans- 
formiren- 

5. Wir wollen jetzt noch diejenigen orthanallagmatischen Gruppen 
betrachten, bei denen nicht zerfallende Doppelpunktscurven auftreten. 
Den Strahlen des fundamentalen Biischels denken wir uns einen Para- 
meter x eindeutig zugeordnet. Immer kénnen wir die Gleichung einer 
Doppelpunktscurve in die Gestalt 


(1) y? = F(z) 
bringen, wo F(x) eine ganze Function ohne doppelte Factoren be- 
zeichnet. Soll nun jeder Punkt dieser Curve bei einer Transformation 


von der Periode » fest bleiben, so muss diese Transformation durch 
die Gleichung 


@ Y—VP@ _ , v= 1F 

¥ +VF@) y + VF) 
definirt werden kénnen, wo «*=—1. Nur fiir ¢=—— #1 wird aber 
hier y' rational durch x und y ausgedriickt, und zwar in der Form 
an = A, 
(3) — 


Dem widerspricht nicht, dass es auch, wie schon Hr. Kantor hervor- 
gehoben hat, aperiodische eindeutige Transformationen giebt, bei denen 
alle Punkte einer hyperelliptischen Curve fest bleiben. Es ist ja fiir 
beliebiges R(#) die Curve (1) Doppelpunktscurve bei jeder Trans- 
formation re 

, YyR(a x 
® yoke) 

Wir sind soeben zum Resultate gekommen, dass nicht zerfallende 
Doppelpunktscurven nur bet involutorischen orthanallagmatischen Trans- 
formationen auftreten. Aus der 2. Nummer dieses Paragraphen leuchtet 
aber hervor, dass, falls die Doppelpunktsérter bei mehr als einer 
Transformation zerfailen, das bei allen die Geraden des Hauptbiischels 
nicht permutirenden Transformationen der Fall sein muss. Man er- 
sieht hieraus, dass die hier zu behandelnden Transformationen auf den 
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Geraden des fraglichen Biischels keine andere Gruppen als Dieder- 
gruppen Gz, hervorbringen kénnen, wobei, falls » > 2, die zur aus- 
gezeichneten cyklischen Untergruppe gehérigen Doppelpunkte zwei 
rationale Curven erfiillen. 

Permutiren sich die Punkte jener Geraden nach einer Vierergruppe, 
so kinnen also alle drei Doppelpunktscurven hyperelliptische Curven sein. 
Jede von diesen Curven muss bekanntermassen gegeniiber allen Opera- 
tionen der Vierergruppe invariant sein. Wir suchen also die bei der 
Operation (3) unveriindert bleibenden hyperelliptischen Curven, deren 
Specialschaar g,’ durch den fundamentalen Strahlenbiischel ausgeschnitten 
wird. Wir erhalten unmittelbar 


(5) F, (x) y + 2F, (2) y + F,@) F@) =0, 
wobei die ganzen Functionen F’',; und F, beliebig gewihlt werden 
kénnen. Jeder Punkt einer Curve (5) bleibt bei einer Operation 
— 2 
(6) F,(2)y' + F,(2) = 1 re 2) 
invariant. Die dritte Operation der Vierergruppe erhilt man durch 
Combination von (3) und (6), und zwar in der Normalgestalt 
y 7 aS 2) 
() FQ)’ + F@) F@) — Oe rar 
Die zugehérige Doppelpunktscurve besitzt die Gleichung 
(8) F,(x)y? + 2F (a) F,(x)y + F, (2) F(z) = 0%). 
Die drei Doppelpunktscurven (1), (5) und (8) stehen mit einander in 
einem leicht angebbaren Zusammenhange. Jeder Verzweigungspunkt 
der einen muss niimlich auch Verzweigungspunkt einer anderen sein, 
und durch denselben muss die dritte Curve gehen. Kein Punkt kann 
aber als Verzweigungspunkt allen drei Curven gemein sein. Man kann 
umgekehrt auch drei beliebige hyperelliptische Curven als Doppel- 
punktsérter wihlen, wenn nur die obige Bedingung befriedigt wird **). 
Mége jetzt die Gruppe auf den Geraden des fundamentalen Biischels 
eine Diedergruppe Go, (nm > 2) erzeugen. Die beiden Doppelpunkts- 
curven bei der zugehérigen cyklischen G, kénnen wir in die Gerade 


y =O und in den Basispunkt des Biischels iiberfiihren, so dass die- 
selbe G, durch die Operation 





(9) y = ey 

erzeugt wird, wo « eine primitive »'* Kinheitswurzel bezeichnet. Die 
anderen Operationen innerhalb der Diedergruppe miissen diese beiden 
Oerter vertauschen. Dieselben sind folglich von der Gestalt 


*) Man muss annehmen, dass im Allgemeinen F’, und JF’ gemeinschaftliche 
Factoren enthalten. 


**) Man vergleiche Kantor ,,Theorie der endlichen Gruppen“, S, 46, 





“ 
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(10) oe ze), Gai, 2, ....98) 
womit auch die weiteren Doppelpunktscurven 
(11) y? = & R(x) 


gegeben sind. 

Bisher haben wir in dieser Nummer nur diejenigen Untergruppen 
der beziiglichen orthanallagmatischen Gruppen betrachtet, bei denen 
jede Gerade des fundamentalen Biischels fest bleibt. Man ersieht aber 
leicht, wie die binaren Gruppen, nach welchen die Geraden des Biischels 
permutirt werden, aus den Gruppen, welche beziehungsweise die Func- 
tionen J’ und RF zulassen, bestimmt werden kénnen. 


Die folgenden vier Classen. 


1. Die Gruppen, bei denen die Kegelschnitte durch zwei feste 
Punkte A und B ein invariantes System bilden, oder, wie Hr. Kantor 
sie nennt, die Gruppen M, und M,’ lassen sich leicht bestimmen. 
Diese Kegelschnitte liefern ja die Bilder der ebenen Schnittcurven 
einer Fliche zweiten Grades bei der bekannten eindeutigen Abbildung 
der Flache auf eine Ebene, welche vermittelst stereographischer Pro- 
jection bewirkt werden kann. Die fraglichen Transformationsgruppen 
der Ebene miissen also den Collineationsgruppen einer Fliiche 2. Grades 
F, entsprechen. Letztere Gruppen sind aber theils die Gruppen M,, 
bei denen jedes System von erzeugenden Geraden invariant bleibt, 
theils die Gruppen M,', bei denen die Systeme vertauscht werden; 
doch muss ersichtlich die Hilfte der Operationen einer Gruppe M,' 
eine ausgezeichnete Untergruppe M, bilden. Die Gruppen M, erzeugt 
man durch die Combination zweier biniren Gruppen, nach welchen 
die Geraden der Erzeugenden-Systeme sich permutiren, wobei die 
einzelnen Operationen der beiden Gruppen auf irgend eine isomorphe 
Art combinirt werden miissen. Soll die M, Untergruppe einer MU,’ 
bilden, so miissen jene binaren Gruppen holoedrisch isomorph sein. 

Da die Erzeugenden-Systeme der /’, bei der Abbildung in die 
Strahlenbiischel durch A und B iibergehen, so bilden die Gruppen UM, 
die im vorigen Paragraphen betrachteten Gruppen mit zwei invarianten 
Strahlenbiischeln. Nur die Gruppen WU,’ liefern also neue Typen. 

2. Wir wollen jetzt diejenigen Gruppen untersuchen, bei denen 
ein System von (, mit bez. 3, 4, 5 festen Basispunkten invariant 
bleibt, oder, nach Hrn. Kantor’s Terminologie, die Gruppen M,, 
M, und M,;. Im ersten Falle erhilt man zwei Netze, das Netz der 
Geraden und das Netz der Kegelschnitte durch die drei Basispunkte, 
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welche die Eigenschaft besitzen, dass man aus jedem Netze eine be- 
liebige Curve herausnehmen kann, welche zusammen eine C, des 
Systems bilden. Die Hiilfte der Operationen einer Gruppe M,, welche 
keine Collineationsgruppe ist , besteht aus quadratischen Transformationen, 
welche jene beiden Netze vertauschen, die andere und ausgezeichnete Hilfte 
aus Collineationen , welche dieselben invariant lassen. 

3. Die Gruppe M,. Man hat hier 5 Netze: das Netz der Geraden 
und 4 Netze von Kegelschnitten durch je drei Basispunkte; desgleichen 
5 Biischel: 4 Biischel von Geraden durch je einen Basispunkt und den 
Biischel der Kegelschnitte durch alle 4 Basispunkte. Diese Netze und 
Biischel sind in der Weise mit einander verbunden, dass eine beliebige 
Curve eines Netzes und eine beliebige Curve eines zugeordneten Biischels 
eine C, des invarianten Systems zusammensetzen. Die Gruppe M, er- 
hilt man nun durch den Inbegriff aller 120 Vertauschungen dieser 5 
Netze bez. Biischel. Diese G,.. besteht nur aus Collineationen und 
quadratischen Transformationen, da ja das Netz der Geraden nur in 
sich selbst und in vier Netze von Kegelschnitten iibergefiihrt werden 
kann *), 

Die 5 erwihnten Biischel schneiden die Specialschaaren g,’ einer 
bestimmten bei der G,,) invarianten C, vom Geschlechte p= 6 aus. 
Wiahlt man die Doppelpunkte in den Coordinatenecken und im Punkte 
x, = X, = &,, so lautet die Gleichung dieser Curve: 

22(x,'x, 2, + 2,5x,°) — 2X 4,'x,*? + Laz, 2,?x, — 62x,? 7,725? = 0. 

4. Die Gruppen M,. Unter den C, des invarianten Systems 
treten hier 16 Netze auf, welche etwa noch durch einen festen Kegel- 
schnitt oder Gerade ergiinzt werden. Dieselben sind: das Netz der 
Geraden, 10 Netze von Kegelschnitten durch je 3 Basispunkte und 5 
Netze von C, mit 0 in je einem Basispunkte. Nun hat Hr. Kantor 
gefunden, dass es bei einer allgemeinen Lage der Basispunkte stets 
eine Transformation giebt, welche das Netz der Geraden in ein be- 
liebiges der anderen 15 Netze transformirt, und dass diese 15 Trans- 
formationen involutorisch sind. So gehen z. B, das Netz der Geraden 
und ein Netz von Kegelschnitten bei einer quadratischen Transfor- 
mation in einander iiber, bei welcher jede Ecke eines von drei Basis- 
punkten gebildeten Dreiecks mit der gegeniiberliegenden Seite ver- 
tauscht wird, und ausserdem die 2 iibrigen Basispunkte permutirt 
werden. 


*) Die obigen Resultate beziiglich der Gruppen M,, M,’, M, und M, sind 
schon von Hrn. Kantor gegeben. Indess ist der Gegenstand dieses Paragraphen 
auch von Hrn. Autonne behandelt, Hr. Kantor hat das Verhiiltniss seiner Theorie 
zu den von diesem Forscher publicirten Noten in seiner ,,Theorie der endlichen 
Gruppen“, S, 52 besprochen. 
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Soll die Gruppe M, andere Transformationen als die G,, ent- 
halten, so muss es ersichtlich innerhalb derselben andere Operationen 
als die Identitit geben, bei denen das Geradennetz invariant bleibt. 
Damit die Gruppe M, auf keine der friiheren Classen reducibel sei, 
diirfen von den Basispunkten nicht zwei zusammenfallen oder drei in 
gerader Linie liegen. Beriicksichtigt man diese Beschrinkung, so 
findet man mit Hrn. Kantor, dass die einzigen Collineationsgruppen, 


welche die 5 Basispunkte als geschlossenes System permutiren kénnen, 
die folgenden sind: 


1) Die Identitit. 

2) Eine G,. 

3) Eine cyklische G,. Hier kann man die 5 Basispunkte als die 
4 Ecken eines Rechtecks und einen unendlich entfernten Kreispunkt 
betrachten. 

4) Diedrische G,. Als Basispunkte kann man hier die Ecken 
eines gleichseitigen Dreiecks und die beiden unendlich entfernten Kreis- 
punkte wihlen. 

5) Diedrische G,,. Die Basispunkte kann man aus den Ecken 
eines reguliren Fiinfecks erhalten. 

Die Gesammtgruppen M, erhdlt man durch Combination der in 
jedem Falle auftretenden ausgezeichneten G,, mit diesen Collineations- 
gruppen. Die Ordnungen der Gruppen in den erwiihnten 5 Féillen sind 
somit: 16, 32, 64, 96, 160*). 

Wir wollen indessen das Problem der Gruppen M, noch von einer 
anderen Seite angreifen. Wir wihlen aus den C, des invarianten 
Systems irgend 5 linear-unabhingige Curven: 

X; = 0. (¢—=1,..., 5) 
Sodann betrachten wir die Relationen 2. Grades: 

z= Qik X; Xi = 0, 

welche Curven 6. Ordnung mit 6 in den 5 Basispunkten definiren. 
Nun lehrt eine leichte Abzihlung, dass eine solche C, durch 12 neue 
Bedingungen bestimmt wird. Die obige Gleichung ist aber erst durch 
Festlegung der Verhiltnisse der 15 Constanten a;, bestimmt. Hiernach 
erschliessen wir, dass zwei Relationen: 
(1) FP, = 2a, X;X,—0, F, = 2 Bix, X; X, = 0, 
identisch fiir die ganze Ebene gelten miissen. Man kann also die 
Ebene als das Bild der Schnittfliche zweier dreidimensionalen Gebilde 
zweiter Ordnung im vierdimensionalen Kaume betrachten. Es ist auch 
bekannt, dass, beim Gebrauche von pentasphiarischen Coordinaten, die 


*) Hr, Kantor hat (S. 52 und 105 seiner citirten Arbeit) fiir die Ordnungen 
der betreffenden Gruppen die unrichtigen Zahlen: 15, 30, 60, 90, 150, gegeben. 
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Gleichungen (1) eine Cyklide bestimmen. Man erkennt auch leicht, 
dass jene Fliche ,im vierdimensionalen Raume von einem beliebigen 
Punkte in eine Fliche F’, im dreidimensionalen Raume mit einem 
doppelten Kegelschnitte projicirt werden kann. Es wire hier méglich 
die bekannten Eigenschaften der Cykliden auf die Flachen (1) zu tiber- 
tragen. Indess begniigen wir uns mit der Bemerkung, dass auch eine 
Flaiche (1) sechzehn Gerade enthdlt. Diese Geraden werden bei der 
Abbildung der Fliiche auf die Ebene in die 5 Basispunkte, die 10 
Verbindungsgeraden dieser Punkte und den dieselben enthaltenden 
Kegelschnitt iibergefiihrt. Den im Anfang dieser Nummer erwihnten 
16 Netzen entsprechen im vierdimensionalen Raume 16 Netze von 
dreidimensionalen Raiumen, welche je eine der 16 Geraden enthalten. 
Die Abbildung auf die Ebene kann als Projection von einer der 16 
Geraden aufgefasst werden, und zwar von derjenigen, welche in einen 
Kegelschnitt transformirt wird; dabei entsprechen den Basispunkten 
5 Gerade, welche jene Gerade schneiden. - 

Nach der Bestimmung derjenigen 4-Werthe, fiir welche die Diseri- 
minante A,(A) von F', + AF, verschwindet, kénnen wir bekanntlich 
die Gleichungen (1) im Allgemeinen auf die folgende Normalgestalt 
bringen: 

(2) 2a,X?7—0, 2b,X?F —0. 

Es wire hier eine grosse Menge Fille zu discutiren, wo die Gleichung 
A, = 0 zusammenfallende Wurzeln besitzt. Ohne aber in weitere 
Einzelheiten eingehen zu wollen, begniigen wir uns mit der Bemerkung, 
dass beim Auftreten von doppelten Wurzeln entweder zwei Basispunkte 
zusammenfallen, oder deren drei in gerader Linie liegen, welche Fille 
tibrigens fiquivalent sind. Wir brauchen also die fraglichen Special- 
falle weiterhin nicht zu beriicksichtigen. 

Den Transformationsgruppen M, in der Ebene miissen nun die 
Collineationsgruppen entsprechen, welche die Fliiche (2) in sich selbst 
tiberfiihren. Durch Combination der Zeichenwechsel der X; erhilt 
man sofort eine G,,, welche aus lauter involutorischen Transforma- 
tionen besteht. Damit noch weitere Transformationen vorkommen, 
miissen die X; in irgend einer Weise mit einander vertauscht werden 
kénnen. Man erlangt so jene 5 Gruppen wieder, welche oben durch 
geometrische Betrachtungen in der Ebene gefunden wurden. 

1) Gy, im allgemeinen Falle. 

2) G,,. Die Gleichungen (2) lassen sich schreiben: 


X4 X; + a(X +X!) + X= 0; 
X,? — X,? + b(X,? — X,*) = 0. 
Hier kénnen gleichzeitig X, mit X, und X, mit X, vertauscht 
werden. 
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3) Ge: 
~ fe— Sep we Bee Bee 
X,? + éX,? — X,2— iX2—_0. 


Hier ist die cyklische Vertauschung (X,X, X, X,) mdglich. 
4) Gag. 


2 ni. 
XP +jXP+PRP+XV—0; G—e*). 
X,? + 7? X,? + j X37 + X,? = 0. 


Die Reihe (X,X,X;) kann hier sowohl cyklisch verschoben werden 
als auch in die inverse Reihe (X, X,X,) tibergehen; in letzterem Falle 
miissen aber X, und X, vertauscht werden. 


5) Greo- 
22i 


Xi? + e X,? + 2? X,? + 8X2 + A X27 = 0: (we e®), 
aX? + &X,?+ 2 X,?+ «X2+ X,27—0. 


Hier kann offenbar die Reihe (X, X, X,X,X,) sowohl cyklisch in sich 
selbst verschoben als auch in die inverse Reihe (X, X, X, X, X,) tiber- 
gefihrt werden. 

Ks leuchtet ein, dass die Gruppe der Vertauschungen der 5 Gréssen 
X; und diejenige der 5 Basispunkte in den entsprechenden Fiillen 
isomorph sind, Dies erklirt sich durch die Thatsache, dass auf Grund 
der Symmetrie die bei der Projection der Fliche (2) auf die Ebene 
benutzte Gerade in jedem Raume X;—0O je eine der 5 Geraden 
schneidet, welche in die Basispunkte projicirt werden. 

Bei jeder Gruppe M, existirt wenigstens eine invariante algebraische 
Curve vom Geschlechte p = 5; bei der Gy, giebt es aber deren co? und 
bei der Gy. co'. In der That, figen wir den Relationen (2) eine dritte 


(3) ZC; xX? = (0 


hinzu, so liefert ersichtlich die Schnittcurve ein gegeniiber der G,, 
invariantes Gebilde, und man kann durch Benutzung der Relationen 
(2) zwei Constante aus (3) hinwegschaffen, so dass nur zwei Ver- 
haltnisse der c; unbestimmt bleiben. Nach einem Satze von Herrn 
Weber*) wird nun durch drei Relationen 2. Grades im vierdimensio- 
nalen Raume ein Gebilde vom Geschlechte p = 5 definirt, es sei denn, 
dass die beziigliche Schnittcurve Doppelpunkte besitze, was aber hier 
keineswegs im Allgemeinen zutrifft. 

In den Fallen von G,,, Gg,, Gog und Gig) konnen wir zweckmiissig 


*) Math, Ann, Bd. 13, S, 35. 
14* 
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X,? + X,? + ¢X,? = 0; 

X? + X 4+ X? + X= 0; 

X,? + X,? + X;? = 0, 

X? + X,? + X,? + XY? + X? = 0. 
Die Formen links sind namlich bei den beziiglichen Gruppen invariant. 

Bei den durch die Relationen (2) und (3) definirten Gebilden existiren 

10 Systeme von unendlich vielen Abel’ schen Wurzelformen, welche den 
leicht zu ermittelnden 10 Relationen zwischen nur 3 Verinderlichen 
entsprechen. Hiermit berichtigen wir einen Satz von Hrn. Kraus*), 
nach welchem bei nicht-hyperelliptischen Gebilden vom Geschlechte 
p = 5 héchstens drei solche Systeme vorkommen kénnen. 


§ 4. 
Die Gruppen Y,. 


Die noch zu behandelnden drei Classen, bei denen ein System von 
C, mit bez. 6, 7 oder 8 festen Punkten invariant bleibt, oder die 
Gruppen M,, M, und M,, wie wir dieselben nach Hrn. Kantor 
bezeichnen wollen, liefern nach diesem Verfasser den schwierigeren 
Theil des Problems der Aufzihlung der Typen. Auch ist, wie wir 
weiterhin zeigen wollen, eine endgiiltige Erledigung der betreffenden 
Aufgabe keineswegs von Hrn. Kantor gegeben. Hierbei seien jedoch 
mit voller Anerkennung Hrn. Kantor’s Verdienste um die eingelnen 
periodischen Transformationen erwihnt. 

1. Bekanntlich bildet man eine Flache 3. Ordnung F, in der 
Weise eindeutig auf eine Ebene ab, dass den co* Querschnitten der 
Fliche die co*C, durch 6 feste Fundamentalpunkte entsprechen. Bei 
einer Transformation M, werden also die Querschnitte der zugehdrigen 
F’, geschlossen permutirt, was ersichtlich durch eine Collineation be- 
wirkt werden kann. Hierauf beruht die Methode des Hrn. Kantor: 
er sucht nimlich zuerst die Collineationsgruppen der Flichen F, zu 
bestimmen und erhalt sodann durch Abbildung die zugehérige Gruppe Y,. 

Wir erinnern hier an die folgenden Eigenschaften der soeben 
erwahnten Abbildung. Den sechs Fundamentalpunkten a,, a,,.. ., a 
entsprechen auf der F’, sechs Gerade, von denen keine zwei sich 
schneiden; den sechs Kegelschnitten a,’, a.,...,@, durch je 5 Funda- 
mentalpunkte entspricht eine aihnliche Gruppe von 6 Geraden auf der 
Fliche, wobei jede a; von allen a;, ausgenommen a, geschnitten wird; 


*) Math, Ann. Bd. 16. Man vergleiche hierzu meine Schrift, ,,Ueber die 
algebraischen Curven von den Geschlechtern p = 4, 5 und 6, welche eindeutige 
Transformationen in sich besitzen‘‘, Anh. d. Abh, der Kénigl. Schw. Akad. der 
Wissenschaften, Bd, 21, Abth. I, Nr. 3. 
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beide Gruppen bilden somit die Hilften einer Sch&ffli’schen Doppel- 
sechs. Die 15 tibrigen Geraden der Fliche sind die Bilder der 15 Ver- 
bindungsgeraden je zweier Fundamentalpunkte; dieselben bezeichnen 
wir in entsprechender Weise durch (a,a,) oder (a; ax), 

Dem System der Geraden entspricht auf der F, ein System ge- 
wundener C,, deren jede keiner Geraden a; begegnet, aber jeder 
Geraden a; zweimal und jeder (a;a,) einmal. Zu jeder der 36 
Schaffli’schen Doppelsechse gehéren zwei solche Netze, je nachdem 
die zugehérigen Curven die eine oder andere Hilfte von je 6 Geraden 
nicht schneiden, und wir kénnen leicht die Bilder dieser Netze in der 
Ebene angeben. So geht das System der C,, welche keine Gerade a; 
schneiden, in ein Netz von C, mit d in den 6 Fundamentalpunkten 
iiber. Von den anderen 35 Doppelsechsen ergeben sich 20 auf analoge 
Weise mit der folgenden: 


a, A>, Q3,. (G45), (Aya), (As A); 
(@y@3), (G43), (@, 4), a, as", a,’ 


Die Bilder der zugehérigen C,-Systeme liefern das Netz der Kegel- 
schnitte durch a,,a@,, und a, und das Netz der C,, welche 6 in a, a, 
und a, besitzen und einfach durch a,, a, und a, laufen. Die iibrigen 
15 Doppelsechse sind von folgendem Typus: 


@y, A, (Gg), (A_y), (gG5), (G2); 
Gy Gy’, (A, Gy), (Ay), (4,45), (A, ag). 


Die zugehérigen C,-Systeme auf der F, gehen bei der Abbildung in 
zwei Netze von C, iiber, welche in a, bez. a, Doppelpunkte besitzen 
und durch a,, @,, a, und a, einfach hindurchgehen. 

Jede Collineation der /’, in sich bewirkt nun eine Vertauschung 
der Systeme von je 6 einander nicht schneidenden Geraden; dem ent- 
sprechend werden auch die 72 zugehérigen C,-Systeme permutirt. Die 
Ordnung der entsprechenden Transformation M, hangt nun im All- 
gemeinen davon ab, welches System man bei der Abbildung in die 
6 Fundamentalpunkte iibergefiihrt hat, und man kann oft durch geeignete 
Wahl desselben diese Transformation bedeutend vereinfachen; jedenfalls 
ersieht man leicht nach dem Obigen, dass die Ordnung héchstens 5 
sein kann, wobei dann die beiden Hilften der zu Grunde gelegten 
Doppelsechsgeraden vertauscht werden. Da aber Hr. Kantor auf die 
typische Darstellung der verschiedenen Transformationen ausgedehnte 
Aufmerksamkeit gerichtet hat, wollen wir diesen Gedankengang nicht 
weiter verfolgen. Wir erinnern nur noch an die bekannte Gruppe G14 
der Gleichung 27. Grades, von der die 27 Geraden einer F, abhingen; 
jede Gruppe VM, muss ja mit einer Untergruppe dieser Gruppe holoedrisch 
isomorph sein. 
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Hr. Kantor hat auch bewiesen*), dass die Transformationsgruppen 
der Ebene, welche man aus den Collineationsgruppen einer F', mit 
Doppelpunkten herleitet, stets auf eine der 6 schon behandelten Classen 
reducibel sind. 

2. Die wesentlich verschiedenen Typen der Collineationen, welche 
eine F’, ohne Doppelpunkte in sich iiberfiihren kénnen, hat Hr. Kantor 
auch aufgestellt**). Dabei wahlt er bei der fraglichen Collineation 
invariante Ebenen als Coordinatenebenen und schreibt die Collineation 

By’ 2 Le 2 By 2 By we A, a, : Agay 2 Agay: 4,2, 
ganz einfach 4,, 4,, 4,, 4,. Doch ist die Collineation von der Periode 5 
oder der folgende Fall 8 von Hrn. Kantor unbeachtet gelassen. Wir 
geben hier die Functionen, welche, gleich Null gesetzt, die bei den 


beziiglichen Collineationen anallagmatischen F’, darstellen, jedoch ohne 
die Coefficienten aufzuschreiben: 


1. f(Xy, %q, Ly) + Pf, (%,, yy Xy)y 1,1,1,—1. 

2. fy (%1, Lo) + 2 fo (Xs, %y) + 2 H2(%3,%), 1,1,—1,—1. 

3. f3(%1, Zp, X3) + 2,3, 1,1, 1,7. (8=1) 

4. f3(%, Lp) + P3(%3, 2), 1, 1,9, 9- 

Be f3(%1 5 Lz) + Hy %y fy (%,, Ly) + 2° + 2°, 1,1, 9,9? 

6. f3(11 LZ.) + 25? fy (%, 22) + 4s, 1,1, —1,¢. 

UT. 0° + 07%, + 2,2, %, + 2%," + 1, %,”, 1, —1, 1, —%. 

8. 2°25 + 2,72, + 2,22, + 2,?2,, 1, ge, &. (e&& = 1) 
9. 3 (11 Lp) + Xs? fy (@,, Zo) + a,%, 1,1,—1,). 
10. #3 + 2, x,? + 4, a2, 4+ 2,5 + 2,°, 1, —1,), 7. 
V1. a> + 2%, + f3(%5, %), 1, —1,),j- 
12, 2,°-+ %%,* + 2,5 + 2%,’, 1,—1,j, —j. 
13. 2,3+ 2, 2,7 + 2,2, + 22,2, 1, —1, 4, a 
14, &,? ay + %p°H, + H5° a, + 2°, &, &7, &4, 1. (&,°=1) 
15. 2,3 -+ 2, 2,?-+ 2,72, + 2,°, 1, —1, i,j. 


Hr. Kantor hat die Eigenschaften der aus diesen Collineationen 
bei der Abbildung hervorgehenden Transformationen der Ebene niaher 
besprochen. Bei einigen Collineationen existiren feste Gerade, bei anderen 
Systeme windschiefer Geraden, welche sich geschlossen permutiren. 
Kine solche feste Gerade bez. Gruppe von windschiefen Geraden kann 
man dann in das in die Fundamentalpunkte abzubildende Sextupel 
nehmen. Die Transformation ist, wie Hr. Kantor sich ausdriickt, 

*) ,, Theorie der endlichen Gruppen“, S. 68. 
**) Acta Mathematica Bd. 19, 8. 148 oder die oben citirte Arbeit, S, 94, 
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iiquivalent einem Typus mit weniger als 6 Punkten in der Charakte- 
ristik*) und lasst sich dem zufolge auf eine der friiheren Classen 
reduciren. Nur die Fille 3, 9, 10, 14, 15 liefern also neue Typen. 
Hr. Kantor identificirt dieselben der Reihe nach mit den Typen 
A,;, B,, T,, By, By.*™), welche er in seiner Preisschrift auf andere 
Weise abgeleitet und ausfiihrlich untersucht hat. Die charakterisirende 
Kigenschaft der Transformation A,, welche Untergruppe von B,, B, 
und B,, ist, ergiebt sich hier sehr leicht; bei der Collineation 3 bleiben 
ja auf der J’, alle Punkte einer Curve vom Geschlechte p = 1 fest, 
welche durch die Ebene x, = 0 ausgeschnitten wird. 

3. Wir wollen jetzt die vollstindigen Gruppen M, bestimmen. 
Hier erledigen sich nach Hrn. Kantor***) die Fille 3, 4, 9, 11, 12, 
14, 15 der vorigen Nummer besonders leicht, weil in denselben die Glei- 
chung der J, in der Form: 

(1) &4° + [5 (21, La, #3) = 0, 
geschrieben werden kann. Als die Hesse’sche Flache der Fliache (1) 
erhalt man 

ty, hs(*,, %, Xs) = 0, 
wobei h, die Hesse’sche Form von /, bedeutet. Die Ebene 2, = 0 
kann also mit keiner anderen Ebene bei der Collineationsgruppe der 
F, vertauscht werden, es sei denn, dass h, = 0 zerfallt, d. h. f, = 0 
eine iquianharmonische Curve bedeutet. In letzterem Falle, welcher 
immer bei den Formen 4, 11, 12, 14 eintritt, lisst sich die Gleichung 
(1) auf die Gestalt: 
(2) x* + 2° + 2,3 + 2° = 0 
bringen. Die Collineationsgruppe dieser Flache ist von der Ordnung 
648. Dieselbe erhailt man durch Combination der Gruppe der 24 
Vertauschungen der 2; mit einer G,,, welche durch Substitutionen 
von der Form 2; = ja;, j?a; erzeugt wird. Ist f, =O nicht Aqui- 
anharmonisch, so erhilt man die Gruppe durch Combination der 
perspectivischen G,, bei welcher jeder Punkt der Ebene x, = 0 fest 
bleibt, mit der Collineationsgruppe der Curve f, = 0. Dieselbe ist 
also im Allgemeinen von der Ordnung 54, jedoch von der Ordnung 
108, falls f, — 0 eine harmonische C, definirt, wie z. B, im Falle 15. 
Driickt man die Collineationsgruppe einer allgemeinen bez. harmonischen 
ebenen C, durch eine homogene Substitutionsgruppe mit der Deter- 


*) Als Charakteristik einer Transformation bezeichnet Hr. Kantor den 
Inbegriff der Verkettungen der bei ihr auftretenden Fundamentalpunkte. 

**) Die Reihe der Griechischen Buchstaben B, [, A bezeichnet bei Hrn. 
Kantor die Ordnung der erzeugenden Transformation. Somit lisst sich B, aus 
einer quadratischen, [, aus einer cubischen und A, aus einer biquadratischen 
Transformation herleiten. 

*##) | Theorie der endlichen Gruppen‘, 8. 65. 


; 
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minante 1 aus, so erhalt man eine G,, bez. G,y,, welche ersichtlich 
auf die obige G,, bez. G,), holoedrisch isomorph bezogen werden kann. 

Im allgemeinen Falle kénnen wir bekanntlich die Gleichung einer 
F,, auf eine einzige Weise in der Form 


(3) , 21° + a,%.° + ay%,° + a,2,° + a, 4° = 0 
darstellen, wobei die identische Relation, welche die 5 Ebenen 2; — 0 
mit einander verbindet, in der Gestalt 


(4) t+ %,-+24,+%,+4,=—0 
geschrieben werden kann. Kann man die F, in dieser Weise auf ein 
eigentliches Pentaeder beziehen, so lasst sich ihre Collineationsgruppe 
sehr leicht bestimmen. Es bildet ja in der That das Pentaeder ein 
gegeniiber der F’, invariantes Gebilde, und die zu ermittelnde Collinea- 
tionsgruppe muss durch irgend eine Gruppe von Vertauschungen der 
5 Pentaederebenen erzeugt werden. Damit die Gleichungen (3) und (4) 
bei einer solchen Gruppe invariant bleiben, miissen entweder einige a; 
einander gleich sein, oder auch muss die Gleichung (3) die Form: 
a> + ex,>+ &a,>+ &x,>+ sxe = 0, ( = 1) 

besitzen, Letzteren Fall brauchen wir aber nicht zu beriicksichtigen, 
weil die Flaiche dort Doppelpunkte enthalt; die Discriminante der durch 
die Gleichungen (3) und (4) definirten Fliche ist nimlich 

1 1 1 1 1 

Va," Va, * Van * Va, + Va, 
und verschwindet folglich in dem fraglichen Falle. 

Es seien nun 2a, einander gleich, etwa a,=—a,. Die Collinea- 

tion, welche die J’, hier zulisst: 

Uy = Ly, Uy = My, Ly = Ty, U = Xz, Te = Ly, 

ist eine perspectivische; die Perspectivitiitsebene ist 7, — 2%, — 0, und 
das Centrum 2,=2,—2,=0. Man ersieht sogleich, dass dieser 
Fall mit der Form 1 der 2. Nummer iibereinstimmt. Durch das Per- 
spectivitiitscentrum gehen drei gerade Linien der F',, welche bei der 
Collineation invariant bleiben. Der Ebenenbiischel durch eine vou 
diesen Geraden schneidet ein System von Kegelschnitten aus, welches 
man bei der Abbildung in einen Geradenbiischel iiberfiihren kann; die 
Transformation ist also vom orthanallagmatischen Typus. Jede der 
fibrigen 24 Geraden der Ff’, stésst in der Perspectivititsebene mit der 
ihr entsprechenden zusammen. 

Wir nehmen nun an, es seien a,—= a, und a4,—a,. Die Col- 
lineationsgruppe ist in diesem Falle eine Vierergruppe. Dieselbe besteht 
aus zwei perspectivischen G, und einer G, ,,mit Axen“: 

Uy = Ly, Ly = Ly, Hy = Ty, X= 1, Lye = X,. 
Die Verbindungsgerade der beiden Perspectivititscentra liegt auf der 
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F’, und bleibt ersichtlich bei der. ganzen G, invariant. Folglich liefert 
auch dieser Fall eine orthanallagmatische Gruppe in der Ebene. 
Man erweist leicht die Identitaét dieses Falles mit dem Falle 2 der 
2. Nummer. 

Es seien a, = a,—a,. Die Collineationsgruppe ist eine diedrische 
G,, welche aus den Permutationen von a,, 2, und 2, resultirt. Die 
Untergruppen sind drei perspectivische G, und eine G, vom Typus 5 
der 2. Nummer. Hr. Kantor behauptet, dass diese G, immer als 
Untergruppe einer héheren Gruppe enthalten sei*), was ersichtlich 
nicht richtig sein kann, da ja im Allgemeinen die Fliche bei keiner 
anderen Permutation der Pentaederebenen in sich tibergehen kann. 
Keine Gerade bleibt bei dieser G, invariant, da die Verbindungs- 
gerade der Perspectivitiitscentra nicht auf der JF’; liegt, auch kein 
System von windschiefen Geraden, da die bei jeder Untergruppe G, 
einander entsprechenden Geraden zusammentreffen. Die M, lisst sich 
also auf keinen friiheren Typus zuriickfthren. 

Es mégen jetzt die Bedingungen a, = a,, dy = a, = a, gelten, 
Die Gruppe ist eine diedrische G,,. Die ausgezeichnete cyklische 
Untergruppe erzeugt man durch die Collineation: 

dy = Ly, Lf = 1, Ly = My, Ly — Ly, LX, — Hy. 
Dieselbe ist von dem TypusT, oder der Form 10 der 2. Nummer. 

Wir behandeln jetzt den Fall, dass a, = a,—=a,—a,. Die Gruppe 
ist hier eine Oktaedergruppe, welche durch die Vertauschungen von 
Zp, Z,, %, und x, entsteht. Die drei cyklischen Untergruppen G, sind 
vom Typus 7 der 2. Nummer. Hr, Kantor betrachtet die diedrischen 
Untergruppeu G, als besondere Typen M,**) aber mit Unrecht; die- 
selben treten ja einerseits immer als Untergruppen der Oktaedergruppe 
auf, anderseits existirt bei ihnen eine feste Gerade auf der F’,, was 
fiir die ausgezeichnete cyklische Untergruppe G, unmittelbar hervor- 
leuchtet, so dass man diese G, auf den orthanallagmatischen Typus 
zuriickfiihren kann. 

Endlich seien a, = a, = a,—a,=—a,. Die so definirte I, ist 
unter dem Namen der Diagonalfliche bekannt. Hier fiihren alle 120 
Vertauschungen der Pentaederebenen die Fiche in sich iiber. Die 
cyklischen Untergruppen G, sind vom Typus 8 der vorigen Nummer. 

Unter den in der 2. Nummer aufgezihlten cyklischen Gruppen 
treten somit nur 1, 2, 5, 7, 8, 10 in denjenigen Fallen auf, wo das 
fundamentale Pentaeder der Flaiche eigentlich ist. Wir haben auch 
gefunden, dass die cyklischen Gruppen 2, 5, 7, 10 und 8 immer als 


*) Man sehe seine ,,Theorie der endlichen Gruppen“, S.55, Theorem VII 
und §. 70, Theorem LIV. 


**) Man sehe die citirte Arbeit S. 68, Theorem XLIX und S, 70, Theorem LY, 
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Untergruppen innerhalb héherer Gruppen auftreten, namlich bez. einer 
Vierergruppe, diedrischen G,, Oktaedergruppe, diedrischen G,,, G,.,. 

Nehmen wir die in der 2. Nummer mit 6 und 13 bezeichneten 
cyklischen G, und G, hinzu, so haben wir nun simmtliche Collinea- 
tionsgruppen, welche eine F’; ohne Doppelpunkte in sich tberfiihren 
kénnen, bestimmt. Die Vollstindigkeit dieser Aufzihlung wollen wir 
in der nichsten Nummer bestiitigen. 

4. Die einzigen Fille, in denen man noch die Méglichkeit anderer 
Collineationsgruppen annehmen kénnte, sind diejenigen mit einem 
uneigentlichen fundamentalen Pentaeder. Jedenfalls kommen aber die 
verschiedenen cyklischen Gruppen nicht anders als innerhalb derjenigen 
Gruppen vor, welche in der vorigen Nummer angegeben sind. Daraus 
folgt, dass bei keiner Gruppe eine perspectivische G, fehlt, und dass 
mehrere solche G, auftreten miissen, falls andere cyklische Gruppen 
als G, oder ihre Untergruppen G, und G, vorkommen. 

Wir nehmen zuerst an, die soeben erwahnten G, und G, treten 
nicht auf. Man kann von einem bestimmten Perspectivitiitscentrum O 
einer G, ausgehen. Sollen andere Perspectivitiitscentra vorkommen, 
so miissen dieselben entweder zu je zweien in gerader Linie durch O 
liegen oder auch in der Perspectivitiitsebene belegen sein. Nun stossen 
in jedem Centrum drei Gerade zusammen, welche bei der G, unver- 
tauscht bleiben; die Paare der sich vertauschenden Geraden treffen 
aber einander in der Perspectivitiitsebene. Die einzigen Punkte dieser 
Ebene, in denen drei Gerade zusammenstossen kénnen, sind somit die 
Schnittpunkte mit den 3 durch O gehenden Geraden. Von diesen drei 
Punkten kénnen keiner, einer oder auch alle drei neue Perspectivitits- 
centren sein; nicht aber zwei, weil der dritte Punkt schon durch diese 
2 perspectivische G, mit den beiden anderen vertauscht wird und so- 
mit dieselbe geometrische Bedeutung besitzen muss. Wir wollen diese 
drei Falle in Reihe behandeln. 

a) Kein neues Perspectivititscentrum in der zum Centrum O gehérigen 
Perspectivitiitsebene. Giebt es hier auch kein anderes Centrum, so haben 
wir die einzelne perspectivische G,. Liegen aber zwei Centren in 
gerader Linie von O aus, so erhalten wir die diedrische G,. Sollen 
mehrere solche Paare vorkommen, so miissen auch von jedem dieser 
Centra die iibrigen zu je zwei in gerader Linie liegen. Man ermittelt 
leicht die Bedingung, dass 9 Perspectivitiitscentra die Wendepunkts- 
configuration einer ebenen (, bilden sollen. Hier erhalt man die G,,. 

b) In der Perspectivititsebene liegt ein einziges Perspectivititscentrum. 
Wenn keine anderen Centra vorkommen, haben wir die Vierergruppe. 
Liegt aber ein einziges Paar in gerader Linie durch 0, so erlangen 
wir die diedrische G,,; das Centrum in der erwihnten Ebene bleibt hier 
iiberhaupt unvertauscht. Wenn mehrere solche Paare vorkommen, 
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so muss, da drei in gerader Linie liegende Centra nothwendig bei der 
Gruppe mit einander vertauscht werden, auch jedes dieser Centra 
durch eine auf der Flache liegende Gerade mit einem anderen verbunden 
sein, die iibrigen Perspectivititscentra aber miissen von demselben aus 
zu je zwei in gerader Linie liegen. Diesen Bedingungen gentigen wir 
nur in der Weise, dass insgesammt 6 Centra vorkommen, welche die 
Keken eines vollstindigen Vierseits bilden, wobei die drei Diagonalen 
der J’, angehéren. Wir gelangen also hier zur Oktaedergruppe. 

c) Drei Perspectivititscentra in der Perspectivitiitsebene von O. Giebt 
es keine anderen Centra, so erhalten wir hier abermals die diedrische G,,. 
Sollen wir aber zu neuen Gruppen gelangen, so miissen ersichtlich in der 
Perspectivitiitsebene jedes Centrums drei Centra belegen sein; wir 
kénnen ja irgend welches Centrum als O wihlen. Hier giebt es nun 
zwei Méglichkeiten: entweder enthalten die Perspectivititsebenen der 
drei in derselben Perspectivititsebene liegenden Centren dieselben drei 
Centra oder nicht. Man erschliesst ohne Miihe, dass in ersterem Falle 
die Geraden durch je drei Centra die 6 Kanten eines Tetraeders bilden; 
in letzterem Falle aber die 10 Kanten eines Pentaeders. Dieser Fall 
giebt die Go), jener die Gg,,. 

Wir betrachten nun die cyklische G,, deren Untergruppe G, per- 
spectivisch ist. Die vom Centrum O dieser G, ausgehenden Geraden 
der F, kénnen aus der zugehdrigen Perspectivitiitsebene keine neue 
Perspectivitatscentren ausschneiden. Durch die fraglichen Schnittpunkte 
kénnen nimlich keine anderen Geraden der Fliiche gehen, weil solche 
bei der G, zu je vier vertauscht werden, Sollen also andere Centra 
existiren, in welche O bei der Gruppe iibergefiihrt werden kann, so 
miissen dieselben zu je 2 in Geraden durch O liegen. Wir finden, wie 
vorhin, die Méglichkeit, dass 9 solche Centra die Configuration der 
Wendepunkte einer ebenen C, bilden. Die zugehérige Gruppe ist 
die Gos. 

In gleicher Weise beweisen wir, dass die cyklische G, in keiner 
héheren Collineationsgruppe der F, enthalten sein kann, 

5. Aus den vorigen Entwicklungen erhalten wir das Resultat, dass 
die typischen Gruppen M, die folgenden 7 sind: 

1) Diedrische Go; 

2) Diedrische Gyo; 

3) Oktaedergruppe G,,; 

4) Die Gy, welche durch die Vertauschungen der 5 Pentaeder- 
ebenen entsteht ; 

5) Gsq3 

6) Gross 

T) Gers: 

Wie schonin der3. Nummer angedeutet wurde, weicht Hrn, Kantor’s 
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Aufzihlung*) von der obigen in zwei Hinsichten ab, indem er nimlich 
fiir den Fall 1 die Ordnung 12 statt 6 giebt und eine reductible Gruppe 
von der Ordnung 8 hinzunimmt, welche ohnehin immer als Unter- 
gruppe der Oktaedergruppe auftritt. 

Bei den ersten 4 Typen kann die Abbildung in der Weise bewirkt 
werden, dass eine ausgezeichnete Hilfte der ebenen Transformations- 
gruppe aus Collineationen besteht. Das fundamentale Sextupel bildet 
dann, wie schon von Hrn. Kantor bemerkt, in den Fallen 1 und 2 
zwei dreifach bez. vierfach perspective Dreiecke, in den Fillen 3 und 4 
ein sechsfach bez. zehnfach Brianchon’sches Sechseck. Hr. Kantor 
hat auch die charakteristischen Eigenschaften des fundamentalen Sex- 
tupels bei den drei iibrigen Typen angegeben. So kann man z. B. im 
Falle der G,,, als Fundamentalpunkte die Ecken zweier Wendepunkts- 
dreiecke einer C, also zweier sechsfach perspectiven Dreiecke erhalten. 

Die diedrische G, tritt als Untergruppe bei den iibrigen 6 Gruppen 
auf. Desgleichen sind diedrische G,, und Oktaedergruppen Unter- 
gruppen der G,,, und G,,,. Bei den weiteren innerhalb der ver- 


schiedenen Gruppen auftretenden Untergruppen wollen wir uns nicht 
aufhalten. 


§ 5. 
Die Gruppen Y,. 


1. Bei der im vorigen Paragraphen besprochenen eindeutigen 
Abbildung einer Fliche JF’, auf eine Ebene wurde das System der 
Querschnitte in das System der durch die 6 Fundamentalpunkte hin- 
durchgehenden C, iibergefiihrt. Hier betrachten wir das Netz der C,, 
welche durch noch einen 7. Basispunkt bestimmt sind. Diesem Netze 
entspricht auf der /’, das System der Querschnitte durch den Bildpunkt. 
Den Gruppen von birationalen Transformationen, welche ein System 
von C, durch 7 Punkte invariant lassen, entsprechen also Gruppen 
von birationalen Transformationen auf den Flaichen F,, bei denen das 
Netz der Querschnitte durch einen bestimmten Punkt der beziiglichen 
F, invariant bleibt. 

Die Beriihrungscurve des Tangentenkegels der F’, von diesem 
Punkte P liefert ersichtlich eine bei der Gruppe invariante Curve. 
Dieser Curve entspricht in der Ebene die Jakobi’sche Curve des Netzes 
der C,. Projicirt man die F’, vom Punkte P auf eine Ebene EF, so 
ist diese Ebene zweideutig auf die F’,, also auch auf die Ebene EL’ des 
Netzes der C, bezogen. Dabei ist die Projection jener Beriihrungs- 


curve eine Uebergangscurve, deren Punkten zusammenfallende Punkte 
entsprechen. 


*) ,,Theorie der endlichen Gruppen‘, S. 79. 
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Die Beriihrungscurve ist die Schnittcurve der F’; mit der ersten 
Polare von P; dieselbe ist somit von der 6. Ordnung und besitzt einen 
Doppelpunkt in P. Ihre projicirte Curve auf die Ebene £ ist folglich 
eine C,. Die 28 Doppeltangenten dieser C, sind die Spuren der 27 
Geraden der F, und der Beriihrungsebene in P. Die Jakobi’sche Curve 
des C,-Netzes in der Ebene E’ ist eine C, mit Doppelpunkten in den 
7 Fundamentalpunkten; dieses Resultat erhilt man entweder direct 
oder auch durch die Abbildung der Uebergangscurve. 

Den 28 Doppeltangenten entsprechend, kann eine ebene C, auf 
28 verschiedene Weisen aus dem Tangentenkegel von einem Punkte 
einer F’, erzeugt werden. In der That, sei 


fi (%, %_, %3) = 0 
die Gleichung einer Doppeltangente, dann kann die Gleichung der C, 


in der Form 
4f,f; —f?=0 
geschrieben werden, und man erhiilt sogleich als Gleichung der frag- 


lichen F,: 
af, + Xf, + fy = 0*). 

Letztere Gleichung kann nur in der Weise geiindert werden, dass 
ax, + ba, + cx, + dz, statt x, gesetzt wird, also ist dieselbe in 
projectiver Hinsicht eine bestimmte. Man hat bekanntlich auch oo® 
projectivisch verschiedene C, und nur oo! F,, aber von den oo? Punkten 
eer J’, erzeugt man in der obigen Weise oo? C,. Man darf also 
schon aus diesem Grunde erwarten, dass jeder C, nur eine endliche 
Zahl von F, zugeordnet ist. 

Den geraden Linien der Doppelebene E oder den durch P gehen- 
den Querschnitten der F’, entsprechen, wie bemerkt, in der Ebene E’ 
die C, durch die 7 Fundamentalpunkte. Dabei entsprechen aber den 
Geraden, welche die C, beriihren, C, mit 9, und insbesondere den 
28 Doppeltangenten zerfallende C,. Von den Doppeltangenten sind 
ja 27 sowohl die Bilder der 27 Geraden der F’, als auch der Kegel- 
schnitte, welche in den durch diese Geraden und P bestimmten Ebenen 
liegen, und die 28. das Bild des Punktes P und der in dessen Tan- 
gentenebene liegenden Curve. Man hat also in der Ebene EZ’ 28 Paare 
zusammengehoriger Fundamentalcurven, welche man unmittelbar aus 
der Abbildung der F’, aufziihlen kann. Dieselben sind: die 7 Funda- 
mentalpunkte a;(i—=1,2,..., 7) und die TC, a;, welche je im zu- 
gehdrigen Punkt a; einen Doppelpunkt besitzen und durch die 6 tibrigen 
gehen; die 21 Geraden (a;a,), welche je 2 Fundamentalpunkte a; und 
a verbinden, und die 21 zugehdrigen Kegelschnitte (a;a,), welche 
jedesmal durch die 5 iibrigen Fundamentalpunkte hindurchlauten, 


*) Vgl. Kantor, Acta Mathematica XIX, 8, 182. 
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Das System der 7 Doppeltangenten, welches in die a; und a, 
abgebildet worden ist, nennt man ein Aronhold’sches Septupel. Es 
giebt 288 solche Septupel; jede Doppeltangente gehért namlich zu 72, 
da man ja die 6 itibrigen auf eben so viele Weisen wihlen kann, wie 
es auf der F’, Gruppen von je 6 sich nicht schneidenden Geraden giebt. 

Wir betrachten jetzt diejenige involutorische Transformation 0, 
der Ebene E’, welche aus der Vertauschung der beiden Blatter der 
Doppelebene E herriihrt. Dabei bleibt ersichtlich jeder Punkt der 
Jakobi’schen C, invariant, und jede C, des fundamentalen Netzes 
erleidet eine involutorische Transformation in sich, bei welcher ihre 4 
ausserhalb der Fundamentalpunkte belegenen Schnittpunkte mit jener 
C, fest bleiben. Jede zwei Fundamentalcurven, welche die Bilder 
derselben Doppeltangente sind, werden mit einander vertauscht. Folglich 
gehen die Punhte a; und die C, a; in einander iiber; dieselben liefern 
somit die Hauptpunkte und Hauptcurven der fraglichen Cremona-Trans- 
formation, welche von der 8. Ordnung sein muss. 

Man kann natiirlich bei der Abbildung der Doppelebene E auf die 
einfache Ebene E’ ein beliebiges der 288 Aronhold’schen Septupel als 
den 7 Fundamentalpunkten a; entsprechend herauswihlen; doch indert 
sich freilich die gegenseitige Lage dieser Punkte nach dem zu Grunde 
gelegten Septupel. Dem Uebergange von einem Hauptseptupel zu einem 
anderen entsprechen in EF’ zwei birationale Transformationen, welche 
vermittelst der Transformation ©, aus einander hervorgehen; die Summe 
der Ordnungen dieser beiden Transformationen ist immer 9*). 

2. Bei den Transformationsgruppen M,, welche ein durch 7 Punkte 
bestimmtes Netz von C, in sich iiberfiihren, bleibt ersichtlich die 
Jakobi’sche C, invariant. Wir brauchen also nur diejenigen Gruppen 
aufzusuchen, welche diese Curve gestatten kann. Dieses Problem 
erledigen wir durch die Aufsuchung der méglichen Collineations- 
gruppen der Uebergangscurve C, in der Doppelebene. In letzterem 
Falle handelt es nur von Collineationen, weil hier das System der 
adjungirten g-Curven aus den Geraden besteht; die C, kann nimlich 
keine Doppelpunkte besitzen, ohne dass die Gruppe auf eine der 
friiher behandelten Typen zuriickgefiihrt werden kénnte. 

Die C, vom Geschlechte p = 3, welche durch cyklische Collinea- 
tionen in sich iibergehen, sind in der folgenden Uebersicht enthalten**): 


1. 234 + %47f,(%,, 2) + f,(%, 2), 1,1, —1, 


*) Die hier besprochene rational eindeutige Abbildung einer Doppelebene 
auf eine einfache Ebene mit einer Uebergangscurve, welche durch Cremona- 
Transformationen auf eine C, des Geschlechtes p = 3 gebracht werden kann, ist 
zuerst von Clebsch (Math. Annalen Bd. III), spiiter von de Paolis und anderen 
behandelt worden. 


**) Dieselbe wurde von Hrn. Kantor gegeben, Acta Math. XIX, S, 157, 
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2. °F, (Gy %2) + fi» 22) 1, 1, j. 

3. XX? + ,%,%,? + 29x, + 2,52, + 2,4, 1, 9, 3. 

4, a4 -+ fy(%,, 2), 1, 1, ¢. 

5. t3*+ 25? H,", + 24+ a? x,? + 2,', 1, —1, ¢. 

6. «8x, + x,4+ x,?2,? + 2,4, 1, —1, j. 

1. 24°X_ + 25a, + 2,525, é, &*, &. (e? = 1) 
wy 

8. 24+ 2,32, + 2,2,', 1, —1, ae 

9. 29a, + w,% ar, 4+ a," 1, &°, &. (&°=1) 

10. a+ 2,4 + 2, 2,', 1, j, @. 


Jede solche Collineation liefert durch Vermittlung von 0, zwei 
Transformationen in der Ebene FE’. Hr. Kantor hat diejenigen Typen 
seiner Preisschrift bestimmt, mit denen diese Transformationen identisch 
sind. So erhilt man aus den Collineationen 2, 6, 9, 10 die schon bei 
den Gruppen M, auftretenden Typen A,, B,, B,, B,, wieder. Dieselben 
Transformationen liefern durch Combination mit 0, die neuen Typen 
T,”, Qe. Bys, Bier*). Die Collineationen 3 und 7 geben [,’ und B,,. 
Die eine aus 4 herriihreade Transformation ist E,; dieselbe ist durch 
die Invarianz aller Punkte des Bildes von x, = 0, also einer elliptischen 
Curve, charakterisirt. Die iibrigen Transformationen lassen sich auf 
Collineationen oder den orthanallagmatischen Typus reduciren. Die 
Gruppen von [,’, [,”, B,, und B,, enthalten ©, als Untergruppe. 

3. Hr. Kantor hat in seiner spiteren Arbeit**) versucht, diese 
Transformationen zu endlichen Gruppen zu combiniren. Indessen 
stimmen seine Resultate beziiglich der vollstandigen Collineations- 
gruppen der ebenen C, nicht mit denjenigen tiberein, welche ich schon 
in einer friiher erschienenen Arbeit gegeben habe***). Dabei zogen 
wir aus einer von Hrn. Hurwitz aufgestellten Gleichung+) direct den 
Schluss, dass zu den eindeutigen Transformationen eines Gebildes 
vom Geschlechte p = 3 in sich nur die Primzahlperioden 2, 3 und 7 
gehéren kénnen. Wir wollen hier eine neue Ableitung der fraglichen 
Gruppen geben. 


*) Bei den fraglichen 4 Collineationen existirt eine feste Undulations- 
tangente; diese oder jene Typen erhalten wir, je nachdem die iiber einander 
liegenden Blitter dieser Undulationstangente vertauscht werden oder nicht. 

**) ,,Th. d. endl. Gruppen“. 8S. 82. 

*#%) | Ueber die hyperelliptischen Curven und diejenigen vom Geschlechte p =3, 
welche eindeutige Transformationen in sich gulassen.“ Anh, d. Abh, d. Kénigl, 
Schw. Akad. d. Wissensch,, Bd. 21, Abth. I, Nr. 1 (1895). 
+) Math. Ann, Bd. XXXII. 
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Aus der in der vorigen Nummer gegebenen Uebersicht ersieht 
man, dass eine allgemeine nicht hyperelliptische Curve 
(2) fy(@, %y, £3) =O 
vom Geschlechte py —3 durch keine von der Identitét verschiedene 
Collineation in sich tibergeht. 

Die symmetrische Curve 


(2) 38 + 25" fy(%,, Ly) + fy (4, Lo) = O 


geht durch eine harmonische Perspectivitiét in sich tiber, welche mit 
der Identitiit eine G, bildet. Durch das Perspectivititscentrum 2, =x, =0 
gehen 4 Doppeltangenten: 4/, — 7,2 0. Die bei der Transformation 
festen Punkte 2, = f, = 0 sind sextactische Punkte, in denen also ein 
Kegelschnitt 6 auf einander folgende Schnittpunkte mit der C, hat, 
Solcher sextactischen Punkte giebt es nach Cayley auf einer ebenen 
C, n(12n—27), also auf einer C, 84. Kein Punkt der C, kann auf 
zwei (oder mehr) Perspectivititsaxen liegen; auf der Tangente wiirde 
ja durch Combination der beziiglichen Perspectivitiiten eine nicht end- 
liche biniire Gruppe erzeugt werden. Die héchste Zahl der méglichen 
Perspectivitiiten ist also 84:4 oder 21. Diese Zahl wird auch erreicht, 
nimlich bei der Gig. 

Ist f, = 0 ein Paar in einer der drei durch die gegenseitige Zu- 
ordnung der Elemente von /, bestimmten Involutionen, so kénnen wir 
die Gleichung auf die Gestalt 
(3) 4+ x37 (ax,?-+ba,?) + x4 + cx,?a,? + 2,4 = 0 
bringen. Hier treten drei Perspectivitiiten auf, und die Gruppe ist 
eine Vierergruppe. 

Wenn die Elemente von /, ein zusammengehériges Paar in zwei 
der drei erwihnten Involutionen bilden, wobei f, einen der drei funda- 
mentalen quadratischen Factoren der Jakobi’schen Covariante J, von /, 
abgiebt, so ist die Gruppe eine diedrische G,. Die Gleichung (3) 
nimmt hier die Form 
(4) a4 + a%,?(%,? + 2,*) + 24+ ba,?a,? + x= 0, 
und man erhalt hieraus die Form 5 der vorigen Nummer, falls man 
die in x, = 0 liegenden Coordinatenecken in die Punkte 2,* + 2,? = 
verlegt. 

Hier bietet sich von selbst der Specialfall, dass a = b, also: 

(5) 31+ x1 + a) + a(a,?x,2+2,22,?+ 2,2 2,7) = 0. 

Die Gruppe ist hier eine G,,, welche durch Combination der Zeichen- 
wechsel und der Vertauschungen der 2; erzeugt wird. Dieselbe ent- 
steht auch durch die Permutationen der 4 Geraden x, + 2, + 2%, = 0, 
welche Doppeltangenten der C, sind, und ist sonach mit der Oktaeder- 
gruppe holoedrisch isomorph. 
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Hr. Kantor hat die Gruppen der Curven (4) und (5) unrichtig 
bestimmt*). Er behauptet naimlich, dass jene Curve 7 involutorische 
Perspectivitiiten und diese deren 15 gestatte. Diese Anzahl Per- 
spectivititen tritt dagegen bei den Curven auf, welche eine Collinea- 
tionsgruppe G,,_ bez. Gy, besitzen, aber auch hier gehdren dieselben 
keiner Untergruppe G, bez. G,, an. 

Die einzigen Gruppen, bei denen keine anderen cyklischen Gruppen 
als G, und nicht perspectivische G, vorkommen, sind die zu den 
Curven (2), (3) und (4) gehérigen. Die Ordnung m muss nimlich 
Theiler von sowohl 24 als 56 sein, weil die 24 Wendepunkte und die 
56 Beriihrungspunkte der Doppeltangenten sich in Gruppen zu je m 
vertauschen; dieser Schluss wird nicht dadurch beeintriichtigt, dass 
etwa bei einer G, Undulationspunkte fest bleiben kénnen, weil ein 
solecher mit zwei Punkten jedweder Art aquivalent ist. Die Ordnung 
muss also entweder 2, 4 oder 8 sein. Nun haben wir soeben gefunden, 
dass die cyklische G, stets als Untergruppe einer diedrischen G, vor- 
kommt. Aus lauter G, lisst sich aber in der Ebene nur die Vierer- 
gruppe zusammensetzen ; denn die Aufeinanderfolge zweier harmonischen 
Perspectivitiaten liefert nur dann eine eben solche Transformation, wenn 
jede Axe durch das zur anderen gehérige Centrum geht. 

Kiner C,, welche bei einer nicht perspectivischen G, invariant 
bleibt, kann man die Gleichung 
(6) 4? X_? + ax,(",>+2,°) + bx,?x, x, + 2,4 = 0 
geben. Bei dieser G, bleiben die Beriihrungspunkte der Doppeltangente 
x, =O fest. Die G, ist stets Untergruppe einer diedrischen G, und 
in keinem Falle, wie Hr. Kantor zu glauben scheint, die vollstindige 
Collineationsgruppe der C,. Dies wird besonders einleuchtend, falls 
man «#, und xz, durch 2, + i, bez. 2, — tx, ersetzt. Die Gleichung 
erhalt dann die Gestalt 
(Ga) (w,2-+-a,2)? + Lay, (a,?—3a,2) + bang? (a,2-+-2,2) + 24! = 0. 
Man ersieht leicht, dass die Curve drei perspectivische Transformationen 
in sich um die drei Axen z,=0, 2, -+a,/3=0 besitzt, welche die Be- 
riihrungspunkte der Doppeltangente x, = vertauschen. Entsprechend 
den 28 Doppeltangenten, kann eine C, héchstens 28 solche diedrische 
G,, besitzen, welche Zahl auch bei der G,,, erreicht wird. 

Geht die C, bei einer hdheren Gruppe, in welcher die Diedergruppe 
G,, eine Untergruppe bildet, in sich tiber, so muss die Doppeltangente 
%,=( mit wenigstens drei anderen vertauschbar sein, welche durch 
die eyklische G, sich permutiren. Wenn die Zahl der mit 2, —0 
iiquivalenten Doppeltangenten » ist, so ergiebt sich nach bekannten 


*) a. a. O., 8.88, Theorem CI und Theorem CIl: 12, 13, 
Mathematische Annalen, XLVIII, 
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Siitzen 6m als Ordnung der Gruppe. Ist »—4, so erhilt man die schon 
behandelte Oktaedergruppe. Wenn n> 4, miissen in der Gruppe 
Collineationen vorkommen, bei denen Wendepunkte fest bleiben, weil 
hier der Grad der Gruppe grésser als die Zahl dieser Punkte ist. Alle 
Gruppen, in denen Collineationen mit festen Wendepunkten auftreten, 
leiten wir im Folgenden ab. 

Bei der perspectivischen G,, welche die Curve 
(7) a3 f; (%, 2) + fy(%,, %) = 9 
besitzt, sind die auf der Axe 2,0 liegenden Punkte Wendepunkte, deren 
Tangenten durch das Centrum gehen, und dieses ist ein Undulationspunkt. 

Man fragt sich, ob die so erhaltene Curve noch weitere Collinea- 
tionen in sich gestatten kann. Das geschicht, wenn die biniire Form 
f,(%, %») eine von der Identitat verschiedene Gruppe von Transforma- 
tionen in sich besitzt, bei denen /, (#,, 2.) = 0 einen Fixpunkt abgiebt. 
Dafiir ist erforderlich, dass letzterer Punkt entweder der Jakobi’schen 
oder, falls niimlich die quadratische Invariante von /, verschwindet, 
der Hesse’schen Covariante von f, angehért. In jenem Falle erhiilt 
man leicht die Gleichung 
(8) w>x, + 2,4 + a4,?x,* + 2,4 = 0 
und als Transformationsgruppe die cyklische G,. Der andere Fall aber 
gehért zur cyklischen G,, wobei die Gleichung der C, die folgende ist: 
(9) wx, + 2,>x, + 2,4 = 0. 

Sollen in der Gruppe andere perspectivische G, auftreten, so miissen 
die zugehérigen Centren und Axen durch die gegebene G, zu je drei 
in einander iibergehen. Allein es kénnen auch béchstens 4 solche G, 
vorkommen, denn die vier Undulationspunkte und 16 Wendepunkte, 
welche durch die Centren und Axen gegeben werden, liefern die Ge- 
sammtzahl von 24 Inflexionen. Die binire Gruppe, welche auf der 
durch die 4 Undulationspunkte gehenden Geraden erzeugt wird, enthilt 
4G, und ist die Tetraedergruppe. Nehmen wir x, = 0 als Gleichung 
dieser Geraden und a, = x, = 0 als Schnittpunkt der 4 Perspectivitiits- 
axen, so liasst sich die Gleichung der C, leicht auf die Gestalt 
(10) ay°x, + 24+ 24 = 0 
bringen. Die Gruppe ist eine G,,, welche durch Combination der 
Tetraedergruppe der Form x,32, + 2,4 und der durch die Substitution 
“% = ix, entstehenden G, erzeugt wird. Dieselbe enthiilt vier cyklische 
G,,. Hr. Kantor giebt 72 als die Ordnung dieser Gruppe; dabei 
begeht er den merkwiirdigen Fehler, dass er ausser den 48 erwihnten 
Collineationen noch 24 hinzunimmt, ohne jedoch deutlich anzugeben, 
wie dieselben entstehen sollen*). 


*) a. a. O., 8. 86, Theorem XC. Sowohl die G,, als die folgenden G,, und Gi¢g 
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Die Gruppe der Curve 

(11) as* + f,(%,, %) = 0, 

welche eine perspectivische G, besitzt, entsteht als Combination dieser 
G, mit der Vierergruppe, welche die binire Form /;, in sich iiberfiihrt; 
dieselbe ist somit eine G,,. Nur in zwei Fallen besitzt f, eine héhere 
Gruppe: wenn die quadratische Invariante verschwindet, ist dieselbe die 
Tetraedergruppe, und wir erhalten die Curve (10) mit einer G,,; ist da- 
gegen die cubische Invariante 7’ = 0, so besteht jene biniire Gruppe aus 


einer diedrischen G,, und die Gleichung (11) liisst sich auf die ein- 
fache Form 

(12) ay! + a! + 2,4 —=0 

bringen. Die Gruppe ist eine G,,, welche durch Combination einer 
G,,, welche die Coordinatenaxen unvertauscht lisst, mit der Gruppe 
ihrer 6 Vertauschungen entsteht. Die G,, enthilt 6 cyklische G,, bei 
denen je zwei der 12 Undulationspunkte invariant bleiben. 

Wir haben jetzt alle Collineationsgruppen der C, erhalten, in denen 
perspectivische G, oder G, vorkommen kénnen. Doch sollen in den 
etwa noch iibrigen Gruppen Collineationen mit festen Wendepunkten 
auftreten, was noch nur bei den G, zutrifft. Es bleibt also bloss eine 
Gruppe tibrig, diejenige der Curve 
(13) ast, + 25x, + x,>x, = 0. 

Von dieser in der neueren Litteratur in ausgiebiger Weise behandelten 
Curve ist es aber bekannt, dass dieselbe eine einfache Gruppe von 168 
Collineationen in sich zulisst. Unter anderen Untergruppen enthilt 
die G4, zwei Systeme von je sieben gleichberechtigten Oktaedergruppen. 

4. Aus jeder der erhaltenen 13 Collineationsgruppen liisst sich nun 
durch die Abbildung der Doppelebene auf eine einfache Ebene eine 
Gruppe von doppelter Ordnung herleiten. Hier tritt nun jedesmal 
eine einzige ausgezeichnete Transformation ©, auf. Anderseits existirt 
aber auch eine ausgezeichnete Untergruppe, welche mit der Collinea- 
tionsgruppe der C, holoedrisch isomorph ist. Dies ist in denjenigen 
Fallen besonders leicht zu beweisen, wo bei der Collineationsgruppe 
ein nicht auf der C, belegener Punkt fest bleibt; man braucht ja nur 
die Bedingung aufzuerlegen, dass die dort tiber einander liegenden 
Punkte der Doppelebene nicht permutirt werden sollen. Auch in den 
iibrigen drei Fiillen der G,,, Gy, und G,,, lasst sich jene mit der 
Collineationsgruppe isomorphe Untergruppe nicht schwer herstellen. 

Als Endergebniss folgt hier eine Aufzihlung der 13 Gruppen M,. 
Dabei verweisen wir in jedem Falle auf die in der vorigen Nummer 


sammt den zugehérigen C, sind aus der Theorie der elliptischen Modulfunctionen 
bekannt. Man sehe etwa Klein-Fricke, ,, Modulfunctionen I“, 8, 675, 678, 701. 


15* 
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gegebene Gleichung der fundamentalen C,. Auch wird jedesmal die 
Zahl M der unabhingigen Moduln dieser Curve angegeben. 


a M=6. 

1) G,. Gl. (1). Die G, wird durch 0, erzeugt. 
b M=4. 

2) G,. Gi. (2). 
ec M=3. 


3) G,. Gl. (3). Die G, und G, bestehen aus lauter involuto- 
rischen Transformationen. 


d M=—2. 
4) G,,. Gl. (4). 
5) G,.. Gl. (6). Diese Gruppe ist vom Diedertypus. 
6) G,. Gl. (7). Die Gruppe ist die cyklische von [,”. 
e M=—l1. 
7) Gy. Gl. (5) Die Gruppe ist mit der ,,erweiterten“ Oktaeder- 
gruppe isomorph, 
8) G,,. Gl. (8). 
9) G,,. Gl. (11). 
f. M—0. 
10) G,,. Gl. (9). Diese Gruppe ist die cyklische von B,,. 
11) Gog. Gl. (10). 
12) Gi. Gl. (12). 
13) G55,. Gl. (13). 


Da Hr. Kantor die zu den Curven (4), (5) und (10) gehdrigen 
Collineationsgruppen unrichtig bestimmt hatte, miissen durch diese 
Fehler auch diejenigen Gruppen in seiner Aufzihlung*), welche den 
obigen Fiillen 4, 7 und 11 entsprechen, nicht mit den gebiihrenden 
Kigenschaften erhalten werden, Hr. Kantor giebt auch als vier- 
zehnten Fall die cyklische Gruppe von [,’. Dieselbe tritt aber immer 
als Untergruppe der G,, unseres 5 Falles auf. Mit gleichem Rechte 
kénnten also andere Untergruppen innerhalb der verschiedenen Gruppen 
mitgenommen werden, was aber die Uebersicht sehr erschweren wiirde. 


§ 6. 
Die Gruppen 1,. 


1, Auch diesen Fall, dass bei der Gruppe ein invariantes System 
von C, mit 8 Doppelpunkten existirt, kénnen wir durch die Fliichen 


*) §. 91 der citirten Arbeit. 
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3. Ordnung F, beleuchten. Dabéi mégen 6 von jenen Punkten die 
Fundamentalpunkte bei der Abbildung der beziiglichen F’, darstellen ; 
die beiden tibrigen sind somit die Bilder zweier Punkte derselben Fliiche. 
Durch jene 8 Fundamentalpunkte in der Ebene wird der 9. Basispunkt 
eines Biischels von C, bestimmt. Dem entspricht auf der F’, der durch 
die Verbindungsgerade der erwihnten beiden Punkte ausgeschnittene 
Punkt. 

Das System der oo° C, mit den 8 festen Doppelpunkten erhilt man 
als Bild eines Systems von C,, welches auf der F', durch diejenigen I, 
bestimmt wird, welche die I’, in den beiden festen Punkten, O und 0O,, 
beriihren; insbesondere schneidet der Ebenenbiischel durch OO, aus der 
F’, ein System von C, aus, welches dem ebenen C,-Biischel entspricht. 
Unter den oo® F’, existirt eine endliche Anzahl, welche die F’, noch 
in 3 Punkten beriihren. Das Geschlecht der Schnittcurve ist im All- 
gemeinen 2, reducirt sich aber um eine Kinheit durch jede neue Be- 
riihrung. Dieselbe muss somit in den gedachten Fillen nothwendig 
zerfailen, und wir erhalten sofort durch Betrachtungen in der Ebene 
120 Lésungen. Die C, zerfallen nimlich hier auf 8 Weisen in einen 
Punkt und eine C, mit dreifachem Punkte dortselbst; in gleicher Weise 
zerfallen 28 C, in eine Gerade und eine C,, 56 in einen Kegelschnitt 
und eine C, und 28 in zwei C,. Die Bilder dieser 120 Paare von 
Fundamentaleurven auf der J’, lassen sich leicht bestimmen. 

Man erhiilt nun leicht eine involutorische Transformation 2,, 
welche jede zwei so zusammengehérige Fundamentalcurven vertauscht. 
In der That, betrachten wir das System der Kegelschnitte, welche in 
O und OQ, die F, beriihren, so schneidet jeder aus der F, noch zwei 
Punkte aus. Durch die Vertauschung letzterer Punkte entsteht die 
Transformation X,. Dieselbe definirt in der Ebene eine Cremona- 
Transformation von der 17. Ordnung, bei welcher 8 Fundamental- 
punkte a; mit 8 Fundamentalcurven a; sechster Ordnung vertauscht 
werden, wobei die Curve a; einen dreifachen Punkt in a; und Doppel- 
punkte in den 7 anderen Fundamentalpunkten besitzt. 

Bei 2, giebt es einen isolirten festen Punkt, den durch die Gerade 
OO, auf der F, bestimmten Punkt oder den 9. Basispunkt des ebenen 
C,-Biischels. Die tibrigen festen Punkte erfiillen eine Curve, in deren 
Punkten Kegelschnitte des erwihnten Systems die F, beriihren. Jeder 
Querschnitt durch OO, schneidet drei Punkte dieser Curve aus, niimlich 
diejenigen, welche denselben Tangentialpunkt wie der isolirte feste 
Punkt besitzen. Die entsprechende Curve in der Ebene erhilt man 
als Jacobi’sche Curve irgend einer C, des oo*-Systems und zweier C, 
des Biischels. Dieselbe ist eine C, mit dreifachen Punkten in den 8 
Fundamentalpunkten und besitzt folglich das Geschlecht p = 4, 

Man kann die F, in der Weise eindeutig auf eine Doppelebene 
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abbilden, dass die beiden durch denselben Kegelschnitt des Systems 
ausgeschnittenen Punkte iiber einander liegen. Hiermit erhalten wir 
auch diejenige eindeutige Abbildung einer Doppelebene auf eine ein- 
fache Ebene, bei welcher eine nicht-hyperelliptische Uebergangscurve 
vom Geschlechte p = 4 auftritt. Dieselbe wurde zuerst von Hrn. 
Noether angegeben, die specielle Art der zugehérigen Gebilde mit 
p = 4 ist aber auch von Hrn. Schottky bebhandelt*). Doch ist es 
uns unbekannt, ob die hier gegebene Herleitung der Transformation 
durch Vermittlung einer Fliche 3. Ordnung friiher gegeben sei. 

2. Durch den folgenden Satz erhellt sich die Beschaffenheit der 
ebenen C,- Biischel: 

Definirt die Gleichung 


(a) f, +49, =9 

den Biischel und erhdlt man fiir die Invarianten 4. und 6. Grades bez.: 
(b) S=f,@), T=fld), 

dann kann man dem Diischel das System 

(c) u? = 425 — fz —/, 


eindeutig zuordnen, wobei die Gleichung (c), falls man in derselben 
auch 4 als verdnderlich betrachtet, eine auf die Ebene des Biischels ein- 
deutig bezogene Fliiche bedeutet**). Diese Fliiche kann man auf die 
Doppelebene (2, 4) projiciren, wobei 
(d) 42° — f,(A)e — f,(4) = 0 
als Uebergangscurve erhalten wird. Diese Curve besitzt zwei zusammen- 
fallende dreifache Punkte und ist folglich im Allgemeinen vom Ge- 
schlechte p= 4. Den besprochenen Zusammenhang wollen wir jetzt 
niher darlegen. 

Wir denken uns den Biischel in das System der Querschnitte einer 
F, iibergefiihrt, welches durch den Ebenenbiischel 
(e) “,= Ax, 
ausgeschnitten wird. Dabei seien 2, = 0 und 2, = 0 die Beriihrungs- 
ebenen der J’, in den Punkten vz, = 2%, =2,=—0 und 2, —=2,—2,=0, 
welche wir in der vorigen Nummer mit O und O, bezeichneten. Die 
Gleichung der J’, kann also auf die Gestalt 
(f) a3 (@3 + 2) + @3%,f,(@y, 2) + Xs f,(@,, LZ.) + ®yP2(H,, %2) 
Se ee + /3(@,, %) = 0 

*) Man sehe Noether, ,,Ueber die ein-zweideutigen Hbenentransforma- 
tionen‘*, Sitzungsber. der physik. medic. Soc, zu Erlangen 1878, sowie ,,Ueber eine 
Classe von auf die einfache Ebene abbildbaren Doppelebenen“ und ,,Ueber die 
rationalen EF 'lichen vierter Ordnung“, Math. Ann. XXXIII, und Schottky, ,,Ueber 


specielle Abel’sche F'wnctionen vierten Ranges“, Journal fiir Mathematik CILI. 


**) Man vergleiche hierzu Hrn, Kantor’s Erérterungen itiber die Biischel von 
C,, Acta Math, XIX, §, 183. 











Endliche Gruppen birationaler Transformationen in der Ebene. 231 


gebracht werden. Jeder Kegelschnitt, welcher die Fliche in O und 0, 
beriihrt, kann durch (e) und eine Gleichung 

(g) x0, —= we,” 

definirt werden, wobei 4 und w veriinderliche Parameter bedeuten. 
Nimmt man dieselben als constant an, so erhilt man die zwei Schnitt- 
punkte, welche ein bestimmter Kegelschnitt noch mit der F’, gemein 
hat, und zwar durch die Gleichung 

(h) ws? (uw + fy) + @3%, (uf, + fs) + @?u(u + 9) = 0, 

wobei in den Functionen /,, /,, /; und p, a, und &, durch @ bez. 1 
ersetzt werden. Wir setzen hier 


w= 22 uth) tuAth 
und erhalten ae 


= (u/, + f;)? — 4u(u + fr) (4 + 9). 
Durch die eeuiedinn 


= — ue — thet Ao ~— ir 
ergiebt sich nun die bezweckte Endgleichung 
(c) w = 42° — fie — fy, 
wobei 


— f,2)\2 

rp — 2/, hs _ Af, @. + Gi+ a f?) ‘ 
k 
( ) = — f;? 4. hits — 2h 2 fe 2) a ttn =f + fet ome. mae i 
Setzt man hier « = 0, so erhilt man jene Uebergangscurve 
(d) 42° — f,(4)e —f,(4) =9, 
welche auch das Bild der Schnittcurve der Fliiche (f) mit der Fliiche 
(1) 2 as [5% + fo (1 Xa) | + sy F, (2, L2) + f3(%, %.) = 0 
definirt. Fiir = 0 ergiebt sich eine andere Curve mit ausgezeichneten 
Kigenschaften : 
(m) u? + f,(a) = 0. 
Dieselbe ist hyperelliptisch vom Geschlechte » = 2 und kann auch als 
Bild der Schnitteurve der Fliiche (f) mit der Fliche 


(n) 12x," + Af (2, X2) + 492(%1, 22) — {f,(*1, %)}? =O 
erhalten werden. 

3. Jedes Paar durch die Transformation 2, einander zugeordneter 
Punkte in der einfachen Ebene besitzt ersichtlich die Eigenschaft, dass 
eine C, des invarianten Systems mit d in den 8 Fundamentalpunkten 
immer gleichzeitig durch beide Punkte geht. Insbesondere beriihren 
die C, einander in den Punkten der mehrfach erwihnten Uebergangs- 











232 A. Wiman. 


curve, Letztere Curve muss also gegeniiber dem System der C, und 
somit auch der Gruppe M, von invarianter Natur sein. Sollen also 
in dieser Gruppe weitere Transformationen enthalten sein, so muss die 
Curve bei denselben eindeutig in sich iibergefiihrt werden. Die Ebene 
haben wir schon auf die Fliche 


(c) w = 42° — f,(x)2 — fe(@) 

ein-eindeutig abgebildet, wo wir hier z statt 4 setzen. Durch 2, 
gehen zwei Punkte mit denselben z und a aber entgegengesetzten u 
in einander iiber. Haben wir also diejenige Gruppe von birationalen 
Transformationen der (zx)-Ebene erhalten, bei welcher die Curve 

(@) 423 — f,(a)2 — fy(a) = 0 

invariant bleibt, so ergiebt sich sehr leicht fiir die Fliiche (c) eine 
Gruppe von doppelter Ordnung, welche man auf die urspriingliche ein- 
fache Ebene als die gesuchte Gruppe M, iibertragen kann. 

Die (¢x)-Ebene kann man als die Projection eines quadratischen 
Kegels K, von einem Punkte desselben betrachten, Schreiben wir die 
Gleichung (d) in homogener Form 
(d;) 428y° — f,(z, y) 2y —f,@, y) = 0, 
und lassen wir die Gerade y=0O dem Projectionscentrum auf dem 
Kegel und den Punkt « = y = 0 der Erzeugenden durch das Centrum 
entsprechen, so gewinnen wir den erheblichen Vortheil, dass die ad- 
jungirten Curven von (d,) in die ebenen Querschnitte des Kegels iiber- 
gehen. Die birationalen Transformationen, welche die Bildeurve von 
(d,) auf dem K, in sich iiberfiihren, miissen also eine riumliche 
Collineationsgruppe bilden, bei welcher sowohl ein Punkt, die Kegel- 
spitze, als auch die Ebene, welche der Geraden z = 0 entspricht, fest 
bleiben *). 

Bei dieser Abbildung der urspriinglichen einfachen Ebene auf den 
doppelten Kegel entsprechen somit die Erzeugenden des Kegels den 
C, des Biischels und die Querschnitte den C, des fundamentalen Systems. 
Man kann auf dem Kegel viele Systeme von Curven nachweisen, deren 
Existenz in der Ebene nicht so leicht zu erschliessen ist, Um nur 
ein Beispiel zu geben, bemerken wir, dass man auf dem Kegel ein 
System von C, construiren kann, welche mit der Curve (d,) an einer 
beliebigen Stelle vier auf einander folgende Punkte gemein hat. Dem 
entspricht ersichtlich in der Ebene ein Biischel von C, mit dreifachen 
Punkten in den 8 Fundamentalpunkten und einem Beriithrungsknoten 
auf der Uebergangscurve. Hier tritt nun die Kigenthiimlichkeit ein, 


*) Hr. Kantor hat zwar erwihnt, dass bei jeder Gruppe M, eine C, des 
fundamentalen Systems fest bleiben muss; doch scheint er die durch diese C, 
bewirkte Vereinfachung nicht bemerkt zu haben, dass in der Gleichung (d,) das 
Glied 2y*f, (x,y) beseitigt werden kann. 
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dass der zu diesem Biischel adjungirte Biischel von C, Doppelpunkte 
nicht nur in den dreifachen Punkten, sondern auch in dem Beriihrungs- 
knoten besitzt. 

Stellen wir die Gleichung 
(c) ui = 42° — f(x) 2 — fe(@) 


mit der Differentialgleichung 


p’* = 49° — 9.9 — Ys 
zusammen, und ziehen wir die bekannte Theorie dieser g- Function 
heran, so kénnen wir auf dem Kegel eine Reihe Oerter bestimmen, 
welche auf der durch die jedesmalige Erzeugende dargestellten ellip- 
tischen Curve um gewisse Perioden-m-teln von der Kegelspitze ent- 
legen sind. Insbesondere bezeichnet g’ =O oder die Curve (d) der 
um halbe Perioden entfernte Ort *). 

Betreffend die Beritihrungscurven von (d,) wollen wir auf die citirte 
Abhandlung von Nrn. Noether verweisen. Hier sei nur an die 120 
einzelnen Beriihrungscurven g erinnert, welche die fundamentalen 
Octupel bei der Abbildung liefern. 

4. Wir sollen also behufs der Bestimmung der Gruppen M, die- 
jenigen Collineationsgruppen aufsuchen, welche die Hesmniewee auf 
dem Kegel in sich iiberfiihren kénnen. Die bei einer einzelnen rium- 
lichen Collineation festen Erzeugenden des Kegels kann man fiir = 0 
und y = 0 wihlen. Die 4 festen Punkte bei der Collineation sind die 
Kegelspitze und 3 Punkte in der vorerwihnten festen Ebene, von 
denen 2 auf jenen festen Erzeugenden liegen, und der dritte der Pol ihrer 
Verbindungsgerade in Bezug auf den Querschnitt des Kegels ist. Doch 
giebt es Fiille, dass auch alle Punkte einer Verbindungslinie zweier 
von diesen Punkten oder einer Ebene durch drei von ihnen fest bleiben. 
Da wir als Centrum bei der Projection des Kegels auf eine Ebene 
einen von diesen festen Punkten gewiihlt haben, so ist auch die ent- 
sprechende Transformation in der Ebene eine Collineation und zwar 
von der Form 


(c) viy’:2 an: By: ye. 
Wir betrachten jetzt die invariante Curve 
(d;) 428y® — f,(@, 9) ey — fo(@, y) = 0 


und nehmen an, dass durch diese Substitution /,(a’, y’) in kh. fy(x, y) 
und f,(”’, y’) in l.f,(a, y) tbergehen. Die einzelnen Glieder von (d,) 
sollen aber durch dieselbe Zahl k vervielfaltigt werden. Daraus er- 
halt man die Bedingungen: 

. k 
(B) PP amPwk gous Pol. 


*) Man vergleiche eine Abhandlung von G.H. Halphen, ,,Recherches sur 
les courbes planes du troisitme degré“, Math. Ann, XV, 
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Wahlt man als Projectionscentrum den festen Punkt auf der Erzeugenden 
x = 0, so erhilt man als Gleichung der invarianten Curve 
(a,’) 422° — f(a, y)ex — f,(x, y) = 9, 
und die Collineation wird in die folgende iibergefiihrt: 
’ ’ , , k 
(«’) a'ty':e’ ax: By:78; ymameey 


al a 

Hat man in (@) « = B, so geht jede Erzeugende in sich iiber; man 
erhilt k= a®, 1 at und y=—a. Die Collineation ist somit eine 
identische. Doch treten andere Verhiiltnisse ein, falls f, identisch ver- 
schwindet, was jedoch zuniichst ausgeschlossen sei. 

Ist B=y, so geht jeder Punkt der Erzeugenden x0 in sich tber. 
Dasselbe gilt fiir die Erzeugende y= 0, falls a= y,. Gelten beide 
Relationen gleichzeitig, so erhilt man «? = 6? oder a= —B. Die 
riumliche Collineation ist dann eine harmonische Perspectivitiit, deren 
Perspectivitatsebene die festen Erzeugenden enthiilt. 

Nimmt man « = y, so ist auch B = y,. Hine Gerade mit lauter 
festen Punkten bei der raiumlichen Collineation ist hier die Polgerade 
der Ebene durch die festen Erzeugenden. Ist « = — 6 oder y= — y,, 
so besitzt eine Gerade in der letzteren Ebene dieselbe Eigenschaft. 

Die Collineationsgruppe der Normalcurve erhdlt man also aus der 
gemeinschaftlichen Gruppe von f,(a,y) und f,(x, y), welche der Be- 
dingung (B) k* = geniigt; doch, falls f, identisch verschwindet, ent- 
steht dieselbe durch Combination der Gruppe von f, mit einer G,, welche 
die 3 Punkte der Curve auf derselben Erzeugenden cyklisch vertauschen. 
Die Curve wird von den 12 Erzeugenden, 27 /,? — f,> = 0, _beriihrt. 
Wenn 2 von diesen Geraden zusammenfallen, besitzt die Curve einen 
Doppelpunkt oder auch, falls nimlich f, und f, einen gemeinschaft- 
lichen Factor besitzen, eine stationiire Tangente. Wenn aber Doppel- 
punkte vorkommen, und somit das Geschlecht reducirt wird, lisst sich 
die Gruppe M, auf eine der friiheren Typen zuriickfiihren. 

5. Die simmtlichen cyhklischen Gruppen, welche die Normalcurve 
vom Geschlechte p = 4 in sich iiberfiibren kénnen, hat Hr. Kantor 
gegeben *). Betreffend die vollstdndigen Collineationsgruppen weichen 
aber seine Resultate von denjenigen ab, welche ich in einem friiheren 
Aufsatze gegeben habe **), weshalb ich dieselben hier reproducire. 

1) Die Identitiit. 

2) Perspectivische G,: xv’ :y':2' = —ax:y:2. 
4a8y> + 2y(axt + ba?y? + cy*) + dz’ + exty® + fury + gy’ = 0. 

*) Theorie der endlichen Gruppen“, S, 100. Wir bemerken nur, dass die 
dort gegebenen Gruppen 9 und 10 identisch sind. 

*%) \Ueber die algebraischen Curven von den Geschlechtern p=4, 5 und 6, 


welche eindeutige Transformationen in sich besitzen“*, 8.25, Anhang d, Abh. d. 
Konigl. Schw. Acad. d. Wissenschaften, Bd. 21, Abth. I, Nr. 3. 
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3) G, ,,mit Axen“: a’: y’:2° = aui—yie. 

Lady? + o(ant + bay? + cy") + a(dat + exty? + fy) =0. 
Hier wird die Ordnung der Bildcurve reducirt, weil das Projections- 
centrum ein Punkt der Curve ist. Die Axen sind die Verbindungs- 
geraden zweier Punkte der Curve in der invarianten Ebene und deren 
Polgerade. 

4) Vierergruppe, welche zwei perspectivische G, und eine G, mit 
Axen enthiilt. Die vorige Gleichung muss hier in der Weise specialisirt 
sein, dass in derselben « und y vertauscht werden kéunen, ohne dass 
f, und f, sich verindern. 

Aa®y? + a[a(at + y") + baty] + a[e(at + y") + daty"] = 0. 

5) Vierergruppe, welche aus lauter G, mit Axen besteht, Da 
bei jeder Substitution 2 Punkte von f, = 0 fest bleiben, muss f, die 
Jacobi’sche Covariante von /; sein. 

dab y? + 2[a(a* + y*) + ba?y*] + a(at — y') = 0. 

6) Diedrische G,, welche je eine Vierergruppe der beiden vorher- 

gehenden Arten enthilt. 


425y? + azzy? + a(a'+ y*) = 0. 
Die ausgezeichnete cyklische G, geht aus der Wiederholung der Operation, 
v’:y' 328° =a2:iy:— 2, hervor. 

1) Cyklische G,:a':y':2' =ix:y:2, welche eine perspectivische 

G, als Untergruppe enthiit. 

4a°y? + a(x + ay") + y(bat + cy!) = 0. 
Jeder Punkt der Erzeugenden « = 0 bleibt bei dieser G, fest. Zudem 
riickt in das Projectionscentrum auf y=0O ein Punkt der Curve hinein, 
was die Erniedrigung der Ordnung der Bildcurve bewirkt. 

8) Diedrische G,, welche aus 3 perspectivischen G, und einer 
G,:a2':y':2° =a:jy:2, besteht. 

423y3 + azya? + a® + dary? + y® = 0. 
Bei der G, bleibt jeder Punkt der gemeinschaftlichen Schnittgeraden 
der 3 Perspectivitiitsebenen fest. Die G, werden durch die Vertauschung 
von # und y erhalten. 

9) Diedrische G,,, welche die vorige Gruppe als Untergruppe 
enthilt. Von den 4 hinzutretenden involutorischen Transformationen 
ist die ausgezeichnete perspectivisch, und die 3 anderen sind G, mit 
Axen. Die erzeugende Substitution der ausgezeichneten cyklischen G, 
ist: vw’ iy’ :2° = — ai jy:e. 

4a3y) + azy a? + 2° + y® = 0. 

10) Cyklische Gy: wv’ iy’ :2 =juryis. 

42373 -{- sy? (ax 1. by*) te rAd +- cas y' “po dy® = (), 
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Die Punkte der Erzeugenden x = 0 bleiben hier fest. Wenn aber f, 
die Jacobi’sche Covariante der iiquianharmonischen Form /, liefert, so 
besteht die Gruppe aus 4 solchen G, und einer Vierergruppe von der 
Art (5), welche zusammen eine 
11) Tetraedergruppe bilden. 
42943 + azy?(x3 + y°) + x + 2025y3 — 8y° = 0, 

12) Cyklische G,: 2’ :y':2° = — ju:y:2, welche die letzt- 

erwihnte G, und die perspectivische G, als Untergruppen enthiilt. 
425y3 + azy’ + 2° + by’ = 0. 
Auch bei dieser G, bleiben alle Punkte der Erzeugenden x = 0 fest. 

13) Cyklische G,.: a’ :y':#° = jx:iy:— iz, welche die vor- 
erwihnte G, als Untergruppe enthiilt. 

42° y® + zy’ + 2° = 0. 
14) Gy: a :y’:2° = ex:y:s. 
ay? + azyt + 2° + by’ =0. 
Die Punkte der Erzeugenden =O bleiben auch hier fest. Wenn 
b =0, ist die G, Untergruppe einer 
15) ecyklischen G,,: 2’: y': 2° = @@:—yiz. 
4gy? + zyi't a= 0. 
Hier hat man als Untergruppe eine G, mit Axen. 

In den noch iibrigen Fallen verschwindet f, identisch. Damit die 
Normalcurve keine Doppelpunkte besitze, darf f, nunmehr keine doppelten 
Factoren besitzen. Die linearen Gruppen, welche die biniire Form /, 
in sich iiberfiihren kénnen, sind von Hrn. Bolza bestimmt*). Die- 
selben sind: G,, G,, Vierergruppe, diedrische G,, diedrische G,, wnd 
Oktaedergruppe. Wir erhalten nun 7 neue Collineationsgruppen. 

16) Perspectivische G,: x2’: y': 2’ —=a2:y:je, fir welche die 
Kegelspitze das Perspectivitiitscentrum liefert: 

4a°y® = fo (a, y). 
In den folgenden Fallen erhilt man die Collineationsgruppen durch 
Combination dieser G, mit den erwahnten biniiren Gruppen. 

17) Cyklische G,:a':y': 2° = — a:y:jz, deren Untergruppen 
G, und G, perspectivisch sind: 

423 y3 = 2° + axty? + bary! + y!. 

18) Cyklische G,,: 2°: y’: 2° =ex:y:jz. Von den Untergruppen 
G, und G, ist jene perspectivisch und diese die schon behandelte 
Gruppe (14). 

423y? = a + y’. 


*) Math. Ann, XXX. 
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19) G,., welche drei cyklische G, enthiilt. 
42°y? = a(xt + ax?y’ + y'). 
Kine cyklische G,:2':y':2° —=a2:—y:jz, hat als Untergruppen 
die perspectivische G, und eine G, mit Axen; die beiden anderen sind 
von der Art (17). 

20) G,,, welche unter anderen Untergruppen 3 cyklische G, von 
der Art (17) enthilt. 

4343 = a6 + axy® + y*. 

21) Gg, in welcher 4 G,, auftreten, von denen die eine aus- 
gezeichnet ist, Letztere ist von der Art (9), die 3 iibrigen von der 
Art (19). 

4z8y3 == xf + x’, 

22) G,.. Hier treten 3 cyklische G,. auf, deren Untergruppen 

G, wir schon im Falle (19) begegneten. 
423 y? == x(x! + y’). 
Die eine cyklische G,, wird durch die Substitution, 


a':y se —x:ty:— je 
y ? 
erzeugt, 


6. Es ist nun ein Leichtes aus den Gruppen der Curven 
42° — f,(x) 2 — f,(z) = 9 

die entsprechenden Gruppen von doppelter Ordnung der Flichen 
(c) w = 42° — f,(x)e — fy (2) 
herzuleiten, welche man sodann durch Abbildung auf die Ebene iiber- 
tragen kann. Doch wollen wir zuerst nach Hrn. Kantor die von 
diesem Verfasser in seiner Preisschrift behandelten isolirten typischen 
Transformationen angeben, welche durch die cyklischen Gruppen ge- 
liefert werden. Eine cyklische Gruppe bezeichnen wir hier mit der 
Nummer derjenigen Collineationsgruppe, wo wir die Erzeugung der- 
selben gegeben haben. 

Von diesen Typen traten einige schon bei den Gruppen M, und 
M, auf, nimlich: A,, E,, B,, [,, By. und By. A, erhilt man aus 
der G,(10), E, aus (7), B, aus (12), B,, und By aus (13) und [, 
aus (9)*). Durch Combination mit 2, entstehen aus A, und B, die 
beziiglichen Typen E,” und H,’. Die Gruppe (17) liefert den Typus H,. 
r, und H,, mit 2, zusammengesetzt, geben abermals mit [, und H, 
iiquivalente Transformationen. Die cyklischen Gruppen von ungerader 
Periode liefern durch Combination mit 2, cyklische Gruppen von 
doppelter Ordnung, aber, wenn 2, keine Untergruppe ist, Gruppen 
von derselben Ordnung, So erhilt man aus den Gruppen (14), (16) 
und (18) sowohl die Typen Z;, N, und B,, als auch die Typen [,o, E, 


*) Hr. Kantor hat (1. c.) H, statt [,, was aber gewiss unrichtig ist. 
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und B,,. Die einzige noch iibrige Collineation von ungerader Periode, 
diejenige der Gruppe (8), liefert den Typus E,’; die Untergruppe von 
der Ordnung 3 ist aber hier mit einer Collineation fiquivalent. Die 
noch nicht besprochenen cyklischen Gruppen von gerader Ordnung 
besitzen siimmtlich die G, mit Axen als Untergruppe; bei dieser gilt 
die Eigenthiimlichkeit, dass die beiden entsprechenden Transformationen 
von der Periode 4 (nicht 2) sind, was man leicht durch Betrachtung 
der Fliche (c) oder der invarianten Curve u*? + f,(x) = 0 bestiitigen 
kann. Die fraglichen Collineationen, welche den Gruppen (3), (6), 
(15), (19) und (22) angehéren, sind bez. von den Perioden 2, 4, 10, 
6 und 12 und liefern Typen von doppelter Periode, nimlich: J,, 
A,, By, F,. und B,,, welche simmtlich 2, als Untergruppe enthalten. 
Bei N, bleibt jeder Punkt der Curve u? + f,(z) = 0 vom Geschlechte 
p = 2 fest; bei jeder der Transformationen A,, E,, H,’ und Z, existirt 
eine elliptische Doppelpunktscurve, welche der ‘bei der beziiglichen 
Collineation in jedem Punkte festen Erzeugenden des Kegels entspricht. 

Wir geben jetzt als Endresultat eine Aufzihlung der Transfor- 
mationsgruppen M, und wollen dabei diejenigen Punkte hervorheben, 
wo unsere Ergebnisse mit .denjenigen des Hrn. Kantor*) nicht tiber- 
einstimmen. Die Gruppen seien nach der Zah! M der unabhingigen 
Moduln angeordnet: doch geben wir jeder Gruppe die Nummer, welche 
schon der Collineationsgruppe der zugehérigen Normalcurve zugetheilt ist. 


a M=S8. 


1) Die involutorische Transformation X,. 


b M-=5, 
2) G, vom Typus der Vierergruppe. 


ce. M=4. 
3) Die cylilische Gruppe von J,. 


qd. M=—3. 

4) G, vom Diedertypus. Die cyklische Untergruppe ist diejenige 
von J,. 

10) Die cyklische Gruppe von E,”. Hr. Kantor hat hier (Fall VIII) 
die cyklische Gruppe von E,” in der allgemeinsten Form nebst 6 
Involutionen also die Ordnung 12. Dafiir wiire erforderlich, dass 
die Curve (10) eine diedrische G, in sich besiisse, was aber schon aus 
dem Grunde nicht méglich ist, weil eine biniire Form f/, mit keinen 
*) Hr. Kantor giebt keine eigentliche Aufziihlung der Collineationsgruppen 
der Normalcurve; betreffend diejenige der Gruppen mit 8 Punkten sehe man 
8. 102 der citirten Arbeit. 
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doppelten Factoren nur die Vierergruppe, diedrische G, oder Tetraeder- 
gruppe zulassen kann *). 
16) Die cyklische Gruppe von E,. 


e M=—2. 

5) G,, welche 3 Gruppen vom Typus J, enthdlt. Dieser Fall fehlt 
bei Hrn. Kantor. 

7) G,, welche die Gruppe von E, enthiilt. 

8) G,, vom Diedertypus. Die cyklische Untergruppe G,, ist die- 
jenige von E,’. 

17) G,., welche die Gruppen von E, und H, enthdlt, Hr. Kantor 
hat hier (Fall XVI) die Ordnung 36. 


f. Mel. 


6) Gi,, welche die Gruppe von A, enthdlt, Hr. Kantor hat hier 
(Fall XIII) die Ordnung 24, 

9) G,,, welche sowohl die G,, (8) als die G, (4) als Untergruppen 
enthdlt. Dieser Fall fehlt bei Hrn. Kantor. 

11) G,.,, welche mit der homogenen bindren Tetraedergruppe isomorph 
ist. Auch dieser Fall fehlt bei Hrn. Kantor. 

12) G,,, welche die Gruppen von B, und H,” enthdilt. 

14) Die cyklische Gruppe von T,,. 

19) G,,, welche sowohl die Gruppe von [,, als auch die Gruppen 
(4) wnd (17) als Untergruppen enthdlt. Dieser Fall wird von Hrn. 
Kantor zwei Male aufgezihlt: einmal (Fall XII) als ,,die cyklische 
Gruppe von [,, in der allgemeinsten Form“ mit der Ordnung 12, und 
dann (Fail XX) als die Gruppe [V (unsere Gruppe (4)) mit E,” mit 
der Ordnung 24, 

20) G.,, welche 3 Untergruppen (17) enthilt. Ur. Kantor hat 
hier (Fall XVII) die Ordnung 48. 


g. M = 0, 


13) G,,, welche sowohl die Gruppe (12) als die Gruppen von B,, 
und Bis enthdlt. . 

15) Die cyklische Gruppe von Bay. 

18) Die cyklische Gruppe von Boy. 

21) G,., unter deren Untergruppen die Gruppen (9), (19) und (20) 
auftreten. Hr. Kantor hat hier (Fall XV) die Ordnung 54. 

22) Gi4,, unter deren Untergruppen sowohl 3 cyklische Gruppen 
vom Typus B,, als auch die Gruppen (11), (19) und (20) auftreten. 


*) Es soll hier bemerkt werden, dass Hr. Kantor bisweilen die Typen von 
E,’ und E,” (durch Druckfehler?) verwechselt. Doch giebt er fiir die zu jeder in 
ihrer allgemeinsten Form gehirige Gruppe die Ordnung 12. 
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Hr. Kantor hat also die 3 Gruppen (5), (9) und (11) ganz tiber- 
sehen und die 5 Gruppen (6), (10), (17), (20) und (21) mit unrichtigen 
Ordnungen gegeben. Zudem betrachtet er die cyklische Untergruppe 
T,. von (19) als eine vollstindige Gruppe, obgleich dieselbe, wie viele 
andere Gruppen, stets als Untergruppe héherer endlichen Gruppen 
vorkommt. 

Wir schliessen hiermit die gegenwirtige Darstellung. Unser Ziel 
war nicht die analytische Darstellung der Gruppen in der Ebene zu 
liefern. Wir wiinschten in der That nur die Bestimmung derselben 
in einfacher Weise zu geben und dabei die Fehler zu beseitigen, 
welche Hr. Kantor auf Grund seiner mehr complicirten Methoden 
begangen hat. Hierbei war es natiirlich nicht unser Zweck den grossen 
Verdiensten, welche sich Hr. Kantor um den vorliegenden Gegen- 
stand erworben hat, Abbruch zu thun. 


Lund, April 1896. 
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Sur quelques récents résultats dans la théorie des surfaces 
algébriques. 


Par 


MM. G. CasreLtnvovo 4 Rome et F. Enriques A Bologne. 


La Géometrie sur une surface algébrique générale, dont Yorigine 
remonte 4 une remarque de Clebsch*) et & un Mémoire fondamental 
de M. Néther™), s’est enrichie, dans ces derniers temps, de nouveaux 
résultats, grace aux recherches des géométres frangais et italiens. Ces 
recherches ont un méme point de départ dans le Mémoire cité de 
M. Nother, mais elles suivent deux directions différentes que nous 
allons exposer briévement. 

En France on a considéré surtout les fonctions transcendantes 
qui sont attachées 4 l’équation d’une surface algébrique. M. Nother 
avait déja introduit dans |’étude des surfaces certaines intégrales doubles 
(a différentielles algébriques) qui restent partout finies, et qui jouent 
le méme réle que les intégrales abéliennes de premiére espéce relatives 
aux courbes algébriques. Quelques ans plus tard M. Picard ***) a 
donné une nouvelle impulsion a cette théorie, en considérant, a cdté 
des intégrales doubles, certaines intégrales simples de différentielles 
totales qui sont aussi dignes de remarque. I] a étudié en particulier 
les intégrales simples qui restent partout finies. Les surfaces les plus 
connues ne possédent pas vraiment de telles intégrales; mais M. Picard 
a indiqué des classes de surfaces, dont les propriétés remarquables dé- 
pendent précisement de la présence de fonctions transcendantes de 
Yespece nommée. M. Poincaré avec une courte Note+), et M. Humbert 


*) Comptes Rendus de l’Ac. d. Sc. 1868. 

**) Zur Theorie des eindeutigen Entsprechens... I, 11, Math, Annalen Bd. 2, 8, 
1869, 1874. 

***) Voir les deux Mémoires Sur les intégrales de différentielles totales algé- 
briques..., Journal de Mathém. 4° s*, t. I, 1885; le Mémoire sur la théorte des 
fonctions algéoriques, J. d. M. 4° s*, t. V; ainsi que plusieurs Notes dans les 
Comptes Rendus de l’Ac. d. Sc., Déc. 1884, 

+) Comptes Rendus de l’Ac. d. Sc., Déc. 1884. 
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surtout avec plusieurs Mémoires importants*), ont suivi la méme 
direction, soit en approfondissant la théorie générale, soit en étudiant 
des classes particuliéres de surfaces**). Mais le champ de recherches 
que M. Picard a ouvert est loin d’étre épuisé; car la question méme 
de décider, en partant des caractéres géométriques d’une surface, si 
la surface posséde de telles intégrales simples, n’est pas encore résolue, 
d’une maniére générale. 

Les géométres italiens, au contraire, se sont consacrés 4 l'étude 
des systémes linéaires de courbes algébriques qui appartiennent 4 une 
surface algébrique, ou, en d’autres termes, 4 |’étude des fonctions 
rationnelles de trois quantités xyz liées par une rélation algébrique 
f(x,y, 2)=0. Cétait un ordre de recherches qui se présentait tout 
naturellement & leur attention; car en Italie, pendant les derniéres 
années, on avait cultivé les deux théories auxiliaires qui servent de 
base aux développements nouveaux; a savoir la géométrie sur une 
courbe algébrique, et la théorie des systémes linéaires de courbes planes. 

La géométrie sur une courbe, qui a pris naissance dans les travaux 
immortels de Riemann (1857), a été développée plus tard sous la 
forme géoméetrique dans le Mémoire classique de MM. Brill et 
Néther***). II restait pourtant encore 4 délivrer cette théorie des 
considérations projectives qu’on y faisait intervenir trop souvent; 
eest ce qu’on a fait en Italie (Segre, Castelnuovo...) en raison- 
nant sur les courbes, sans faire attention ni a leurs ordres, ni aux 
espaces auxquels elles appartiennent, ct en limitant l’usage des courbes 
adjointes, dont la considération peut étre utile parfois, mais n’est 
point récessaire pour le développement de cette théorie. 

La théorie des systémes linéaires de courbes planes, au point de 
vue des transformations birationnelles du plan, a commencé par les 
recherches bien connues de M. Cremona (1863—1865) et de M. Nother 
(1870), et a été développée par les géométres italiens Caporali, 
Bertini, Jung, Guecia, Martinetti, Castelnuovo ... Ona pu 
aborder par cette voie |’étude des propriétés du plan qui restent invariables 
par rapport aux transformations birationnelles; c’est done la théorie d’une 
classe particuliére de surfaces (& savoir des surfaces rationnelles), qui 
@ pris naissance par ces recherches. 


Mais on s’apergut bientot que la plupart des méthodes qu’on y 





*) Théorie générale des surfaces hyperelliptiques, Journal de Mathématiques, 
4° s°, t. IX; Sur quelques points de la théorie des courbes et des surfaces algé- 
briques, Journ. d. Math, 4° s*, t. X; ainsi que plusieurs Notes dans les Comptes 
Rendus de l’Ac, d. Se., 1893 —95. 

**) Consulter aussi sur ce sujet le Mémoire de M. Nither, Ueber die totalen 
algebraischen Differentialausdriicke, Math. Annalen, 29, 1886. 

***) Ueber die algebraischen Functionen ..., Math. Annalen, Bd. VII, 1873. 
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avait employées, pouvaient avoir une application plus étendue, car elles 
servaient aussi & l'étude de questions analogues sur les surfaces algé- 
briques générales. On parvint ainsi 4 distinguer deux sortes de pro- 
priétés des systémes linéaires de courbes situées sur une surface. Il y a 
en effet des propriétés qui ne dépendent pas de la surface, mais bien de 
la nature du systéme qu’on y envisage; tandis qu'il y a d’autres pro- 
priétés qui appartiennent & tous les systémes linéaires de courbes situés 
sur la méme surface, et dépendent seulement de la nature de celle -ci, 
Ce sont ces derniéres propriétés qui offrent le plus grand intérét, car elles 
fournissent des caractéres d’une surface, qui se transportent & toutes 
les surfaces en correspondance birationnelle avec celle-la, des caractéres 
invariants (par rapport aux transformations nommées). C'est a l’aide 
de telles remarques que |’on retrouva sous une nouvelle lumiére les 
invariants introduits par M. Néther, et qu’on parvint 4 en ajouter 
d’autres encore. 

Ainsi se forma un ensemble de recherches qui sont étroitement 
liées entre elles, bien qu’elles se trouvent & présent éparses dans 
plusieurs travaux publiés tout derniérement en Italie*), 

Réunir ces résultats, les présenter dans l’ordre logique (qui n’est 
pas toujours l’ordre chronologique), les rapprocher & des propriétés 
connues des courbes et du plan, pour en faire ressortir tantdt les 
analogies, tantdt les différences; voila le but que nous nous sommes 
proposé en écrivant cette Monographie. I] ne faut done y chercher 
des résultats nouveaux, mais bien une exposition nouvelle de résultats 
déja publiés, Ce travail pourtant ne paraitra pas superflu a nos 
lecteurs, & ce que nous pensons. C’est que les Mémoires originaux 
que nous résumons ici, ne sont pas d’une lecture facile. Cela dépend 
de plusieurs causes, Tout d’abord il y a les difficultés qui provieunent 
de la théorie elle-méme; la plupart des propriétés des surfaces sont 
bien loin de présenter les caractéres de simplicité, qu’on trouve en de 
propositions analogues relatives aux courbes. Mais le rapprochement 
avec celles-ci est trés utile pour mettre en lumiére l’esprit des résultats 


*) Voici en ordre chronologique les travaux principaux dont nous exposons 
ici les résultats, pour ce qui concerne la théorie générale des surfaces algébriques; 
(pour la théorie des surfaces rationnelles nous donnerons ailleurs les citations 
relatives): 

Enriques, Ricerche di geometria sulle superficie algebriche, Mem. dell’ 
Acc. d. Scienze di Torino s® 2?, t. 44, 1893. 

Enriques, Introduzione alla Geometria sopra le superficie algebriche, Mem. 
della Societa Italiana d. Scienze s® III, t. X, 1896. 

Castelnuovo, Alcuni risultati sui sistemi lineari di curve appartenenti ad 
wna superficie algebrica, ibid., 1896. 

Castelnuovo, Sulle superficie di genere zero, ibid., 1896. 

Enriques, Sui piani doppi di genere uno, ibid,, 1896. 

16* 
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nouveaux. Nous recourons sans cesse & ce moyen, et méme pour le 
rendre plus aisé, nous avons exposé d’avance les propositions fonda- 
mentales de la géométrie sur une courbe, dans l’ordre qui nous seimblait 
préférable. 

Ainsi nous obtenons l’avantage d’exposer 4 nos lecteurs toutes les 
notions nécessaires pour aborder |’étude des surfaces. La lecture de 
cette Monographie n’exigera donc, nous le pensons, que la connaissance 
de ces notions générales de géométrie, qui sont familitres méme a 
ceux qui se sont consacrés 4 tout autre ordre de recherches. 

Mais pour atteindre ce but, nous nous sommes bornés 4 présenter 
seulement les énoncés des théorémes, et les considérations qui servent 
le mieux & les mettre en lumiére; quant aux démonstrations, nous 
avons pensé qu'il valait mieux les supprimer tout a fait, en renvoyant 
aux Ouvrages originaux le lecteur désireux de les connaitre. C'est 
qu’on ne réussit pas, pour le moment, 4 exposer ces démonstrations 
de maniére @ éviter toute difficulté. La conception qui inspire ces 
raisonnements peut bien étre simple, dans la plupart des cas; mais 
le développement exige qu’on envisage tant de cas particuliers, qu’on 
rebute tant d’objections, que le lecteur fatigué par ce morcellement 
de la démonstration, perd de vue l'ensemble des résultats. C’est un 
défaut qu’on peut reprocher d’ordinaire aux théories en formation; et 
bien souvent le progrés consiste dans l’introduction de certaines con- 
ceptions plus amples, de certaines locutions plus convenables, qui per- 
mettent d’embrasser par un seul regard un grand nombre de cas qui 
semblaient distincts. 

Le moment n’est pas encore venu pour introduire de tels per- 
fectionnements dans la théorie des surfaces. Ce qui importe 4 présent, 
cest de surmonter les obstacles qu’on rencontre sur le chemin, c’est 
d’arriver au sommet qui reluit devant nous. Sil y a quelqu’un qui 
ne se hasarde pas & nous suivre sur une voie désagréable, eh bien 
quil attende! Cependant, nous lespérons, il lira avec intérét la 
description du paysage qui s’offre & nos regards, du point od nous 
sommes parvenus; il la trouvera dans cette Monographie, qui lui est 
consacrée, 

Mais sil y a des courageux qui désirent de nous suivre, ils 
trouveront dans les pages suivantes tous les renseignements pour le 
faire. Et ils seront récompensés de leur peine, car le champ de 
recherches est bien loin d’étre épuisé, et la région qui reste 4 explorer 
est encore trés vaste, et peut amener 4 de brillantes découvertes. Il 
faut pourtant se rappeler que ce n’est pas d’un seul point de vue qu’on 
peut embrasser un horizon si vaste. C’est au contraire par les efforts 
réunis de plusieurs travailleurs suivant des voies différentes, c’est par 
application savante de toutes les ressources que la géométrie et 
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l'analyse mettent aujourd’hui a notre disposition, qu’on peut espérer 
dapprofondir la théorie des surfaces, et de l’enrichir de nouvelles 
découvertes. 

Alors seulement cette branche sera digne de figurer & cdté de la 
théorie admirable des fonctions algébriques d’une variable, dont la 
construction est une gloire des géométres de notre siécle. 


Chapitre I. 


Transformations birationnelles. Genre d’une courbe et d’une 
surface d’aprés Clebsch et M. Nother. 


2. 
Transformations birationnelles. 


La géométrie projective (théorie des substitutions linéaires et 
homogénes entre deux groupes de variables) a trouvé son extension 
la plus naturelle dans la théorie des transformations birationnelles 
entre deux variétés algébriques. 

On sait bien comment ces transformations sont définies. Soient 
Ly, Ly, ++ 5 Ley Cb Yr, Yo». ++) Ys Geux groupes de variables, que nous 
pouvons regarder comme les coordonnées homogénes d’un point x dans 
un espace linéaire X & r— 1 dimensions, et d'un point y dans un 
espace Y & s—1 dimensions; établissons entre ces variables des 
relations de la forme 


(1) OYi = fi(X,, LQ, +++, Lr) (¢=1,2,...,8) 


ou les f; sont des formes algébriques toutes du méme degré dans les 
x, et @ est un facteur de proportion; on aura alors une transfor- 
mation rationnelle entre l’espace X et une certaine variété algébrique 
de Vespace Y. A tout point général x de X correspond un (seul) 
point y de Pespace Y; tandis que 2 décrit dans son espace une ligne, 
ou surface... algébrique F’, le point y décrit en Y (en général) 
une ligne, ou surface ... algébrique F” qui correspond a F. Tout 
point général y de F” peut provenir cependant d’un, ou de plusieurs 
(méme dinfinis) points z. Si c’est le premier cas qui arrive, alors, 
& Vaide des (1) et des équations qui définissent la F' en X, on peut 
exprimer leur tour les variables x en fonctions rationnelles des y, 
par des relations de Ja forme 


(2) Le = PR(Yi> Yos + + +» Ys) (A=1,2,...7). 


Les (1) et (2) définissent une correspondance, ou transformation 
birationnelle entre F' et F’. 
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En particulier, on peut avoir une transformation birationnelle 
(ou de Cremona) entre deux espaces linéaires (ayant les mémes dimen- 
sions); les (1) et (2) définissent une telle transformation entre X et Y, 
si r = 8, et si en outre l’on peut deduire les (1) des (2), et celles-ci 
de celles-la, pour toutes les valeurs des x et des y. 


2 


-- 


Eléments exceptionnels d’une transformation. 


En revenant aux variétés F et F” en correspondance birationnelle, 
il y a deux cas 4 distinguer, suivant que les F, F’ sont des courbes, 
ou bien des variétés & plus d’une dimension. Dans le premier cas en 
effet, on a entre les courbes F, F’ une correspondance biunivoque 
sans exceptions dune nature essentielle. Mais si F, F’ sont par 
exemple des surfaces (4 deux dimensions), il peut bien exister sur F 
(ou F’) des points simples (en nombre fini), & chacun desquels vont 
correspondre sur F” (ou J’) tous les points d’une courbe*). Sur une 
surface, une courbe qui par une transformation birationnelle con- 
venable peut étre changée en un point simple d’une autre surface, se 
distingue, par bien de propriétés, des autres courbes de la premiére 
surface; nous la nommerons courbe exceptionnelle. Les courbes ex- 
ceptionnelles (dans la plupart des cas) ne different pas des ausgezeichnete 
Curven, considérées par M. Néther**); c’est ce que nous verrons 
plus tard. 

Supposons, en particulier, qu’au point P de F' corresponde la 
courbe exceptionnelle P’ de F’; et soit C une courbe quelconque de 
F passant par P. Les points de C, autres que P, correspondent aux 
points d’une courbe C’ de F’; on pourrait vraiment regarder C’ comme 
la courbe correspondante de C sur F. Mais dordinaire il convient de 
joindre a la courbe C’, la courbe exceptionnelle P’ (qui provient 
du point P de C), et denvisager la courbe ainsi composée comme la 
transformée de C. C’est la une convention que nous allonus respecter, 
en général, dans la suite. 


9 
Répartition en classes des variétés algébriques. 


Par rapport aux transformations birationnelles, les variétés algé- 
briques, ayant un méme nombre de dimensions, se répartissent en 
classes; nous dirons, avec Riemann, que deux variétés appartiennent 


*) La projection stéréographique d'une surface du second ordre sur un plan 


donne un exemple bien simple de telles courbes. 
**) Mém. cité, Mathem. Annalen 8, pag. 521. 
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& la méme classe lorsqu’on peut établir une correspondance birationnelle 
entre elles. On aura donc, par exemple, a considérer la classe des 
courbes rationnelles (ou unicursales) qui peuvent étre transformées bi- 
rationnellement en une droite, la classe des surfaces rationnelles (ou 
unicursales, homaloides) qui sont en correspondance birationnelle avec 
un plan, etc. 

Les variétés d’une méme classe different entre elles, il est vrai, 
par leurs caractéres projectifs (ordre, dimension de ]’espace auquel elles 
appartiennent,...); mais elles ont plusieurs propriétés communes, dont 
la recherche forme le sujet de la Géométrie sur les variétés algébriques; 
cette branche s’occupe done des propriétés invariables par rapport aux 
transformations birationnelles. I] s’ensuit que lorsqu’on étudie une 
classe de variétés, on peut se rapporter toujours a une variété abstraite, 
générale, de la classe, sans faire attention du tout a ses caractéres 
projectifs; on pourrait méme dire qu’on envisage le champ algébrique 
dont les variétés de la classe (courbes, surfaces...) sont des images 
projectives; il n’y aurait la pourtant qu’un nouveau mot, pas une 
conception nouvelle*). 

La considération de la variété générale d’une classe a ce grand 
avantage, qu’elle permet de faire abstraction de toutes les singularités 
de nature projective qu'une variété particulitre peut présenter. Ainsi, 
dans la suite, lorsque nous parlerons des points de la variété générale 
d'une classe, nous allons supposer toujours qu'il s'agit de points simples; 
on n’exclut pas naturellement que ces points ne peuvent correspondre 
& des points multiples sur des variétés particuliéres de la classe; mais 
on affirme simplement qu’un point multiple est une particularité pro- 
jective de quelque représentant de la classe, pas de la classe elle-méme; 
c'est, pour ainsi dire, un défaut de l'image, pas du modéle. 

On va trouver pourtant, dans la suite, quelques paragraphes ot 
l'on envisage vraiment une variété donnée par ses caractéres projectifs 
(une courbe plane avec ses points multiples, une surface de U'espace 
ordinaire d’ordre connu, ete.); c'est que ces paragraphes n’appartiennent 
pas proprement 4 notre théorie, mais a des théories auxiliaires. On 
pourrait méme les supprimer, si l’on ne redoutait pas la complication 
qui s’ensuivrait. 

4, 
Genre d’une courbe et d’une surface algébrique. 


Pour effectuer la répartition en classes, dont nous venons de parler, 
il faut connaitre des caractéres numériques qui gardent la méme valeur 


*) A ce point de vue l’on peut regarder l'étude d’une classe de variétés 
comme l'étude d’un champ de rationnalité (d’aprés Kronecker) ou d’un corps 
de fonctions algébriques (d’aprés Dedekind et Weber). 
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pour toutes les variétés d’une méme classe. On sait bien comment 
Riemann, en étudiant au point de vue de |’ Analysis situs la surface 
réelle qui représent les points (réels et imaginaires) d’une courbe algébrique, 
est parvenu au plus important de ces caractéres, qu'il a nommé genre 
de la courbe (ou de la relation algébrique correspondante)*), Clebsch 
et Gordan, en exposant (1866) la méme conception sous la forme 
géométrique, ont donné du genre la définition bien connue qui suit, 
Soit C une courbe plane de l’ordre m; supposons par simplicité 
que C n’ait d’autres points multiples, en dehors de d points doubles. 
Considérons les courbes d’ordre » — 3 qui passent simplement par les 
d points nommés, courbes qu’on appelle adjointes & C; le nombre des 
courbes adjointes qui sont linéairement distinctes est le genre p de C. 
A cété de cette définition géométrique, on peut donner une définition 
numérique de p. Il suffit de remarquer que le nombre des paramétres 
qui entrent d’une fagon homogéne dans |’équation d’une courbe de 


Yordre n — 3, assujettie 4 passer par d points donnés, est 


iad (n— 1) (m — 2) on 


Pp d. 


On suppose vraiment ici que les d points doubles de C présentent 
autant de conditions distinctes aux courbes d’ordre » — 3, que lon 
contraint & passer par eux; cela n’est pas évident a priori, mais 
on a démontré plus tard (Brill et Néther**)) que la supposition est 
toujours vérifiée, lorsque on se borne aux courbes irréductibles, 

Méme si l’on fait abstraction de cette remarque, il est bon d’observer 
que les deux définitions aménent également 4 des invariants d’une courbe 
plane; en effet, on a donné plusieurs démonstrations de l’invariance du 
genre, dont quelques-unes (Riemann, Clebsch et Gordan,...) se 
rapportent 4 la premiére définition, d’autres (Cremona, Bertini, 
Zeuthen,...) a la seconde. 

L’extension de ces définitions aux surfaces algébriques est immédiate, 
dans les cas les plus simples; Cle bsch***) et M. Néther7) l’ont indiqué. 

Soit F une surface algébrique d’ordre m de l’espace ordinaire; 
supposons que F’ n’ait d’autres singularités qu'une courbe double de l’ordre 
d(>0) et genre z, et un certain nombre fini ¢(>0) de points 
triples pour la surface, et triples aussi pour la courbe double nommeée. 
Considérons maintenant les surfaces d’ordre m — 4 qui passent simple- 
ment par la courbe double (et en conséquence deux fois, en général, 
par ses points triples), surfaces que nous appelerons adjointes a F’; le 


*) On pourrait faire remonter la notion du genre au théoréme d’Abel, bien 
que Abel lui-méme ne parle pas expressément de caractéres invariants. 
**) Ueber die algebraischen Functionen..., Math. Annalen Bd. 7, 1873. 
***) Comptes Rendus de l’Acad. d. Sc., Déc. 1868. 
+) Mémoire cité, Zur Theorie. ..; Mathem. Annalen 2, 8. 
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nombre de ces surfaces linéairement distinctes est (d’aprés la démon- 
stration de M. Néther) un caractére invariant (par rapport aux trans- 
formations birationnelles) de la surface F’; on l’appelle le genre géométri- 
que de F, et on le désigne par p,. 

Or si nous remarquons qu'une surface d’ordre m assez élevé doit 
satisfaire & 

md —2t—ax+1 

conditions pour contenir la courbe double de F’, nous sommes portés 
(avec Cayley*)) & former |’expression 


— e—) eH e—9) —(n—4d + 2t+a—1, 
dont la valeur est exactement p,, si m—mn—4 est assez élevé 
pour que ]’on puisse appliquer la formule qui précéde. Que la derniére 
condition soit remplie ou non, l’expression de p, a toujours la propriété 
dinvariance; c'est ce que MM. Zeuthen et Néther**) ont montré. 
La méme expression est parfaitement analogue a celle considerée ci- 
dessus en parlant des courbes planes; on lui a donné le nom de genre 
numérique de la surface F. 

Mais ici s’arréte l’analogie avec les courbes planes; en effet nous 
ne pouvons plus affirmer l’égalité entre les valeurs de p, et pa; au 
contraire il peut bien arriver que Von ait py += pp et précisément py > Pn- 
Par exemple une surface réglée ayant les sections planes de genre p, 
a (d’apres Cayley***)) p,=0, p»——p. Ona porté plus tard d’autres 
exemples de surfaces avec p, > p,; nous y reviendrons dans la suite. 


5. 
Remarques sur les définitions qui précédent. 


M. Nother dans le Mémoire cité plusieurs fois, avance dans 
étude des surfaces, en considérant les courbes découpées sur F’ par 
les surfaces adjointes d’ordre nm — 4. Nous ne le suivrons pas, pour 
le moment, dans cette direction; nous aimons mieux montrer quelques 
difficultés auxquelles aménent les définitions des genres d’une surface, 

Nous nous sommes bornés en les rappelant, & considérer des 
surfaces ayant des singularités bien simples; on pourrait vraiment, 
envisager aussi des cas plus compliqués, mais il s’en faut de beaucoup 


que |’on puisse toujours préciser d’une maniére directe le comportement 


*) On the Deficiency of certain Surfaces, Mathem. Annalen, 3, 1871. 

**) Zeuthen, Etude géométrique .... Mathemat. Annalen, 4, 1871; Néther, 
Zur Theorie..., Math. Annalen, 8, pag. 526. 
***) Mém. cité, 
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d’une surface adjointe dans un point singulier de la surface donnée*). 
On n’est donc pas en mesure de définir le genre numérique d’une surface 
ayant des singularités supérieures, ni par suite de montrer dans ce 
eas la propriété d’invariance de p,. Ce serait bien mieux si l’on pouvait 
donner de p,, et méme de p,, une telle définition qui ne dependit 
pas des singularités de la surface considérée, et qui fit ressortir sur 
le champ Il’invariance de ces caractéres, et le lien entre eux. C'est 
ce que nous nous proposons d’obtenir. Mais pour plus de clarté il 
convient de partir des notions les plus simples, et de montrer comment 
la théorie des courbes et des surfaces algébriques peut se reconstruire 
sous un unique point de vue. 


Chapitre HU. 


Série linéaire de groupes sur une courbe. Systeme linéaire de 
courbes sur une surface. 


6. 
Série linéaire sur une courbe. 


Dans l’étude d’une classe de variétés algébriques, le plus grand 
intérét appartient aux fonctions rationnelles des équations qui définissent 
la classe. 


En nous bornant, pour le moment, aux courbes, si 
f(z, y) =90 

est léquation d’une courbe plane quelconque de la classe, a toute 
fonction rationnelle R(x, y) de x et y (liées par la f = 0) correspond 
une série linéaire co! de groupes de points sur la courbe; chaque groupe 
de la série se compose des points (en nombre fixe) od la R prend 
une valeur arbitrairement donnée, qui change d’un groupe 4 l'autre. Le 
nombre » des points de chaque groupe est appelé l'ordre de la R ou 
de la série; celle-ci est désignée, d’ordinaire, par g}. On peut dire 
aussi que les groupes de g' sont les groupes des zéros des fonctions 
rationnelles représentées par l’expression R(w, y) + C, od C est un 
parametre; toutes ces fonctions ont les mémes pdles. Plus généralement 
considérons plusieurs fonctions rationnelles de notre courbe, 


Ry (x, y), Ry(#, y),.-+ B(x, y) 


*) La méthode analytique proposée a cet effet par M. Néther ne fournit 
pas une définition directe, permettant le calcul de p,, car on doit recovrir a 
une transformation de la surface. Voir a ce sujet Néther, Gdttinger Nach- 
richten, 1871, Mathem, Annalen, 29, ainsi que Zeuthen, Reévision et extension 
des formules numériques ... Mathem. Annalen 10, pag. 544, 1876. 
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ayant toutes les mémes » pdles, et n’étant pas liées par aucune relation 
linéaire & coefficients constants; formons la fonction 

4, R, + 4,R, + os -+4,R,+C 
qui dépend des paramétres 4,,...,4,, C; le groupe des zéros de 
celle-ci décrit (lorsque on fait varier les paramétres) wne série linéaire 
g” ordre n, et dimension r; r points généraux de la courbe entrent 
dans un groupe de g’, et dans un seul. Le groupe des pdles appartient 
aussi & la série, et ne présente aucune particularité dans celle-ci. 
Il est facile maintenant de définir la plus ample série linéaire d’ordre n, 
& laquelle appartient un groupe de m points donnés, ou, comme nous 
dirons, la série compléte (Vollschaar) qui est déterminée par ce groupe. 
Il suffit en effet de considérer toutes les fonctions rationnelles d’ordre 
nm, qui ont leurs pdles dans ce groupe; les groupes des zéros de ces 
fonctions forment la série demandée. Il est clair que la dimension de 
la derniére série ne peut surpasser »; si elle atteint cette valeur, 
la courbe dont il s’agit est rationnelle, car dans le cas contraire on 
ne saurait fixer arbitrairement les zéros et les poles d’une méme fonction 
rationnelle. 

Les mémes considérations peuvent étre présentées aussi sous la 
forme géométrique*). Soit C une courbe algébrique (plane ou de 
Yespace ordinaire, ou d'un hyperespace); découpons-la par un systéme 
linéaire co” (r >0) de variétés (courbes, surfaces . . .) 

Athy + Aefe te ++ + Ani = 9, 

ou les f sont des formes algébriques toutes du méme degré (a trois, 
quatre ... variables). Si chaque f a» points d’intersection avec la 
C, et s'il n’y a dans le systeme aucune variété qui contient la C, 
les groupes des intersections formeront une série linéaire g*. Plus 
généralement si avec les groupes de la g’ nous formons des groupes 
de n +n’ points, en ajoutant aux premiers groupes les mémes m’ points 
fixés arbitrairement sur C, ou en les retranchant sjils entrent dans 
chaque groupe de g”, nous dirons que les nouveaux groupes forment 
une série linéaire Inn’ 

Les variétés f qui nous ont permis de construire la série g” ne 
sont pas pourtant liées avec elle (au point de vue de la géométrie sur 
la courbe), et n’entrent pas du tout dans l'étude de la série. On peut 





*) Ainsi que nous l’avons dit dans l’introduction, nous présentons ici la 
théorie géométrique des séries linéaires (qui est due 4 MM. Brill et Néther, 
Mém. cité) suivant le plan adopté dans quelques travaux italiens. On trouvera 
les développements et les citations relatives dans la Monographie de M. Segre, 
Introduzione alla geometria sopra wn ente algebrico ..., Annali di Matematica 
s*. II, tomo XXII, 1894. Dans le méme volume on pourra aussi consulter avec 
profit une Monographie de M. Bertini, ot le méme sujet est exposé au point 
de vue de Brill et Néther. 
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bien construire celle-ci par d’autres systémes de variétés, soit sur la 
méme courbe C, soit sur une courbe C’ de la méme classe (car une 
transformation birationnelle entre C et C’ change la gr de C en une 
gr de C’). 

On peut méme définir la série linéaire g” sur une courbe algébri- 
que quelconque, sans mentionner expressément les variétés qui servent 
& la découper. En effet c'est une g’ tout systéme oo” de groupes de n 
points sur la courbe, dont les groupes dépendent rationnellement de r 
parameétres, de maniére que la condition de contenir un point arbitraire. 
ment fixé sur la courbe se traduise par une relation linéaire entre les 
paramétres. Il s’ensuit naturellement que r points généraux de la courbe 
définissent un groupe; mais nous verrons tout 4 l’heure comment on 
peut aussi (avec quelques restrictions) tirer les prémisses de la conclusion. 

Lorsqu’une série linéaire g’ (r >0) est donnée sur une courbe, il 
peut se faire qu'il existe sur la méme courbe une nouvelle série g* du 
méme ordre et de dimension s > r, qui contienne tous les groupes de 
gz, et par suite la g” elle-méme; il peut arriver au contraire qu'une 
telle série g* n’existe pas. Or on dit qu'une série est compléte lorsqu’elle 
nest pas contenue dans une autre série du méme ordre et de dimension 
supérieure; la série est incompléle dans le cas contraire*). 

Dans ce dernier cas, en formant des séries de l’ordre » et de plus 
en plus amples, qui contiennent une série incomplete g” donnée, on 
parviendra nécessairement 4 une série g* (r<s<m) complete contenant 
celle-la. Or on démontre que cette derniére série ne dépend pas du 
procédé qu’on suit pour la construire; elle dépend seulement de la série 
gz dow Von part. En d'autres termes: 

Une série linéaire g" (r >0) ow bien est compléte, ou bien elle est 
contenue dans une série complete du méme ordre n, laquelle est entiérement 
délerminée par la g***). 

Il s’ensuit par exemple que si dune série compléte g” on déduit 
une nouvelle série g®_, en imposant aux groupes de celle-la la condition 
de contenir v points quelconques de la courbe, et en les supprimant ensuite 
dans ces groupes, la nouvelle série sera encore compléte. On lappelle 
série résiduelle des v points par rapport 4 g’; sa dimension @ est égale 
& *r—v, ou supérieure, selon que les v points présentent des conditions 
toutes indépendantes, ou non, aux groupes de g’ qui les contiennent. 

Ce sont les séries complétes qui offrent le plus grand intérét. 
Toutefois la théorie des surfaces va nous amener souvent a considérer 
aussi des séries incomplétes. Un caractére d’une telle série g” auquel 
il faut avoir égard, c'est la difference s — yr que l'on obtient en 


*) On voit bien que cette définition est parfaitement d’accord avec celle 
que nous avons donnée, en partant de considérations analytiques. 
**) Segre, lc, § 14. 
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retranchant la dimension de notre série de la dimension de la série 
compléte g* qui contient celle-la. Nous appelons cette différence le 
défaut (deficienza, difetto di completezza, Defect) de la g*. 

Remarque. — Sur la définition d’une série linéaire on peut faire 
une remarque, qui, du reste, n’a pas d’importance pour la suite de 
notre Monographie. Appelons involution d’ordre n et dimension r sur 
une courbe algébrique tout systeme algébrique de co” groupes de 
points, tels que r points généraux de la courbe entrent dans un seul 
groupe du systéme. Alors nous pouvons dire que toute série linéaire 
est une involution; sera-t-il vrai aussi le théoréme réciproque? Pas 
toujours, car il y a des involutions oo! qui ne sont pas linéaires; celles, 
par exemple, qui sont découpées par les génératrices d'une surface 
réglée irrationnelle sur les courbes appartenantes & la surface. Mais, 
en dehors des involutions oo', et des involutions co” dont tout groupe 
est formé par r groupes arbitraires d’une involution co! (d’ordre n> 1), 
on démontre que toute involution de dimension > 1 est ume série 
linéaire*). On a donc la une nouvelle définition de ces séries. 


7. 
Systeme linéaire de courbes sur une surface. 


Les fonctions rationnelles d’une équation algébrique & deux variables 
nous ont portés 4 considérer les séries linéaires sur une courbe; de 
méme, en partant d’une équation 4 trois variables, on parviendrait a 
envisager les systemes linéaires de courbes sur une surface. 

Pour les définir au point de vue géométrique il suffit de considérer 
une surface algébrique F’ (de l’espace ordinaire ou d’un hyperespace) 
et un systéme linéaire de variétés (& deux, . . ., dimensions) 

Ahi ees Hb Anti fet = 5 
les courbes que ces variétés découpent sur la F' forment un systéme 
linéaire dont la dimension est r, si aucune des variétés nommées ne 
contient la F. 

Au sujet des variétés f, il peut se faire qu’elles contiennent une 
méme courbe fixe de F, courbe qu’on est libre de regarder comme 
faisant partie de la courbe générale du systéme, ou bien comme 
étrangére a celle-ci (qui alors se réduira & la partie variable de linter- 
section fF’). Il peut arriver encore que les f passent par des points 
fixes de F' (en dehors des courbes fixes); ces points, en nombre fini, 


qui appartiennent @ toutes les courbes du systeme, sont appelés points- 
base de celui-ci. 





*) Ce théoréme a été donné en méme temps (juin 1893) par MM. Humbert 
(Comptes Rendus de l’Ac. d, Sc.; voir aussi Journal de Mathématiques, 4° série 
t. X) et Castelnuovo (Atti dell’ Accad, d. Se. di Torino). 
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Un systéme linéaire co” de courbes sur une surface a la propriété 
que par r points généraux de la surface passe une seule courbe du 
systéme. Cette propriété peut méme servir de définition pour un 
systéme linéaire de dimension ry >1. Il existe, c’est vrai, des systemes 
pas linéaires oo! de courbes satisfaisant 4 la condition que par tout 
point général de la surface passe une seule courbe du systéme; ce sont 
les faisceauxz irrationnels, dont le systeme des génératrices d’une surface 
réglée irrationnelle fournit un exemple bien simple. Mais tout systéme 
co”, avec r > 1, dont une seule courbe est entiérement déterminée par r 
points de la surface, est un systéme linéaire, si Von exclut seulement 
le cas o& la courbe générale du systéme est composée par plusieurs 
courbes dun faisceau irrationnel*). 

La courbe générale d’un systéme linéaire peut étre irréductible, ou 
bien se composer de plusieurs parties ; dans le premier cas on dit que 
le systéme est irréductible, et réductible dans le second cas. L’étude de 
ce dernier cas se réduit au premier (le plus intéressant) & l'aide du 
théoréme : 

La courbe générale dun systéme linéaire réductible oo” est formée: 

1) ow bien par une partie fixe (commune a toutes les courbes du 
systéme), jointe & une courbe qui varie dans un systéme linéaire irré- 
ducstible co’; 

2) ow bien par plusieurs (> r) courbes qui appartiennent a un 
méme faisceau (rationnel ow non), auaquelles peuvent s’ajouter parfois 
des parties fixes. 

L’exclusion des systémes réductibles, qui rendrait plus simples nos 
considérations, n’est pas toujours possible; car il y a des opérations 
sur les systémes linéaires qui, méme en partant d’un systéme irréductible, 
peuvent porter & des systémes réductibles. Mais, 4 1’aide de conventions 
appropriées, on peut réunir sous un méme énoncé la plupart des 
propriétés des uns et des autres systémes. 

Bornons-nous, pour le moment, aux systeémes irréductibles; soit 
|C| un tel systeme, C sa courbe générale. 

Les caractéres les plus importants du systéme (qui restent invariables 
par les transformations birationnelles de la surface) sont les suivants: 

1) la dimension r de |C}|; 

2) le degré n, c'est & dire le nombre des intersections variables 
de deux courbes générales du syst#me (pour r = 1, on a n = 0), 

3) le genre x, qui est le genre de la courbe C. 

On a aussi 4 considérer souvent une série linéaire qui est liée 
invariablement avec le systéme |C|, et qui va jouer dans la suite un 


*) Enriques, Una questione sulla linearita..., Rendic, della R. Accad, d, 
Lincei, luglio 1893; la démonstration est rapportée avec quelques simplifications 
dans la Monographie citée de M. Segre, n® 27. 
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role important; c’est la série caractéristique g’—', qui est découpée sur 
une C par les autres courbes de |C|*). Ici lonar—1l<n, dod 
l'on conclut que la dimension d’un systéme irréductible ne peut sur- 
passer le degré augmenté d’une unité. 

Remarque. — La propriété d’un systéme |C|, situé sur une surface 
F, d@étre réductible ou irréductible, ainsi que les caractéres r, n, x 
de |C|, se transportent sans modifications & un systéme |C’| d’une 
surface F”, lorsqu’il y a une transformation birationnelle qui change 
F en F" et |C| en |C’|. Toutefois pour que cette remarque subsiste 
sans exceptions, il faut faire la convention suivante. I] peut arriver 
qu’un point-base P de |C| sur F, ayant l’ordre i > 1 pour Ja courbe C 
générale (point que nous supposerons simple pour Ff’), donne, par 
la trausformation, une courbe exceptionnelle P’ de F’. D’aprés le n° 2, 
on devrait regarder cette courbe P’, comme faisant partie de la courbe 
C’ transformée de C; mais alors | C’| serait réductible, lors méme que | C| 
ne l’est pas. Pour éviter le désaccord on convient dans ce cas, de faire 
abstraction de la courbe P’ (correspondante 4 un point-base de |C}), 
et de regarder C’ comme le lieu des points correspondants aux points 
de C, excepté le point P. On va respecter au contraire la régle du 
n° 2 lorsque P (qui se transforme en la courbe P’) n’est pas un point- 
base de |C|, mais bien un point général de F. 

Outre l’exemple que nous avons porté, il y en aurait d’autres 
analogues & discuter. Nous n’y insistons pas ici; le lecteur qui voudra 
approfondir ces questions, pourra le faire ailleurs**); il verra pourtant 
de ces quelques mots, qu’il y a dans la théorie des surfaces des diffi- 
cultés et des distinctions qu’on ne réussit pas & éviter. 


8. 
Systémes linéaires complets. 


Si nous nous proposons de transporter aux systémes linéaires sur 
une surface la notion de série complete établie pour une courbe, nous 
rencontrons tout d’abord une distinction qui ne se présentait pas alors. 
En effet si l’on cherche un systéme | D| qui contienne le systéme donné 
|C|, il faut fixer quel est le caractére de |C| qui doit se transmettre 
au nouveau systéme. On peut exiger que le genre a seulement reste 

*) L’importance de cette série dans l'étude des systémes linéaires de courbes 
planes a été remarquée par MM. Segre (Sui sistemi lineari ..., Rendic, Circolo 
Mat, di Palermo, tomo I, 1887) et Castelnuovo (Ricerche generali sopra t sistemi 
lineari ..., Memorie dell’ Acc. d. Sc. di Torino, s¢ II, t. 42), Quant a la con- 
sidération de cette série sur les surfaces on n’a qu’d consulter les travaux de 
MM. Enriques et Castelnuovo, cités dans l’introduction. 

**) Enriques, Introduzione..., cap. I. 
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invariable; mais on peut aussi exiger que ce soit le degré m (et par suite 
le genre) qui ne change pas. Bien que la premiére condition soit de 
nature plus générale que la seconde, c’est & celle-ci qu’il faut assigner plus 
dintérét; le progrés de la théorie des surfaces l’a montré. Par consé- 
quent nous dirons qu'un systéme linéaire irréductible de courbes est 
complet (par rapport au degré), lorsqwil n’y a sur la surface d’autre 
systeme du méme degré et de dimension supérieure, qui contienne le premier 
systéme*). 

En voici un exemple fort simple. Considérons sur un plan le 
systéme linéaire de toutes les courbes ayant des multiplicités données 
en certains points-base; c’est un systeme complet. En d’autres termes: 
un systéme linéaire de courbes planes entiérement défini par ses points- 
base est complet**), 

La définition que nous venons de donuer ci-dessus, peut se présenter 
d'une maniére plus générale, qui permet de l’étendre aussi aux systémes 
réductibles. A cet effet il faut expliquer d’abord la locution: une 
courbe C, (simple ou composée) est contenue totalement dans un systéme 
|C| donne. 

Cela revient & dire que la courbe C, est par elle-méme une 
courbe de |C| (on exclut ainsi qu’elle soit une partie d’une telle courbe), 
et en outre que C, a le méme ordre de multiplicité de la courbe 
générale de |C| en tout point-base du systéme. Pareillement on dit 
qu'un systéme est contenu totalement dans un autre, lorsque la courbe 
générale du premier systéme est contenue totalement dans le second, 
et les points-base de celui-ci sont aussi les points-base de celui-la. On 
démontre alors facilement que deux systemes dont l'un est contenu 
totalement dans l’autre, ont le méme degré; et viceversa, si de deux 
systemes ayant le méme degré, l'un est contenu dans l'autre, on peut 
affirmer qu'il y est contenu totalement***). 11 résulte que la définition 
de systeme complet peut maintenant s’énoncer comme il suit: 

Un systéme linéaire est complet s’il n'est pas contenu totalement dans 
un autre systéme. 

Sous cette forme la définition a une signification, et montre ce 


*) La notion de systéme complet (par rapport au degré), sistema normale 
a été introduite par M, Enriques (Ricerche di geometria... 1, 2; Introduzione...): 
Yextension aux variétés 7 se trouve dans la Monographie citée de M. Segre 
(n° 26). M. Enriques dans le premier Mémoire parle aussi des systémes complets 
par rapport au genre, qu'il appelle sistemi completi. Nous n’y recourons pas dans 
ce Mémoire. 

**) Si parmi les points-base il y en a des simples, en faisant abstraction de 
ceux-ci lon obtient un systéme plus ample que le systéme donné, qui a pourtant 
le méme genre de celui-ci, mais le degré supérieur. On voit donc qu’un systéme 
complet par rapport au degré peut bien n’étre pas complet par rapport au genre. 

***) Enriques, Introduzione... n° 7, 
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que l’on doit entendre par systéme complet, lors méme que le systéme 
donné est réductible, ou s'il a la dimension un ou zéro; dans ces derniers 
cas pourtant on doit désigner quels sont les points qu’il faut regarder 
comme points-base du systeme complet. 

C’est dans ce sens qu'il faut entendre le théoréme suivant, qui 
est parfaitement analogue 4 un théoréme sur les séries linéaires*): 

Tout systéme linéaire co” (r >0) est complet, ow bien il est contenu 
totalement dans un systéme complet qui est entiérement déterminé par 
celui-la. 

On a encore cet autre théoréme qui rappelle aussi un théoréme 
sur les séries: 

Si dun systéme linéaire complet on déduit un nouveau systéme en 
imposant aux courbes du premier la condition de passer par des points 
fixes avec des ordres de multiplicité donnés, le dernier systéme est aussi 
complet. 

Dans la suite nous allons considérer, autant que possible, des 
systemes complets. 


9. 
Opérations élémentaires sur les séries et sur les systémes de courbes. 


Nous appelons par ce nom les opérations d’addition et de sous- 
traction des séries et des systemes, que nous allons définir; elles 
correspondent & la multiplication et 4 la division des fonctions ration- 
nelles qui appartiennent & un méme champ de rationnalité. 

Soient d’abord deux séries linéaires complétes g?, g” sur une méme 
courbe; formons tous les groupes de m + » = p points que |’on obtient 
en réunissant un groupe arbitraire de g? & un groupe arbitraire de 
gz; les groupes ainsi formés appartiennent, on le démontre facilement, 
& une méme série complete g%, que lon appelle somme des deux séries 
données. On n’exclut pas le cas od les deux séries g2, g* coincident; 
on parvient alors 4 la série double d'une série donnée. Et de méme 
Yon définit la série somme de plusieurs séries, et la série multiple 
(k. uple) d’une série donnée**). 

Nous sommes maintenant en mesure de définir |’opération inverse, 
la soustraction des séries, autant qu'elle est possible. Considérons & 








*) Enriques, Introduzione .. . n° 11. 

**) Segre, Introduzione... n° 59. Vraiment on entendait quelques fois 
par somme de deua séries g2, gi (complétes, ou non) la série d’ordre m+n et 
de la plus petite dimension, qui contient les groupes composés d’un groupe de 
g et d'un groupe de g* (voir Castelnuovo, Sui multipli di una serie lineare..., 
Rendic. Circolo Mat, di Palermo, t. VII). Mais dans cette Monographie nous 
adoptons la définition exposée ci-dessus. 

Mathematische Annalen, XLVIII. 17 
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cet effet deux séries completes 93,9, (p>) sur la courbe, et 
supposons qu'un certain groupe G, de la seconde série soit contenu 
dans oo? groupes (q >0() de la premiére. Les groupes des p — n =m 
points qui restent, forment comme nous savons, une série complete 
92 résiduelle de G, par rapport a g*. Or cette série g2 a une propriété 
remarquable; en effet elle est résiduelle (par rapport 4 9") non seulement 
de G,, mais aussi de tout autre groupe de g’. On dit par conséquent 
que g2 est la série résiduelle de g* par rapport a g*; mais l'on voit de 
méme que g”, 4 son tour, est résiduelle de g? par rapport a 93; la 
derniére série est la somme des deux premiéres. Cette propriété donne 
lieu & l’énoncé qui suit*): 

Deux séries completes g, gr dant données sur une méme courbe, 
si un groupe de la g* est contenu dans quelque groupe de la prémiére 
série, il en est de méme pour tout autre groupe de la g; il existe 
alors une troisiéme série g2 entiérement déterminée, qui additionnée a 
la seconde g* donne la premiére série g; les deux séries g2, g* sont 
résiduelles Tune de Vautre par rapport a g°. 

A ce théoréme |’on pourrait donner le nom de théoréme du reste pour 
les séries; ce nom cependant a été deja adopté par MM. Brill et 
Néther pour désigner un théoréme qui a bien d’analogie avec le 
précédent, mais qui comprend aussi d’autres notions dont nous allons 
parler plus tard. 

Venons maintenant aux systemes linéaires de courbes sur une 
surface; l’analogie nous permet d’étendre sur le champ les résultats qui 
précédent. Si |C,| et |C,| sont deux systemes complets de courbes sur 
une méme surface, les courbes C,-+ C,, que l’on peut former en 
réunissant deux courbes prises arbitrairement dans les deux systemes, 
appartiennent & un méme systeme complet déterminé |C| = |C,+C,| 
qui s’appelle somme de |C,| et |C,|. En particulier on peut parler du 
systeme double, triple... d’un systéme donné. 

Partons 4 présent du systéme |C|, et soit C, une courbe qui entre 
dans quelque courbe (réductible) de |C|; les courbes C, qui avec la C;, 
donnent lieu & des courbes de |C| forment un systéme complet |C,| 
résiduel de la C, par rapport @ \C\. Or si la C, appartient 4 un 
systeme complet |C,| (déterminé par elle), on démontre que |C,| est 
aussi résiduel (par rapport 4 |C}) de toute autre courbe de |C,|; c'est 
le systéme |C,| = |C—C,| résiduel de |C,| par rapport a |\C\, de 
méme que |C;,| est résiduel de |C,| par rapport 4 |C|. On a donc le 
théoreme**) ; 

Si un systéme complet |C| contient une courbe d'un second systéme 


*) Segre, Introduzione.. . n° 58. 
**) Enriques, Introduzione .. . n° 13. 
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complet |C,\, le premier systéme contient toute courbe du second; 
il existe alors un systéme complet |C,| entiérement déterminé, tel que 
|\C| =|C,+C,|; chacun des deux systémes |C,| et |C,| est résiduel de 
Vautre par rapport a |\C\. 

Il faut remarquer pourtant que méme si |C| et |C,| sont supposés 
irréductibles; il peut bien se faire que |C,| — |C— C,| soit réductible. 

Pour terminer ces considérations sur le systeme somme de deux 
systémes donnés, nous ferons connaitre ici deux relations bien simples, 
auxquelles il faut pourtant recourir souvent dans les recherches sur les 
surfaces. Ces formules expriment le degré nm et le genre x du systéme 
somme |C|=|C,-+C,| a Vaide des caractéres analogues m,, 2, et 
M,, %, des deux systémes |C,| et |C,|; on a précisément 


n=, + n, + 2, 

a—=2,+2,+71—1, 
od ¢ désigne le nombre des intersections variables d’une C, avec une 
C,. On suppose ici que |C,| et |C,| sont irréductibles; mais il est utile 
de remarquer que s'il n’en était pas ainsi, on pourrait de méme définir 
le genre et le degré des systémes réductibles de sorte que les relations 
précédentes fussent encore vraies*). 


Chapitre IIT. 


Courbes adjointes 4 une courbe plane. — Surfaces sous-adjointes 
i une surface de Vespace ordinaire. 


Dans le Chapitre précédent nous avons consideré des séries completes 
et des systémes complets de courbes, mais nous n’avons pas indiqué le 
moyen de completer une série ou un systeme donné. C’est ce que 
nous allons faire maintenant, en nous bornant (dans ce Chapitre) aux 
séries situées sur les courbes planes, et aux systémes de courbes sur 
les surfaces de Vespace ordinaire. Tous les autres cas peuvent se 
ramener & ceux-ci, a l’aide d’une transformation birationnelle convenable 
de la courbe ou de la surface donnée. 


10. 
Courbes adjointes 4 une courbe plane. 

Soit d’abord C une courbe plane de l’ordre m, qui aura en général 
des points multiples. On appelle courbe adjointe & C une courbe qui 
passe «@—1 fois par tout point multiple d’ordre @ de la courbe C 
(a= 2,3...)**). Les courbes adjointes & C d’un ordre donné (qui 


*) Enriques, Introduzione...n. 15, 16, 
**) Brill et Nother, Ueber die algebraischen Functionen..., \. ¢ 


ia 
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existent certainement si cet ordre est assez élevé) forment un systéme 
linéaire (complet) de courbes planes. Or ce systéme a une propriété 
bien remarquable, d’od s’ensuit l’application des courbes adjointes a 
la théorie des séries linéaires. En effet*): 

Les courbes adjointes a C d’un ordre quelconque donné découpent 
sur la courbe C une série linéaire compléte; il faut entendre ici que 
tout groupe de la série est formé par les intersections de C avec une 
courbe adjointe en dehors des points multiples. Ii s’ensuit (n° 9) qu’on 
obtient de méme sur C une série complete, si l’on oblige les courbes 
adjointes & passer par des points fixés arbitrairement sur C, et l’on 
se borne a considérer les intersections qui tombent en dehors de ces 
points (et des points multiples). 

A Yaide de la derniére observation on peut tout de suite construire 
sur la courbe C, la série linéaire complete qui est définie par un groupe 
de points, ou par une série incomplete donnée. Par le groupe G donné 
(qui dans le second cas sera un .groupe quelconque de la série) on 
fait passer une courbe adjointe quelconque, ce qui est toujours possible 
si ordre de celle-ci est assez élevé. La courbe découpe sur C, en 
dehors des points multiples et du groupe G, un groupe de points G’. 
Conduisons par G’ toutes les courbes adjointes de l’ordre choisi; celles- 
ci découperont sur C la série compléte définie par G. 

Il y a de Varbitraire dans cette construction, car on dispose de 
ordre des courbes adjointes, et aussi de la courbe, parmi celles-ci, que 
’on conduit d’abord par G; mais de quelque maniére que |’on s’arrange, 
toujours on parviendra enfin 4 la méme série. C’est précisément cette 
affirmation qui constitue le Restsatz de MM. Brill et Néther**). 


11. 
Série caractéristique d’un systéme linéaire de courbes planes. 


La propriété de couper sur une courbe plane donnée C une série 
complete n’appartient pas seulement aux systemes de courbes adjointes, 


*) Brillet Néther, l.c, pag. 275; voir aussi Segre, Introduzione ... n°77. 
**) Le Restsatz provient donc de deux propositions bien distinctes, dont 
lune appartient proprement & la Géométrie sur la courbe, et se rapporte aux 
opérations d’addition et de soustraction des séries (n° 9); tandis que l’autre propo- 
sition appartient & la Géometrie du plan, et exprime la propriété des systémes 
de courbes adjointes que nous avons énoncée ci-dessus. On pourrait méme 
remarquer que le Restsatz (comme il est énoncé par MM. Brill et Néther) dit 
un peu moins que la réunion de nos deux propositions, car il se borne a affirmer 
que la série découpée par les courbes adjointes de la maniére indiquée, ne dé- 
pend pas de celles-ci, tandis que nous affirmons en outre que la méme série est 
compléte; mais il faut d’ailleurs remarquer que cette derniére partie se déduit 
sur le champ de la premiére. Voir Brill et Nither, 1. c. pag. 273; Segre, 
Introduzione . . ., n° 78. 
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mais aussi & d’autres systemes. Par exemple les courbes d’un ordre arbi- 
traire, qui passent avec la multiplicité @ par chaque point multiple 
d’ordre a de C, découpent elles-mémes sur C une série complete; c’est 
la une propriété qui s’ensuit aisément de la propriété des courbes ad- 
jointes. Le cas le plus intéressant se présente si l’ordre des courbes 
que nous considérons, est lordre de C; en effet dans ce cas la série 
nommée n’est autre chose que la série caractéristique du systeme complet 
des courbes planes ayant l’ordre de C et les mémes multiplicités dans 
les points multiples de celle-ci. Nous pouvons done énoncer le 
théoréme suivant qui va nous étre utile*); 

La série caractéristique dun systéme linéaire complet de courbes 
planes est towjours complete. 


12. 
Surfaces sous-adjointes 4 une surface de l’espace ordinaire. 


Nous allons voir maintenant comment les théorémes qui précédent 
peuvent s’étendre aux surfaces de l’espace ordinaire. 

Soit F une telle surface ayant des singularités (courbes multiples 
et points multiples) queleonques. On peut toujours construire une 
surface Y d’un ordre assez élevé, qui remplit la condition de couper sur 
tout plan général une courbe adjointe 4 la section de F faite par le 
méme plan. On précise, de cette maniére, le comportement de la ¥ 
le long des courbes multiples de F’; ainsi lorsqu’il s’agit de courbes 
multiples ordinaires, la Y va passer « — 1 fois par toute courbe de 
F qui a la multiplicité @ pour Ff. On ne dit rien au contraire sur le 
passage de Y par les points multiples isolés de F’, dont la présence 
sur F ne s’ensuit pas (pour ainsi dire) de existence des courbes 
multiples; de sorte que si F’ possede, par exemple, un point multiple 
qui n’appartient & aucune courbe multiple, la Y ne passera pas, en 
général, par ce point. En vertu de ces explications, nous dirons que 
la Y est une surface adjointe ad F' le long des courbes multiples, ou, 
tout court, que la Y est sous-adjointe (subaggiunta) a F'**), Nous 
réservons le nom de surfaces adjointes 4 certaines surfaces, dont nous 
aurons & nous occuper plus tard, qui tout en satisfaisant aux conditions 
de la ¥, vont encore passer convenablement par les points isolés de F’. 
Pour le moment les surfaces sous-adjointes suffisent & notre but. 








*) Brill et Nother, lc, pag. 308; Castelnuovo, Ricerche generali sopra 
t sistemt lineart ... 1. ¢, n° 18, 

**) Enriques, Introduzione ...n°17; M.Noéther (Zur Theorie ..., Math. 
Annalen 8, pag. 509) appelle adjungirte Fldchen les surfaces que nous appelons 
sous-adjointes, et réserve le nom de surfaces m aux surfaces d’ordre n — 4 qui, 
@aprés cette Monographie, sont adjointes a F. Le développement de la théorie 
des surfaces a conseillé ce changement de locutions. 
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Les surfaces d’un ordre donné sous- adjointes 4 F forment un systéme 
linéaire, qui jouit dune propriété analogue a celle des courbes ad- 
jointes. En effet*): 

Les surfaces d'un ordre quelconque donné qui sont sous-adjointes 
a& une surface, découpent sur celle-ci un systéme de courbes complet: 
la courbe générale du systéme est formée par l’intersection de la 
surface sous-adjointe avec F’, en dehors des courbes multiples de F. 
Le théoréme subsiste encore si lon oblige les surfaces sous-adjointes 
& passer par des points ou des courbes assignées sur fF’, et l'on 
retranche ces courbes fixes des courbes du systéme (n° 9). 

A Yaide de ces remarques on peut toujours construire sur F’ le 
systéme complet déterminé par une courbe donnée C, ou par un systéme 
linéaire incomplet. I] suffit en effet de conduire par la courbe C (qui 
dans le second cas sera choisie arbitrairement dans le systéme) une 
surface sous-adjointe Y d’un ordre assez élevé pour que la construction 
soit possible. La Y va découper en général sur F’ une nouvelle courbe 
C’, en dehors de C et des courbes multiples de F; que l’on conduise 
maintenant par C’ toutes les surfaces adjointes du méme ordre de ¥; 
celles-ci vont découper sur /' un systéme linéaire complet auquel 
appartient la courbe C; c’est le systéme cherché, ou tout au plus, il 
en différe seulement en cela, que le systeme cherché peut avoir quel- 
ques points-base en plus. I] suffit, dans ce dernier cas, d’'imposer 
ces nouveaux points- base aux courbes du systeme que nous venons de 
construire, ou (ce qui revient au méme) d’imposer aux surfaces Y des 
passages ou des contacts convenables avec F’ dans les mémes points. 

Le systéme complet auquel on parvient ne dépend ni de l’ordre 
des surfaces sous-adjointes Y que l’on emploie, ni de la surface, parmi 
les Y, qu’on conduit d’abord. Cette affirmation constitue le Restsatz 
pour les surfaces, d’apres M. Néther**), 

Remarque. — Le théoréme sur la série caractéristique d’un 
systéme linéaire de courbes planes peut s’étendre aussi aux systémes 
linéaires de surfaces de l’espace ordinaire. Enongons le résultat, bien 
qu’on n’ait pas dans la suite loccasion d’y recourir: 

Si un systéme linéaire de surfaces est entiérement déterminé par les 
courbes et les points-base, le systéme de courbes, qui est découpé sur une 
des surfaces par les autres surfaces du systéme, est complet. 


*) Enriques, Introduzione . . . n° 35 (vraiment on y considére les sur- 
faces adjointes, mais la chose est vraie aussi pour les surfaces sous-adjointes). 
Le méme théoréme s’ensuit aussi du Restsate de M. Nither dont nous allons 
parler tout a l’heure. 

**) Zur Theorie ..., Math. Annalen 8, pag. 509; il y aurait a répéter ici 
une remarque analogue 4 celle, que nous avons faite 4 propos des courbes planes. 
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Chapitre IV. 
Systeme adjoint 4 un systéme donné. 


Nous allons définir dans ce Chapitre une opération qui va jouer 
un role fondamental dans la théorie des systémes linéaires situés sur 
une surface; c'est l’opération d’adjonction. Elle fournit le moyen de 
déduire de tout systéme linéaire donné, un nouveau systeme, Vadjoint 
au premier; et par la considération des liens qui passent entre ces 
deux systémes, elle nous porte a établir les principaux invariants d’une 
surface par rapport aux transformations birationnelles. 

Suivant notre méthode nous commengons par des considérations 
relatives aux séries linéaires sur les courbes. 


13. 


Série canonique sur une courbe. 

Parmi les courbes adjointes & une courbe plane C d’ordre m, il 
faut considérer en particulier celles qui ont l’ordre m — 3. Supposons 
qu'il existe de telles courbes, et désignons par p(> 0) le nombre de 
celles qui sont linéairement indépendantes. Alors les dites courbes 
découpent sur la C une série linéaire complete dont la dimension est 
p—1, et Vordre est (d’aprés MM. Brill et Néther*)) 2p — 2; c’est 
une re Or cette série jouit d’une propriété fondamentale. Si en 
effet on transforme birationnellement la courbe C en une autre courbe 
plane C’ d’ordre m’, la série g? aA de C se transforme dans la série 


x 


qui est découpée 4 son tour sur C” par les courbes d’ordre m’ — 3 
adjointes & C’. En d'autres termes la série découpée sur une courbe 
plane d’ordre m par les courbes adjointes d’ordre m — 3 jowit de la 
propriété d’invariance (par rapport aux transformations birationnelles). 
Nous aurons souvent occasion de nommer cette série; nous la 
désignerons dans la suite par le nom de série canonique sur la courbe 
C (ou sur toute autre courbe de la méme classe). On parlera donc 
aussi de la série canonique sur une courbe gauche; ce sera la série 
correspondante & celle découpée par les adjointes d’ordre m — 3, sur 
une courbe plane d’ordre m en correspondance birationnelle avec la 
courbe donnée, 

La dimension de la série canonique augmentée d’une unité, est 
aussi un invariant de la courbe considérée; c’est le genre p de la 
courbe, dont nous avons deja rappelé la définition dans un cas par- 
ticulier (n° 4). . 

*) Ueber die algebraischen Functionen ... pag. 280; voir aussi Segre, 
Introduzione ~. ., n° 73. 
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Le caractére p, en vertu de sa définition, ne saurait descendre 
au-dessous de zéro; il est nul si la courbe correspondante, supposée 
plane, d’ordre m, n’a pas de courbes adjointes d’ordre m — 3, On 
sait bien d’ailleurs que la condition p—O définit entitrement une 
classe de courbes; ce sont les courbes rutionnelles. 

Ce cas excepté, on connait des propriétés de la série canonique 
quil convient de rappeler ici, car elles sont d’un usage continuel*). 
La série canonique est la seule série qui ait, sur une courbe de 
genre p, la dimension p — 1 avec l’ordre 2p — 2. La méme. série n’a 
pas de points fixes qui soient communs & tous ses groupes. Par suite 
si l’on fixe un point quelconque de la courbe, on déduit de la série 
canonique rated une nouvelle série fe celle-ci & son tour n’a pas 
en général de points fixes. Tout au plus, dans un cas particulier, elle 
peut avoir un point fixe; il arrive alors que tous les groupes de la 
série canonique qui contiennent un point fixe quelconque, contiennent 
en conséquence un second point fixe qui est déterminé par le premier; 
alors il existe sur la courbe une série g,', telle que py — 1 quelconques 


de ses groupes forment un groupe de la série canonique <3 c'est 
le cas des courbes hyperelliptiques. 

Remarque. — De la série canonique on peut donner une définition 
analytique, bien connue, qui a l’avantage de s’étendre a la fois a 
toutes les courbes d’une méme classe, qu’elles soient planes ou gauches: 
les growpes de la série canonique sont les groupes des zéros des diffé- 


rentielles abéliennes de la premiére espéce, qui appartiennent ad la courbe 
donnée. 


14, 
Systéme adjoint 4 un systéme de courbes planes. 


. 


Revenons & la courbe plane C d’ordre m, et supposons maintenant 
quelle soit une courbe générale d’un systéme linéaire |C| de courbes 
planes, syst#me complet, c’est-a-dire déterminé entigrement par ses 
points-base. Ces points ont les mémes ordres de multiplicité (> 1) 
pour la C et pour les autres courbes du systéme; et tous les points 
multiples de la C tombent parmi eux. Il s’ensuit que les courbes 
adjointes & C, de ordre m — 3, (et plus généralement d’un ordre quel- 
conque) sont de méme adjointes 4 toute autre courbe du systéme |C\. 
Nous dirons que ces courbes de l’ordre m—3 forment le systéme |C’| ad- 
joint au systéme \C|; on dit adjoint, tout court, sans désigner lordre 


des courbes C’, car on n’a pas d’occasion de recourir 4 des systémes 
adjoints d’ordre différent. 


*#) Brill et Néther; Segre — lc. 
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Le systéme (complet) |C’|, adjoint au systéme |C|, est lié avec 
celui- ci de telle sorte, que si une transformation birationnelle (ou de 
Cremona) de tout le plan change les systémes |C| et |C’| en |D| et 
|D’| (d’un autre plan), c’est encore | D’| le systéme adjoint 4 | D|, pourvu 
que lon introduise convenablement en |D’| les courbes exceptionnelles 
qui proviennent de la transformation*); dans bien de questions il n’est 
pas méme nécessaire de faire attention & ce dernier avertissement. 
C’est pourquoi nous pouvons dire que le lien qui passe entre un systéme 
linéaire de courbes planes et son systéme adjoint , est invariable par rapport 
aux transformations birationnelles du plan. 

Il vient de la que la considération d’un systéme de courbes planes 
avec les systémes adjoints successifs (& savoir, l’adjoint |C’| que nous 
venons de définir, l’adjoint de Vadjoint, ou second adjoint |C”|, etc.) 
peut rendre bien de services dans |’étude de la Géometrie du plan (ou 
des surfaces rationnelles), lorsque on prend comme groupe fondamental 
(dans le sens de M. Klein) le groupe des transformations de Cremona. 
C’est M. 8. Kantor qui semble avoir apergu, le premier, le profit 
que l’on pouvait tirer de cette méthode. En effet il a montré dans 
une Note des Comptes Rendus de lAc. d. Se. (1885) comment 
on peut aborder par cette voie le probleme de la détermination des 
transformations planes cycliques de Cremona (transformations dont 
une puissance convenable donne lidentité); et il a continué cette re- 
cherche dans d’autres travaux plus récents**). Plus tard M. Castel- 
nuovo a profité des systemes adjoints pour étudier les systémes 
linéaires des courbes planes ***), et M. Enriques s’en est servi pour 
la détermination des groupes continus de transformations birationnelles 
du plan). 

La propriété d’invariance du systéme adjoint, que nous venons de 
rappeler, permet aussi de définir le systeme |C’| adjoint 4 un systéme 
|C| situé sur une surface rationnelle; il faudra en effet choisir |C’| de 
telle sorte, que dans une représentation birationnelle quelconque de la 
surface sur le plan, |C| et |C’| correspondent & deux systémes de 
courbes planes, dont le second soit l’adjoint au premier. 

Or lorsque la surface rationnelle / est donnée par ses caractéres pro- 
jectifs (& savoir, une surface de l’espace ordinaire, d’un ordre ” connu, etc.), 
on peut demander de construire directement sur F le systéme |C’| adjoint 





*) Néther, Rationale Ausfiihrung der Operationen ... § 31, Math, 
Annalen 23, 1883; Castelnuovo, Ricerche generali sopra i sistemi lineari ... n° 27. 
**) Premiers fondements pour wne théorie ..., 4me partie, Atti dell’ Accad. 
d. Se. fis, e mat, di Napoli, serie II, vol. 4°. Voir aussi «Journal fiir die Mathem. 
114», et «Acta Mathem. 19». 
***) Ricerche generali sopra i sistemi lineari .. ., 1. ¢. 
+) Sui gruppi continui ..., Rendic, della R. Accad. d. Lincei, 1893. 
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& un systéme donné |C|, sans avoir recours 4 la représentation plane. 
Supposons, pour plus de simplicité, que |C| soit le systéme co® des 
sections planes de F’; existera-t-il un systeme de surfaces découpant 
sur F’ le systéme de courbes |C’| adjoint & |C|? Certainement; on 
voit méme*) que cette propriété appartient 4 certaines surfaces 
de lordre » — 3, qui rencontrent tout plan général dans les courbes 
d’ordre » — 3 adjointes 4 la section plane correspondante de F’. 

Il résulte de la que ces surfaces adjointes ® sont comprises parmi 
les surfaces Y du méme ordre sous-adjointes & F. Or il y a lieu de 
se demander si les ® coincident avec les Y, ou bien s'il ne faut 
imposer aux Y de nouvelles conditions pour obtenir les ®. 

Dans certains cas on peut vérifier effectivement que les et 
les Y sont la méme chose. Ainsi cela arrive si la surface F' n’a pas de 
points multiples P isolés ou propres, c’est-a- dire des points P tels que tout 
plan conduit par P coupe sur la F une courbe ayant le genre in- 
férieur au genre de la section plane générale de F. La surface 
générale du troisitme ordre, la surface du quatriéme ordre ayant une 
droite double, ou une section conique double, nous donnent des exemples 
de telles surfaces. La méme particularité (coincidence des ® avec les 
Y) peut du reste se présenter aussi dans d’autres cas plus étendus**), 

Il ne faut penser pourtant qu'il en soit toujours ainsi. Au con- 
traire, on démontre que les surfaces adjointes ont un point de l’ordre 
¢ — 2 en tout point multiple (ordinaire) de l’ordre i de F'; tandis que 
les surfaces sous-adjointes peuvent ne passer du tout par ce point, ou 
bien y passer avec un ordre inférieur. D’ovd il résulte que le systéme 
des surfaces adjointes © peut bien avoir une dimension inférieure que 
le systéme des surfaces sous-adjointes . 

Vérifions cette remarque sur un exemple. Considérons a cet effet la 
surface F' du quatriéme ordre ayant un point triple P (point multiple isolé), 
et désignons par | C| le systéme des sections planes de la F. On voit aisé- 
ment que la F peut se représenter sur le plan, de maniére qu’au systéme 
|C| corresponde un systéme |c| de courbes planes du quatriéme ordre 
rencontrant une méme cubique (image de P) en 12 points fixes. Or les 
surfaces Y d’ordre 4—3=—1 sous-adjointes 4 F, sont, d’aprés la 
définition, les plans de lespace. Ceux-ci pourtant ne découpent pas 
sur F’ le systeme |C’| adjoint 4 |C|; car |C’| est découpé par les seuls 
plans ® qui passent par le point P; on le voit tout de suite si l’on 
recourt & la représentation plane, ou |C’| est représenté par le systeme 
\c’| des droites adjointes aux courbes |c|. Il s’ensuit donc que du 


*) Enriques, Ricerche di geometria ... Ill, 5; Introduzione .. . 1V; 
Humbert, Sur la théorie générale des surfaces wnicursales, Math. Annalen 45, 1894, 


**) 


) Voir & ce propos les Mémoires cités de MM. Enriques et Humbert. 
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systéme co* des Y sous-adjointes on déduit le systéme oo? des ® ad- 
jointes, en imposant aux ¥ la condition de passer par le point P. 

Les considérations qui précédent regardent le cas des points 
multiples ordinaires. Mais dés qu'il s’agit de singularités supérieures, 
le comportement des surfaces adjointes ne peut plus se définir d’une 
maniére si simple, bien qu’on puisse recourir toujours 4 la représen- 
tation de la surface sur le plan. 

Ce dernier moyen va pourtant faire défaut, lorsqu’on passe des 
surfaces rationnelles aux surfaces irrationnelles. En effet, méme pour 
celles-ci, on peut définir un systéme de surfaces adjointes ®, comprises 
parmi les sous-adjointes Y, et telles que les © découpent sur la sur- 
face un systéme adjoint au systéme des sections planes, jouissant de 
propriétés analogues & celles que nous venons de voir au sujet des 
surfaces rationnelles. Le comportement des ® en un point multiple 
isolé ordinaire de la nouvelle surface pourra s’établir par la méme loi 
que nous avons exposée dans le cas des surfaces rationnelles; mais 
les points multiples singuliers présentent ici une difficulté encore plus 
grande; car on ne peut plus recourir & Ja représentation sur le plan. 

On voit d’aprés cela l’opportunité d’établir une nouvelle définition 
du systéme adjoint, définition qui s’étende & toutes les surfaces algé- 
briques, sans faire attention & leurs caractéres projectifs (ordre, singu- 
larités, etc.), et qui permette, en conséquence, d’approfondir |’étude 
du lien (invariable par rapport aux transformations birationnelles) qui 
passe entre un systeme de courbes et son adjoint. Pour atteindre 
ce but il convient d’abord d’examiner les propriétés du systéme adjoint, 
dans le cas od nous avons tout-a-fait défini ce systeme, c’est-a-dire 
sur le plan. Novus chercherons ensuite d’étendre nos conclusions aux 
systémes situés sur une surface quelconque. 


15. 
Sur quelques propriétés caractéristiques du systéme adjoint. 


Reprenons done un systéme linéaire |C| de courbes planes d’ordre 
m et genre z, et le systéme adjoint |C’| dont les courbes ont l’ordre 
m — 3; et tachons d’établir le lien qui passe entre |C| et |C’|, sans 
faire attention aux caractéres projectifs des deux systémes. 

Nous remarquons d’abord que |C’| décowpe la série canonique 


gr. sur toute courbe générale de \C\. 


Cette propriété pourtant ne suffit pas toujours a définir le systeme 
|C’|. Pour le voir, on n’a qu’a reprendre le systéme oo® de courbes 
du quatriéme ordre qui passent par 12 points d’une cubique, systéme 
qui représente sur le plan la surface du quatrieme ordre ayant un 
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point triple; en effet le systeme lui-méme a la propriété de découper 
sur chacune de ses courbes la série canonique g,*, tandis que le 
systéme adjoint (co?) est formé par les droites du plan. 

Malgré cela il nous convient de considérer le plus ample systéme 
|C,| découpant la série canonique sur la courbe générale de |C|; on 
démontre que ce systéme |C,| est unique et comprend (a des courbes 
fixes prés) toute courbe qui rencontre les C en de groupes canoniques. 
|C,| me sera pas toujours le systéme adjoint 4 |C|; nous l’appelons 
systéme sous- adjoint &@ |C|, car on voit aisément que sur une surface 
rationnelle F’, dont les sections planes sont représentées par co* courbes 
de |C|, le systéme |C,| est découpé par les surfaces sous-adjointes a 
F (surfaces de lordre M — 3, si M est ordre de F*)). 

Le systéme sous-adjoint |C,| contient toujours le systéme adjoint 
|C’| (et peut méme parfois coincider avec celui-ci). Il s’agit mainte- 
nant d’examiner par quelles conditions on peut déduire le systéme ad- 
joint du systéme sous-adjoint. Si nous reprenons encore une fois la 
surface rationnelle / que nous venons de considérer, nous voyons sur 
le champ que la question proposée ne différe pas de celle que nous 
avons renconirée ci-dessus: établir les conditions qu'il faut imposer 
& une surface sous-adjointe Y, pour qu'elle devienne une surface ad- 
jointe @. Ces conditions dépendaient de lexistence sur F' de certains 
points multiples isolés (ou propres), qui n’ont pas d’effet sur les surfaces 
sous-adjointes. Or remarquons qu’un point multiple isolé de F est re- 
présenté sur le plan par une courbe fondamentale y du systéme | C|, courbe 
qui n’est pas rencontrée en de points variables par les C; c’est de plus 
une courbe fondamentale que nous dirons propre, en faisant attention 
& la propriété que le systéme résiduel |C — y| a le genre inférieur au 
genre de |C| (en relation avec le fait que le point multiple P est 
isolé). On a done a rechercher sur le plan quelles sont les conditions 
qu’une courbe fondamentale propre du systéme |C| impose aux courbes 
adjointes, Mais cette recherche (ainsi que son analogue sur les sur- 
faces adjointes) ne manque pas de présenter parfois de sérieuses 
difficultés. 

Voici comment on réussit, par une voie indirecte, a les éviter. 
Mettons en relation notre systeme |C| avec un autre systéme linéaire 
quelconque |D| de courbes du méme plan. LEnvisageons encore le 
systéme |C + D}| somme de |C| et |D|, et le systeme |(C-+ D)’| ad- 
joint a celui-la. La courbe générale du systeme |C + D| a lordre 
m-+- mn (si m et m sont les ordres de C et D), et a Yordre de multi- 
plicité « + v en tout point qui est base d’ordre w et v pour |C| et | D). 


*) Par exemple, sur la surface du quatriéme ordre ayant un point triple, 
le systeéme sous-adjoint au syst®me des sections planes, est ce méme systéme. 
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Par suite la courbe générale du systéme |(C-+ D)'| a Yordre m+-n—3 
et la multiplicité w + »— 1 dans le point nommé. Or si nous com- 
parons ce systéme |(C + D)| avec le systeme |C’ + D)| somme de 
|C’| et de |D|, nous voyons que les deux systémes sont formés de 
courbes du méme ordre (m — 3)-+ mn, qui ont la méme multiplicité 
(« — 1)+ » en tout point qui est base (u>1) pour |C|. Mais une 
distinction entre les deux syst#mes se présente en tout point (s’il en 
existe), qui est base pour |D|, mais pas pour |C| (u—0, » > 0); 
car un tel point a lordre uw + v — 1 pour le systéme |(C + D)|, et 
Yordre « + v pour le systeme |C’-+ D|. D’aprés cela nous pouvons 
énoncer le résultat suivant: 

Si |C| et |D| sont deux systémes de courbes planes, le systéme 
\(C + D)| adjoint a leur somme contient le systéme |C’ + D); et pré- 
cisément si Von veut déduire |\C’ +- D| de \|(C + D)'|, il faut augmenter 
@une unité Vordre de tout point qui est base pour |D\, mais ne l’est 
pas pour |C\. 

Or il y a lieu de se demander: cette propriété subsiste-t-elle 
aussi pour les systémes sous-adjointes? Pas toujours. Et alors, est-ce 
qu’on ne pourra se servir de la méme propriété pour séparer le systéme 
adjoint du systéme sous-adjoint qui le contient? 

Il en est précisément ainsi. Partons d’un systéme |C| quelconque, 
et choisissons un systéme auxiliaire |D| qui n’ait pas de courbes fonda- 
mentales propres; (cela est possible d’une infinité de maniéres). Mainte- 
nant que |’on choisisse parmi les courbes du systéme |C,| sous-adjoint 
i |C|, celles C’ qui, additionnées 4 une courbe D quelconque, donnent 
des courbes sous-adjointes 4 |C-+ D|; on peut démontrer que ces 
courbes C’ forment un systéme linéaire qui ne dépend pas de |Dj; 
|C’| est le systéme adjoint a |C\. On peut tirer de cette remarque 
une nouvelle définition du systéme adjoint 4 un systéme donné de 
courbes planes, Or, et c’est la un résultat fort intéressant, cette défi- 
nition peut se transporter aux systémes linéaires situés sur une surface 
algébrique quelconque. On parvient ainsi 4 l’énoncé suivant, dont le 
lecteur trouvera ailleurs la démonstration*). 





16. 
Systéme adjoint &4 un systéme linéaire donné sur uns surface algébrique. 


Lorsqu’on connait sur une surface algébrique un systéme linéaire 
irréductible |C|, on peut construire un second systéme |C’|, appelé systéme 
adjoint & |C\, qui est tout-a-fait défini par les proprictés suivantes: 


*) A la définition du systéme adjoint ici rapportée, est consacré le Chap. III 
de la Introduzione... de M. Enriques, 
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1) les courbes de |C’| découpent des groupes de la série canonique 
sur toute courbe générale de \C\; 

2) quel que soit le systéme |D\|, le systeme |C’ + D| découpe des 
groupes de la série canonique sur toute courbe générale de \|C + D| 
(supposée irréductible). Ces groupes toutefois contiennent i points réwnis 
dans chaque point qui a l’ordre i pour |D\, et n'est pas base pour |C\. 

Il faut bien remarquer que la série go_z-2 découpée par le systéme 
adjoint |C’| sur la courbe C générale (supposée de genre x), n’est 
pas nécessairement compléte; sur quelques surfaces (au contraire de 
ce qui arrive sur le plan et sur les surfaces rationnelles) la dite série 
peut bien avoir une dimension inférieure i a—1. Elle peut méme 
faire défaut, avec le systéme adjoint lui-méme (en dehors du cas 
évident = 0). Ainsi l’on démontre*) qu’il n’y a pas de systéme ad- 
joint au systéme linéaire des sections planes d’une surface réglée de 
genre x quelconque. 

Il convient souvent d’énoncer, sous forme de théoréme, la définition 
que nous venons de donner du systéme adjoint, ou du moins la partie 
essentielle de la méme définition. On parvient ainsi 4 la propriété 
fondamentale du systéme adjoint: 

Soient |C| et |D| deux systémes linéaires de courbes sur une méme 
surface; le systéme |C’| adjoint au premier, additionné avec le second, 
donne un systéme |C’-+ D\| qui est contenu dans le systéme \(C + D) | 
adjoint ad |\C+ D|; il en différe seulement en cela, qwil peut exister des 
points en chacun desquels l’ordre de multiplicité de |C’-+- D| est supérieur 
a Vordre correspondant de |(C + D)'|. Ce sont précisément les points 
qui sont base, d’ordre v par exemple, pour |D|, tandis quwil ne sont 
pas base pour |C|; en effet dans chacun de ces points |C’+ D| a 
Yordre de multiplicité v, tandis que |(C + D)'| a ordre de multiplicité 
vy —1. Si en particulier ces points font défaut, de sorte que tout 
point- base de |D| est aussi point-base de |C|, on a 

|C’+ D| =|(C + Dy 

D’aprés le théoréme qui précéde, on peut, par une simple addition, 
construire le systéme |(C-+ D)| adjoint 4 |C + D|, dés qu’on connait 
le systéme |C’| adjoint & |C|. Inversement pour déduire le systéme 
adjoint & |C| du systéme adjoint 4 |C-+ D|, on n’a qu’d retrancher 
le systeme |D| du dernier systéme adjoint. De ces observations il 
résulte aisément que, dés qu’on connait le systéme |C’| adjoint 4 un 
systéme particulier |C| sur une surface, on peut construire le systéme 
adjoint & un systéme arbitrairement donné sur la surface, a l’aide de 
simples opérations d’addition et de soustraction (avec des impositions ou 
suppressions de points multiples, s’il est nécessaire). 





. 








*) Enriques, Introduzione .. ., 30, 
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Remarque. — La définition qui précéde, comme on I’a vu, n’établit 
pas d’une maniére directe les caractéres de l’opération d’adjonction, par 
laquelle on passe d’un systéme donné |C| au systéme adjoint |C’|. 
Au contraire on définit cette opération par son comportement en relation 
avec une autre opération connue d’avance (l’addition). Ce comporte- 
ment est représenté par la relation 


(C+ DY|=|C’+ D| 


qui subsiste toujours, 4 des multiplicités dans certains points prés. 
Or dans l’Analyse on a souvent l’occasion de recourir 4 de telles dé- 
finitions; toutes les fois qu’on définit une fonction, non pas directe- 
ment, mais a l’aide dune équation fonctionnelle. Ce rapprochement 
avec des théories connues peut servir & mettre en lumiére la voie que 
nous venons de suivre. 


17. 
Définition directe du systéme adjoint. 


Dans les cas les plus simples, on peut donner une définition 
directe du systéme adjoint & un systéme donné, définition qui s’ensuit 
de celle qui précéde. Bornons-nous & l’énoneé suivant: 

Soit |C\| un systéme qui ne posséde pas de courbes fondamentales 
propres (c’est-a-dire des courbes y qui ne sont pas rencontrées en de 
points variables par les C, et telles que |C — y| a le genre inférieur 
au genre de |C|); alors, en général, toute courbe qui découpe un groupe 
de la série canonique sur les courbes C, appartient au systéme adjoint 
a |C\. Les mots en général se rapportent aux observations suivantes. 

Pour démontrer le théor’me on suppose d’abord que les courbes C, 
qui passent par un point quelconque de la surface, ne vont passer en 
conséquence par d’autres points mobiles avec celui-ci, On rencontre 
ensuite une seconde restriction; elle se rapporte au cas ov la surface 
appartenant a la classe des surfaces réglées, les courbes C découperaient 
en un point les génératrices. ‘Tandis que la premiére restriction est 
peut-étre superfiue, la seconde est certainement nécessaire. En effet 
le systeme |C| des sections planes d’une surface réglée n’a pas de 
systeme adjoint, mais il y a bien des courbes qui découpent sur les 
C des groupes de la série canonique. 

En revenant a la définition directe du systéme adjoint, il y aurait 
maintenant & considérer le cas d’un systtme |C| doué de courbes 
fondamentales propres. Pour ne fatiguer le lecteur nous n’insisterons 
pas sur ce sujet; on pourra consulter pour ces développements le n° 29 
de la Introduzione . . . de M. Enriques. 
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18. 
Surfaces adjointes 4 une surface donnée. 


La définition du systéme adjoint 4 un systeme donné (n° 16) vient 
d’étre énoncée sous une forme qui ne subit aucun changement, lorsqu’on 
transforme birationnellement la surface considérée; un systéme |C| et 
son adjoint |C’| se transforment en deux systémes |D| et |D’| dont 
le second est encore l’adjoint au premier (& des courbes exceptionnelles 
pres). C’est pourquoi cette définition se préte mieux que toute autre 
dans les recherches des propriétés d’invariance d’une surface algébrique; 
nous allons le voir bientdt. 

Mais d’abord il nous convient de faire quelques remarques au 
point de vue projectif. 

Soit |C| le systéme des sections planes d’une surface F’ d’ordre n 
de lespace ordinaire; et soit |C’| le systéme adjoint 4 |C|. Alors on 
peut construire un systéme linéaire de surfaces ® d’ordre n — 3, sous-ad- 
jointes a F’, qui découpent sur F (en dehors des courbes multiples de F’) les 
courbes de |C’|. Ces surfaces ® sont tout-a-fait déterminées par les courbes 
C’; on les appelle surfaces adjointes a F', de Yordre n — 3; nous en 
avons deja parlé dans le cas ot F était une surface rationnelle, et 
nous avons dit alors que cette définition pourrait s’étendre aux surfaces 
générales. 

Sans insister nouvellement sur le méme sujet, bornons-nous 4 
remarquer que les considérations précédentes fournissent une définition 
indirecte des surfaces ®, & Vaide du systéme |C"| que celles-ci dé- 
coupent sur F’. Il résulte de la définition que les ® sont comprises 
parmi les surfaces sous-adjointes ¥ du méme ordre n — 3, et qu’elles 
en différent seulement par leur comportement dans les points multiples 
isolés de la F. De sorte que si la Ff’ ne posséde de tels points, les 
surfaces adjointes coincident avec les sous-adjointes; elles sont alors 
tout-a-fait déterminées par la condition de découper sur tout plan général 
des courbes adjointes 4 la section correspondante de F. C’est ce qui 
arrive par exemple si la F' est une surface générale de l’ordre n, ou 
si elle posséde une courbe double et un nombre fini de points d’ordre 
k=3,4,... satisfaisant 4 la condition d’avoir |’ordre 23 pour 
la courbe double. 

Si au contraire la F posséde des points multiples isolés ordinaires, 
de Yordre k, on démontre que les ® passent avec l’ordre &k — 2 par 
chacun d’eux. De sorte que l’on peut énoncer le résultat suivant: 

Si une surface F n’a d autres singularités que des courbes multiples 
ordinaires de Vordre h = 2,3..., et des points multiples ordinaires de 
Pordre k= 2, 3..., les surfaces adjointes sont tout-d-fait déerminées 
par les conditions de passer h — 1 fois par ces courbes et k — 2 fois 
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par ces points. En particulier un point double, isolé, ordinaire, ne 
présente aucune condition aux surfaces adjointes. 

L’énoncé qui précéde nous donne une définition directe des surfaces 
adjointes & une surface douée de singularités ordinaires. On pourrait 
chercher d’étendre cette définition aux surfaces ayant des points multiples 
singuliers; mais on rencontre quelques difficultés si l’on veut comprendre, 
par un méme énoncé, tous les cas que ces points peuvent présenter. 
C’est pourquoi nous avons suivi & ce propos une voie indirecte, en 
définissant les surfaces © adjointes & F a Taide du systéme |C’|, 
qu’elles découpent sur F. Mais on aurait pu aborder le probleme du 
comportement des surfaces ® en un point singulier en s’appuyant sur 
des considérations analytiques, comme M. Néther a montré*). Cette 
derniére voie (qui au point de vue historique précéde la ndtre) per- 
mettrait alors de définir le systeme adjoint |C’| a laide des , tandis 
que nous avons suivi le chemin inverse. 

Remarque. — Ainsi que nous l’avons fait sur le plan, de méme 
Yon pourrait définir sur une surface quelconque les courbes C, sous- 
adjointes & un systéme |C|, par l’unique condition de découper sur toute 
courbe C des groupes de la série canonique. Ces courbes forment un 
systéme linéaire | C, | (sous-adjoint 4 |C|), avec une seule exception relative 
aux surfaces réglées. Le systéme |C,| contient le systéme adjoint |C’|. 

Si |C| est le systeme des sections planes d’une surface F' de l’ordre 
n de V’espace ordinaire, on démontre que |C,| est découpé par les sur- 
faces d’ordre » — 3 sous-adjointes 4 F’; le cas excepté ot F' est une 
surface réglée de genre x > 0, car alors il y a des C, composées de 
2a — 2 génératrices, mais il n’existe aucune surface de l’ordre n — 3 
sous-adjointe a F’, qui rencontre Ff’ dans ces génératrices seulement (en 
dehors des courbes multiples). 

Du reste, nous n’aurons pas a considérer, dans la suite, le systeme 
sous - adjoint. 





19. 


Surfaces adjointes d’autres ordres. 


Lorsqu’on a défini, par les moyens qu’on vient de voir, les surfaces 
® dordre » — 3 adjointes & F, on peut aussi construire des surfaces 


adjointes @ordre n—3-+i% (20), cest-a-dire des surfaces qui ont 
*) Zur Theorie... Math. Annalen 8, pag. 510; voir aussi une Note du 
méme auteur dans les Gétting. Nachrichten (1871), et le Mémoire Ueber die 
totalen algebraischen Differentialausdriicke, Math. Annalen 29. M. Néther s’occupe 
en particulier des surfaces adjointes de l’urdre n — 4 (p-Fldchen), que nous allons 
étudier ensuite. Voir aussi (pour des surfaces particuliéres) le Mémoire cité de 
M. Humbert, et l'autre Mémoire du méme auteur Théorie générale des surfaces 
hyperelliptiques, Journal de Mathém. 4¢ s*, t® IX, pag. 394, 1893. 
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cet ordre, et qui se comportent comme les ® le long des courbes 
multiples et dans les points multiples de F. Les nouvelles surfaces 
sont aussi déterminées par la condition de découper sur F' les courbes 
du systéme |C’+ iC], od |C| est le systéme des sections planes de 
F, et |C’| est le systéme adjoint 4 celui-ci. Or d’aprés le théoréme 
fondamental sur le systéme adjoint, |C’ + 7¢C| n’est autre chose que 
le systéme adjoint au systéme |(¢-++ 1) C|, multiple de |C|. Ona dans 
cette remarque un moyen pour définir le systéme |C’ + iC| (et par 
suite les surfaces adjointes d’ordre » — 3 + i qui le découpent) toutes 
les fois que |C’| fait défaut; car méme alors le systéme | (é + 1) C| 
peut bien avoir un systéme adjoint; et il l’a certainement (on le 
démontre) lorsque 4 surpasse une certaine valeur. 

Nous allons rencontrer dans la suite ces systémes |C’ + iC]; il 
nous faudra alors récourir 4 la remarque, que nous faisons dés mainte- 
nant. Nous avons déja remarqué (n° 17) que le systéme |C’| adjoint 
& un systéme |C| de genre x, découpe sur la courbe C générale une 
série gea—2, qui est contenue dans la série canonique sage mais qui 
peut bien étre incompléte et avoir par conséquent un certain défaut; 
elle peut méme manquer (|’exemple des surfaces réglées nous |’a prouvé), 
et dans ce cas le défaut atteint son maximum x. De méme la série 
que le systéme |C’ + iC| (i > 0) découpe sur |C| est une série go _s4in 
(od m désigne le degré de |C|); si elle était compléte, sa dimension 
serait s—2-+in; mais il peut se faire qu'elle aussi soit incomplete, 
et alors on aura & considérer son défaut. Or, et c’est la la remarque 
que nous nous proposions de faire, la considération de ce défaut n’a 
lieu que pour les premiéres valeurs de 7; car on peut toujours fixer 
une telle limite 1, que pour les valeurs de i> 1 la série découpée par 
|\C’ + iC| sur C résulte complete. 


20. 


Surfaces adjointes & une courbe gauche. 


Dans le n° 18 nous avons appris 4 construire des surfaces qui 
découpent sur une surface donnée F' d’ordre n le systéme adjoint aux 
sections planes de celle-ci. De méme, 4 l’aide du théoreme fonda- 
mental, on peut construire des surfaces qui découpent sur F' le systéme 
adjoint & un systéme de courbes |C| quelconque donné sur F. A cet 
effet on fait passer d’abord par la courbe C générale une surface G 
dun ordre m assez élevé pour que cette construction soit possible. 
Appelons K la courbe intersection résiduelle de la surface G avec F; 
on aura alors | K-+-C|=|mC|. Or le systeme |C’+(m—1) C| adjoint 


& celui-ci est découpé sur F' par les surfaces d’ordre 
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n—3+(m—1)=—=m+n—4 
adjointes & F’ (n° 19). Donc, d’aprés le théoréme fondamental: 

Si nous imposons a@ ces surfaces adjointes dordre m+n — 4 la 
condition de passer par la courbe K, et davoir avec F un contact dordre 
i — 1 dans tout point-base dordre i pour le systéme |C|, nous allons 
découper sur F le systéme adjoint a |C\. 

Le théoréme qu’on vient d’énoncer, nous fournit tout d’abord le 
moyen de découper sur une courbe gauche C, intersection partiale de 
deux surfaces F' et G ayant les ordres n, m, la série canonique, ou 
du moins une partie de cette série. Nous voyons qu’il faut construire 
a ce but les surfaces d’ordre m-+-» — 4, qui passent par l’intersection 
résiduelle K de F' et G, et se comportent d’une maniére convenable 
dans les points multiples de ces surfaces. Or c’est li précisément un 
théoreme de M. Nother sur les surfaces adjointes & une courbe 
gauche *). 

Mais il résulte encore du théoreme qui précéde, que toute courbe 
adjointe & |C| sur la surface F’ peut étre découpée par les dites surfaces 
adjointes, ce qui permet, pour ainsi dire, inversion du théortme de 
M. Nother, autant qu'elle est possible. 


Chapitre V. 


Invariants d’une surface par rapport aux transformations 
birationnelles. 


En nous appuyant sur les résultats qui précédent nous sommes 
maintenant en mesure d’aborder la question fondamentale de notre 
théorie; & savoir, la recherche de quelques invariants d’une surface 
par rapport aux transformations birationnelles ; invariants qui peuvent 
étre des nombres ou des variétés géométriques (courbes ou systemes de 
courbes). 

A cette recherche il convient cependant de faire précéder quelques 
remarques d’un caractére général. 

A la notion des invariants on est parvenu tout d’abord en con- 
sidérant les expressions transcendantes liées a la surface (Clebsch, 
Nother 1868—69; Picard 1884). Ensuite on s’est proposé de définir 
les mémes invariants par la voie géométrique (ou algébrique). Les 
géométres qui ont abordé cette question (Cayley, Néther, Zeuthen), 
procédaient de la maniére suivante. On considérait une surface F' de 
espace ordinaire, et on faisait attention a ses caractéres projectifs (ordre, 
courbes et points multiples). On transformait ensuite birationnellement 


*) Zur Theorie... pag. 510, Math. Annalen 8; voir aussi le Mémoire, Ueber 
die algebraischen Rawmcurven, Denkschriften der Berliner Akad, 1882, pag. 12. 
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la F en une autre surface F’ du méme espace, et en comparant les 
caractéres projectifs de F aux caractéres analogues de F”, on formait 
des expressions numériques ou des fonctiens, qui n’étaient pas modifiées 
par la transformation. 

Nous allons maintenant remplacer cette méthode par une autre 
qui présente sur celle-la quelque avantage, bien qu’elle n’en differe 
pas d’une maniére essentielle; elle nous permet pourtant de faire ab- 
straction des caractéres projectifs des surfaces, et d’éviter par |a les 
difficultés qui proviennent des points singuliers et de leur comportement 
dans les transformations. 

A cet effet reprenons la surface générale d’une classe donnée (n° 3), 
surface dont les caractéres projectifs n’ont pour nous aucun intérét, 
et partons d’un systéme linéaire de courbes |C| de la surface. De |C| 
nous pouvons déduire, par quelque opération, de nouveaux systémes 
qui sont liés avec |C|; tels sont, par exemple, le systéme adjoint |C’|, 
Yadjoint |C”| de |C’|, ete. Que l’on cherche maintenant des rélations 
entre ces systémes, ou entre leurs caractéres (genre, dimension, degré); 
si l’on parvient 4 une rélation qui ne dépend pas du systéme |C| d’od 
Yon part, on aura li un invariant de la surface. 

Les exemples que nous allons donner, montreront la fécondité de 
cette méthode. 


21. 
Systéme canonique. 


Liexemple le plus important nous est fourni par |’application 
immédiate du théoréme fondamental sur le systéme adjoint. 

Ce théoréme en effet nous dit, que si |C| et | D| sont deux systémes 
de courbes sur la surface, on parvient au systéme |(C+ D)'| adjoint 
& |C-+ D| de deux maniéres différentes: on peut additionner a | D| le 
systéme |C’| adjoint 4 |C|, mais on peut de méme additionner 4 |C| 
le systéme |D’| adjoint 4 |D|. On a done l’égalité symbolique*) 

\C’ + Di =|C+D 





, 
d’ot lon déduit 

|C’— C| =|D’'— Dj. 
Cette rélation a une signification géométrique seulement dans le cas 
ot |C’| contient |C|, car elle nous dit alors que |D'| aussi contient 
|D|, et en outre que le systéme |K| = |C° — C| résiduel de |C| par 


*) Au sujet des ordres de multiplicité des points-base qui appartiennent aux 
deux systémes considérés dans cette rélation, il y aurait une observation 4 faire, 
car ces ordres peuvent différer d’une unité; qu'il nous soit permis de |’omettre, 
attendu qu’ici nous nous proposons seulement d’esquisser la démonstration, Voir 
la démonstration compléte dans le n° 38 de I’ Introduzione ... de M. Enriques. 
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rapport & |C’|, est de méme le résiduel de tout autre systéme | D| par 
rapport & son adjoint |D’|. En conclusion: 

Le résiduel | K\ d’un systéme linéaire |C| par rapport a son systéme 
adjoint, ne dépend pas du systéme |C| dow Von part. 

En d’autres termes, |K| est un systéme de courbes qui dépend 
seulement de la surface considérée, ou plus précisément de la classe de 
surfaces & laquelle celle-la appartient; c’est done un invariant de la 
dite surface. Nous l’appellerons systéme canonique (et courbe canonique 
chacune de ses courbes), car, ainsi que nous allons le voir, il a la plus 
grande analogie avec la série canonique définie sur les courbes. 

La dimension du systeme canonique |K| est aussi un caractére 
invariable de la surface. Cette dimension augmentée d’une unité s’appelle 
premier genre de la surface (Fldchengeschlecht d’aprés M. Néther)*); 
il convient d’ajouter genre géométrique, pour le distinguer du genre 
numérique que nous allons introduire bientét; on le désigne par p,. 

Si p, = 0, il n’y a pas de systéme canonique; en d'autres termes, 
il n’y a sur la surface aucun systeme |C|, qui soit contenu dans son 
adjoint |C’|. C’est ce qui arrive, par exemple, sur les surfaces ration- 
nelles, sur les surfaces réglées, ou plus généralement sur toute surface 
contenant un systéme |C| de courbes dont la série caractéristique est 
non-spéciale. 

Si p, =1, la courbe générale d’un systéme quelconque | C| appartient 
& wne seule courbe du systéme adjoint |C’|. Le reste C’— C, s'il y 
en a, fournit (4 des courbes exceptionnelles prés) la seule courbe 
canonique. Mais dans certains cas il peut se faire que |C| coincide 
avec |C’|; alors il n’y a pas de reste, et la courbe canonique a, pour 
ainsi dire, l’ordre zéro, 

Si p,>1, le systéme canonique |K| peut se construire a l'aide 
d’un seul systéme de courbes |C| de la surface, et du systéme adjoint 
\C’|; cela résulte de la définition. En rappelant les propriétés du 
systéme adjoint, on trouve, pour les courbes canoniques, la propriété 
suivante : 

Toute courbe canonique découpe sur la courbe générale C dun 
systéme quelconque |C| un groupe de points, qui joint aux points-base 
de|C| et dun groupe de la série caractéristique de |C|, fowrnit un groupe 
de la série canonique de C. 

La propriété énoncée est caractéristique pour les courbes canoni- 
ques; il suffit méme, pour définir ces courbes, qu’elle soit vérifiée par 
rapport & un seul systeme |C|, pourvu que ce systéme satisfasse aux 
restrictions dont on parle au n° 17. 


*) Zur Theorie... pag. 520, ibid. 











278 G, Casretxvovo et F. Enriquzs. 


22. 


Construction du systéme canonique 4 l'aide des surfaces adjointes 
de l’ordre » — 4. 


Lorsqu’une surface F’ est donnée par ses caractéres projectifs dans 
espace ordinaire, et l'on désigne par » son ordre, il convient, dans 
la construction du systéme canonique |K|, de recourir au systéme | C| 
des sections planes de F. On a & retrancher le systéme |C| du systéme 
adjoint |C’|, qui est découpé sur F par les surfaces adjointes d’ordre 
nm — 3. Le systéme résiduel sera naturellement déterminé par les sur- 
faces adjointes d’ordre » — 4. On a done ce résultat: 

Sur une surface d’ordre n de Vespace ordinaire le systéme canonique 
est découpé par les surfaces adjointes de lordre n — 4*). Le nombre 
de telles surfaces qui sont linéairement indépendantes, fournit donc le 
genre p, de F. Ici, comme d’ordinaire, on envisage l’intersection d’une 
surface adjointe avec F’, en dehors des courbes multiples de F. Mais 
dans cette intersection on peut trouver parfois des courbes qui appartien- 
nent & toutes les surfaces adjointes d’ordre nm — 4, et qu’on ne doit 
pas regarder comme des courbes canoniques. On démontre en effet 
que si une courbe y de F' est exceptionnelle, c’est-i-dire, si elle corre- 
spond, par une transformation birationnelle, 4 un point P’ d’une 
surface F” (n° 2), cette courbe y appartient a toutes les surfaces d’ordre 
n — 4 adjointes a F. 

Or au sujet des courbes exceptionnelles y de F, il y a une distinction 
& faire. En effet le point P’ de F’, qui correspond a la courbe y, 
n’appartient pas, en général, a toutes les courbes canoniques de F” 
(n’est pas point-base du systéme canonique sur F”’), et dans ce cas la 
courbe exceptionnelle y, que nous dirons de la premiére espéce’', ne doit 
pas étre regardée comme faisant partie des courbes canoniques de F; 
par suite il faut retrancher la y de l’intersection de F avec une surface 
adjointe générale de l’ordre » — 4, pour obtenir une courbe canonique. 
On remarquera encore qu'une courbe exceptionnelle de la premiére 
espéce n’a aucune intersection variable avec les courbes canoniques**). 

Mais il peut arriver au contraire, dans quelques cas particuliers, que 
P’ soit un point-base du systéme canonique sur F’; alors la courbe 
exceptionnelle » correspondante sur Ff’, courbe exceptionnelle de la 
seconde espéce, jouit de la propriété d’invariance, et doit étre regardée 
comme faisant partie de toutes les courbes canoniques. Les courbes 

*) Nother, Zur Theorie... pag. 514, ibid. 

**) Pour avoir un exemple d'une telle courbe exceptionnelle il suffit de 
considérer la droite qui joint deux points triples d'une surface du cinquiéme 
ordre; ici les surfaces adjointes de l’ordre 5 — 4 = 1 sont les plans conduits par 
cette droite. 
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résiduelles variables découpent a present y en de points variables (un 
au moins). 

Voici comment on peut obtenir un exemple d'une courbe ex- 
ceptionnelle de ja seconde espéce. Qu’on envisage une surface du 
cinquiéme ordre ayant deux contacts avec elle-méme (points tacnodals)*); 
chacun de ces points impose une condition aux surfaces adjointes, de 
sorte que les surfaces adjointes de l’ordre 5 — 4= 1 sont les plans 
passant par ces points. Les courbes canoniques sont done des courbes 
du cinquiéme ordre (genre 2), qui ont un point-base P’ (en dehors des 
points singuliers) dans l’intersection ultérieure de la surface avec la 
droite joignant les deux points singuliers. Toute transformation bi- 
rationnelle de la surface qui change le point P’ en une courbe y, donne 
lieu & une courbe exceptionnelle de la seconde espéce. 

En laissant de cdté exemple pour revenir & la remarque qui 
précéde, on peut maintenant préciser l’énoncé du dernier théoréme: 

Les surfaces dordre n — 4 adjointes a une surface de Vordre n 
découpent sur celle-ci le systéme canonique, en dehors des courbes multiples 
et des courbes exceptionnelles de la premiére espéce. 

La considération des surfaces adjointes de l’ordre » — 4 pourrait 
méme servir 4 définir le systeme canonique. C’est précisément la voie 
que Clebsch a indiquée, et que M. Nother a suivie dans le Mémoire 
cité. Ce savant a da, naturellement, surmonter la difficulté de démontrer 
le caractére d’invariance du systéme qu'il venait 4 construire ainsi. 
Nous avons évité cette difficulté en définissant le systéme canonique 
a aide de la propriété fondamentale du systéme adjoint, laquelle peut 
méme remplacer la propriété d’invariance du systeme canonique, pour 
les surfaces (p,==0) qui ne possédent pas un tel systéme. 

La construction du systeme canonique a l'aide des surfaces adjointes 
de lordre n — 4, montre que ce systéme a la plus grande analogie 
avec la série canonique découpée sur une courbe plane de l’ordre n 
par les courbes adjointes de l’ordre m — 3; on voit ainsi la raison du 
nom que nous avons attribué a ce systéme. 


23. 
Systéme canonique réductible, 


Le systéme canonique appartenant & une surface donnée peut étre 
réductible, soit par la présence de quelque courbe fixe commune a 


*) Si 1 et 2 (points fondamentaux du systéme des coordonnées) sont les 
deux points singuliers, l’équation de la surface est de la forme 
2049 aq? + Daeg? ay* 2g? fy pL p(y Yo + Leh + ty) + Xyjy + Mek +1, = 0 
ot a et b sont des constantes, et f,;, g2...7, sont des formes algébriques dans les 
variables x2,, a, ayant les degrés 1,2...5. 
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toute courbe canonique, soit par la division de la courbe canonique 
générale en plusieurs courbes variables dans un faisceau (n° 7). 

Le premier cas se présente, nous le savons, toutes les fois qu’il 
y a sur la surface quelque courbe exceptionnelle de la seconde espéce. 
Mais il y a lieu de rechercher si le systeme canonique ne peut contenir 
d’autres courbes fixes, en dehors de ces courbes exceptionnelles. Il 
parait qu'il en puisse contenir en effet, bien qu'il ne soit pas facile 
de trouver des exemples & ce sujet. Sans nous arréter sur la question, 
nous nous bornons & montrer, par un exemple, que, pour les surfaces 
ayant p, = 1, la courbe canonique n’est pas nécessairement exception- 
nelle, ainsi qu’on a été porté a le croire; au contraire il peut se faire 
que cette courbe (ou quelqu’une de ses parties) ait le genre >0. Con- 
sidérons en effet une surface du cinquiéme ordre passant par une section 
conique, et ayant trois contacts avec elle-méme en trois points A, B, C 
de cette courbe, L’unique surface adjointe de l’ordre 5 —4— 1 est ici 
le plan ABC, qui rencontre la surface le long de la section conique 
nommée et d’une courbe ultérieure du troisiéme ordre passant simple- 
ment par A, B, C. Or il est clair que cette derniére courbe (ayant 
le genre > 0) n’est certainement pas exceptionnelle. 

Il peut encore arriver, nous avons dit, que la courbe canonique 
générale (en dehors peut-étre de parties fixes) se décompose en plusieurs 
courbes (au moins p,— 1) variables dans un méme faisceau (qui peut 
étre rationnel ou bien irrationnel). Si le faisceau n’a pas de points- 
base, et s'il n’existe aucune courbe exceptionnelle de la seconde espéce, 
on démontre (d’aprés M. Néther*)) que chacune des courbes partielles 
a le genre 1. La restriction énoncée est nécessaire, car il y a des 
surfaces de genre p, = 2 ayant un faisceau de courbes canoniques de 
genre > 1 (avec des points-base), On n’a qu’d rappeler l’exemple de 
la surface du cinquiéme ordre cité au n° 22. Inversement si une surface 
(py >2) contient un faisceau de courbes du genre 1, toute courbe 
canonique se decompose en i > p, — 1 courbes de ce faisceau. 


24. 
Les caractéres p™ et p®) d’une surface. 


Pour obtenir des nombres qui jouissent de la propriété d’invariance 
par rapport & une surface donnée, on n’a qu’a considérer les autres 
caractéres du systéme canonique, 4 cdté de la dimension p, — 1 dont 


nous avons déja parlé. Ainsi se présentent le genre et le degré du 
systéme canonique. 


*) Zur Theorie. .. pag. 523, ib. Voir aussi Castelnuovo, Osservazioni intorno 
alla geometria sopra wna superficie, Rendic. Istituto Lombardo 1891. Nota 1, § 2. 
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Le genre (de la courbe canonique générale), dans la supposition 
~,=>1, nous fournit l’invariant qu’on appelle second genre (Curven- 
geschlecht Vaprés M. Néther*)) et qu’on désigne par pp). On peut 
le calculer directement pour les seules surfaces qui ont des vraies courbes 
canoniques (d’ordre > 0)**); pour les autres surfaces on ne saurait le 
définir qu’i Vaide d’une convention; c’est ce que nous allons faire 
tout 4 ’heure, du moins dans certains cas. 

Mais d’abord parlons aussi du troisiéme genre p®)***), qui est le 
degré du systéme canonique, c’est-A-dire le nombre des intersections 
variables de deux courbes canoniques; pour que cette définition ait un 
sens, par elle-méme, il faut supposer qu'on ait p, > 1 (pour p, = 2 
ou aura p® =< (), et en outre que la courbe canonique générale soit 
irréductible. 

A ce dernier caractére pourtant, on ne fait pas attention d’ordi- 
naire, car M. Néther & montré+) qu’il est lié & p") par la relation 
bien simple 

p®) = pi) — 1. 


Mais au sujet de cette relation une remarque est nécessaire; car 
elle n’est pas vraie sans restriction, si par p") et p® on entend le 
genre de la courbe canonique (supposée irréductible), et le nombre des 
intersections variables de deux courbes canoniques. C’est ce que les 
exemples suivants nous montreront. 

Reprenons & cet effet la surface du cinquiéme ordre qui a deux 
points de contact avec elle-méme (surface dont nous avons parlé au 
n° 22). Les courbes canoniques sont ici les sections de la surface 
déterminées par les plans passant par les points singuliers; elles sont 
par suite co! courbes du genre p@) =< 2; et pourtant on a p) — 0, car 
deux courbes de ce faisceau n’ont aucune intersection variable. La 
relation précédente p® — p\) — 1 est donc en défaut. 

Un autre exemple, relatif & une valeur plus élevée de p,, ne sera 
pas inutile. Désignons par 1, 2,..., 8 les huit intersections de trois 
surfaces du second ordre, et construisons une surface F* d’ordre 6, 
qui ait un point multiple d’ordre trois dans 1, 2,...,7 et un point 
simple dans 8; cela est toujours possible. Or on voit que les surfaces 
d’ordre 6 —4—2 adjointes 4 F'*, sont les surfaces du second ordre qui 
passent par 1, 2,...,7, et en conséquence par 8. Ici l’on a p, = 3, 
p) = 4, pl) — 2 = pl — 2, 





*) Zur Theorie... pag. 520, ibid. 
**) Ainsi par exemple pour la surface générale d’ordre 5, on a 
pP,=4, pa) 6. 
***) Nother l. c. 
ft) leo 
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On voit par ces exemples que la relation p® — p“ — 1 est en 
défaut, et doit étre remplacée par l’inégalité p® < p — 1, toutes les 
fois que le systéme canonique posséde sur la surface des points-base 
en dehors des points multiples, ou, ce qui revient au méme, s’il contient 
des courbes exceptionnelles de la seconde espéce. 


25. 
Définition numérique de p“ et p®. 

Les nombres invariants d'une surface dont nous avons parlé 
jusqu’'ici, & savoir p,, p et p®, ont été introduits par la considération 
directe du syst#me canonique et de ses caractéres géométriques. Or a 
cdté de ces invariants géométriques, il convient, dans la théorie des 
surfaces, de considérer d’autres invariants définis par des expressions 
numériques formées avec les caractéres d’un systéme quelconque de 
courbes sur la surface. Ces nouveaux invariants, que nous appellerons 
numériques ou virtuels, sont tels, d’ordinaire, qu’ils coincident avec les 
invariants géométriques correspondants, lorsque sont remplies certaines 
conditions de régularité de la surface. Ils fournissent au contraire 
de nouveaux caractéres d’invariance pour Jes surfaces irreguliéres, 
et parfois ils peuvent remplacer les invariants géométriques dans les 
cas ot la définition de ceux-ci n’a plus de sens. Le plus important de 
ces invariants numériques est le (premier) genre numérique pa, qui 
correspond & p,; nous y consacrerons quelques uns des paragraphes 
suivants. Occupons-nous d’abord des caractéres numériques p), p®), 
qui se présentent a cdté de pl) et p®. 

Partons de l’hypothése que le systeme canonique |K| de notre 
surface existe (p, > 0), et soit irréductible; et considérons sur la surface 
un systéme quelconque |C| irréductible, ainsi que son systéme adjoint 
|C’|. Pour plus de simplicité supposons encore que |C| et |C’| sur 
notre surface n’aient pas de points-base, et que la surface ne posséde 
aucune courbe exceptionnelle: on aura alors exactement 


|X| = |c"—C|. 
On peut calculer le genre p") et le degré p') de | K| en fonction des 
caractéres analogues x, m de |C| et 2, n’ de |C’|, pourvu que I’on 
recoure aux rélations du n® 9. Ainsi |’on trouvera aisément 
pY = 2 +n—2x+3, 
ala ee 
Dans les hypothéses od nous nous sommes placés, les deux caractéres 


p® et p® ne different pas de p” et p®, et jouissent par suite de la 
propriété d’invariance. Mais il faut remarquer que les relations précé- 


(1) 
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dentes gardent un sens déterminé, lors méme qu'on fait abstraction 
des restrictions imposées au systeéme canonique | K|. Ce systéme peut 
bien faire défaut (p, = 0), ou, quoique existant, il peut différer du 
systéme |C’ — C| par la présence de courbes exceptionnelles, il peut méme 
étre réductible; néammoins on pourra toujours construire les expressions 
(1) & Paide d’un systéme |C| et de son adjoint |C’|. Mais on ne peut 
plus affirmer maintenant que ies valeurs (1) coincident avec les valeurs 
de p et p® qui peuvent méme n’avoir aucun sens. Il y a donc a 
examiner si, méme dans ce cas, les expressions (1) gardent la propriété 
d’invariance. Il en est bien ainsi. On démontre en effet le théoreme 
suivant*); 

Soit F une surface ne possédant aucune courbe exceptionnelle, et 
|C| un systéme quelconque qui n’ait pas de points-base sur F’; les valeurs 
p®), p® calculées a Vaide des caractéres du systéme |C|, ne changent pas 
si lon remplace ce systéme par un autre satisfaisant a la méme condition; 
p\), p®) sont par suite deux invariants de la surface**). Ils satisfont 
toujours a@ la relation 

=~. 


Que lon ait au contraire une surface JF’ possédant des courbes 
exceptionnelles; on pourra de méme définir les caractéres p\!), p de F’, 
pourvu que l’on parvienne a transformer birationnellement la surface 
F en une autre F’ qui n’ait pas de telles courbes; car il suffira ensuite 
d@envisager, par exemple, sur F” le systeme des sections planes. Or 
cette transformation de F en F” est possible dans bien de cas, méme 
si le systeme canonique fait défaut (p,— 0). Pas toujours pourtant; 
il y a en effet des surfaces (par exemple, les surfaces rationnelles, 
et les surfaces réglées) qui possédent certainement des courbes 
exceptionnelles, en quelque maniére qu'on les transforme. Pour ces 
surfaces les définitions de p) et p® que nous avons données, sont en 
défaut. On pourrait vraiment les modifier de sorte qu’elles s’étendent 
aussi & ces cas; mais il ne convient pas de nous arréter ici sur des 
recherches qui sont encore incomplétes. 


*) Enriques, Jntroduszione... n° 41, 

**) Sur la surface du cinquiéme ordre ayant deux contacts avec elle-méme 
(n° 22, 24) un systéme tel que | Cj est fourni par les sections planes de la surface 
(xn=6, m=5; 2 =12, n= 16); on trouvera p") =2, p® = 1, tandis qu'on 
avait p") —2, p® =o. 

Un autre exemple digne de remarque nous est donné par la surface du 
sixiéme ordre qui passe deux fois par les six arétes d'un tetraédre. Cette surface 
dont nous aurons a parler plus tard, n’a pas de systéme canonique (Py = 0) et 
par suite p") et p') n’ont aucun sens; pourtant si l’on part du systéme des sections 


planes de la surface (x =4, n=6; x’=4, mn’ =6) on trouve pi) = 1, p>) =0. 
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26. 
Le genre numérique. 


Nous allons maintenant définir un nouvel invariant numérique 
d’une surface, qui jouit aussi d’une grande importance. 

Partons d’un systéme |C| situé sur la surface, et de son systéme 
adjoint |C’|. Nous avons remarqué jadis (n’ 16) que la série gon» 
découpée par |C’| sur la courbe générale C de |C|, n’est pas néces- 
sairement compléte; au contraire elle peut avoir un certain défaut 0,, 
et alors sa dimension se réduit 4  — 1 — 0, (et la dimension de |C’| 
se réduit & p, + x — 1 — 9,). 

De méme les séries découpées par les systémes |C’+C|, |C’+2C|... 
sur la courbe peuvent avoir des défauts positifs 0,, 0,,... La succession 
des nombres positifs 0), 0,, 0,,... n’est pas pourtant illimitée, car 
nous savons (n° 19) qu’on peut toujours choisir un nombre ¢ assez élevé, 
pour que les systémes |C’ + iC|, |C’+ (¢+1)C| ... découpent sur 


C une série compléte. Il y a done lieu & considerer la somme 


A=06,+ 9, +--+ + 6 
formée avec les défauts des séries découpées sur la courbe générale 
dun systéme |C} par les systemes |C’|, |C’+C]|... qui sont adjoints 
& |Cl, |2C|.... 

Eh bien, cette somme A, qui est tout-a-fait déterminée par le 
systéme |C|, ne change pas lorsqu’ on remplace le systéme |C| par 
un autre systeme quelconque de la surface; en d’autres termes, A est 
un nouvel invariant de la surface*). Bien que A lui-méme entre dans 
plusieurs questions, toutefois en nous conformant 4 l’usage établi, nous 
introduirons au lieu de A un nouveau caractére, le genre numérique 
Pa, qui est défini par la relation 

Py — Pn =A. 

On obtient done le genre numérique d'une surface en retranchant 
du genre géométrique la somme des défauts des séries, qui sont découpées 
sur la courbe générale d’un systéme linéaire par les systémes adjoints a 
celui-ci et & ses multiples. 

D’apreés cette définition on a 


Pn S Py} 
Pn peut méme étre négatif, tandis que p, ne lest jamais, 
Par exemple une surface réglée ayant les sections planes de genre 
a, a, comme nous avons remarqué, p, = 0; de plus, si | C| est le systeme 
des sections planes, on trouve 0, = 2, 6, = 0,—---=0, et par 





*) Enriques, Introduzione... n° 40. 
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suite A=a2, p, = — 2; le genre numérique dune surface réglée est 
le genre des sections planes de celle-ci précédé du signe négatif. 

La définition de p, que nous venons de donner, peut aussi se 
présenter sous la forme projective; nous verrons par la que ce nouveau 
caractére ne se distingue pas du genre numérique introduit par Cayley, 
Zeuthen et Néther*), et cela donnera raison du nom que nous 
avons attribué & pp. 

Il suffit, & cet effet, de supposer que le systéme |C|, dont nous 
nous servons pour calculer A, soit formé par les sections planes d’une 
surface F' de lespace ordinaire, dont nous envisageons, a present, les 
caractéres projectifs, l’ordre m, etc. Les systémes |C’|, |C’+C|,.. 
.-,|C’+iC| sont alors découpés sur F’ par les surfaces ® d’ordre 
v=n—3,n—2,...n—3-+ 7 adjointes 4 F. La remarque d’aprés 
laquelle les systémes |C’+iC|, |C’+ (¢+1)C|... découpent sur C 
une série complete (pour 7 assez élevé), se traduit maintenant dans la 
propriété du systeme des ®” de découper sur un plan général toutes 
les courbes d’ordre v adjointes & la section de F, lorsque y>n —3+4; 
tandis que pour les valeurs de v <i —3-+ 7 les % découpent sur 
le plan une partie seulement des courbes adjointes, si 0:1, dj-», . 
sont supérieurs & zéro, Or les courbes d’ordre vy adjointes & la section 
plane générale de F forment un systéme qui a la dimension 


w= ("$%)—1-3, 


ou & est une constante qui dépend seulement des singularités de la 
section nommée, c’est-a-dire des courbes multiples de la F; wv peut 
avoir une valeur quelconque >» —3. II s’ensuit (par un calcul bien 
simple) que la dimension du systéme des ©” pour v>n —3-+ 7 est 


(1) n—=("$°) -1-be +h, 


ov k’ est une nouvelle constante qui dépend des courbes et des points 
multiples isolés de F. Le second membre de la (1), pour les valeurs 
de v<n—3-+ i, ne fournit plus (en général) la dimension exacte, 
effective, du systéme des ” (car alors il faut faire attention aux défauts 
0;-1, O;~-2,...); il fournit seulement un caractére qu’on pourrait appeler 
dimension virtuelle (numérique), et qui coincide avec la dimension 
effective seulement dans le cas od 0:1 = Oj = --- = 0. 

Précisément on trouve, sans difficulté, que la dimension effective 
du systeme des ®*-4 est 


ra=("3') ~1—k(n—4) 4K 43a, 





*) Voir les citations au n° 4. 
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dot Von déduit sur le champ (en ayant égard a la définition 


i—1 


Pg — Pa = >'d) 
0 


pam ("5 1) —kn—4) +, 


Cette relation s’énonce par le théoréme: 

Le genre numérique dune surface n’est autre chose que la dimension 
virtuelle du systéme des surfaces adjointes dordre n — 4, augmentée 
dune unite. 

C'est précisément cette dimension augmentée de 1, qui d’aprés les 
auteurs cités, fournit la définition de p,. 

Au sujet des considérations qui précédent il ne sera pas inutile 
d’ajouter quelques remarques. 

Nous sommes parvenus 4 la rélation (1) sans préciser les singu- 
larités (courbes et points multiples) de la surface F, qu’on avait a 
considérer; k et k dépendent de ces singularités, il est vrai, mais les 
expressions de k et k’ en fonction de celles-ci n’ont aucune importance, 
du moins dans les considérations théoriques que nous venons de faire, 
Il en serait autrement si l'on voulait calculer en effet p, pour une 
surface donnée. Mais méme dans ce cas 6n pourrait éviter la determi- 
nation directe de k et k’, si on parvenait & déterminer par une voie 
quelconque les dimensions des systémes des ©” en correspondance aux 
valeurs assez élevées de v; car nous venons de voir, en conclusion, 
que lorsque v parcourt la série croissante des nombres entiers (a partir 
dune certaine limite), ces dimensions parcourent une progression arith- 
métique du troisiéme ordre, laquelle prolongée aussi aux valeurs inférieures 
de v, contient p, — 1 parmi ses termes. 

A la méme conclusion arrivent aussi Cayley et Néther directe- 
ment, en calculant les expressions de k et k’ au moyen des singularités 
de la surface, et en les substituant dans la formule (1) (formule de 
postulation) *). 

Dés que ce calcul est fait, une voie se présente pour démontrer 
Vinvariance de p,; il suffit en effet de refaire un calcul analogue avec 
les caractéres d’une surface transformée de F, et de comparer les 
résultats, C’est la voie que les auteurs cités ont suivie. Nous avons 
remarqué plus haut les difficultés qu’on y rencontre; nous venons de 
voir maintenant comment on peut les éviter. 


*) Voir & ce propos: Nither, Sulle curve multiple di superficie algebriche, 
Annali di Matem. serie II, t. 5°, (1871) pag. 172. , 
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27. 


Deux nouvelles définitions du genre numérique; la série caractéristique 
d’un systéme linéaire. 


La définition que nous avons donnée plus haut du caractére p, — p,, 
& Taide d’un systéme |C| et du systéme adjoint |C’|, peut méme se 
présenter sous la forme suivante. 

La série que |C’| découpe sur la courbe générale de |C| peut avoir, 
nous l’avons dit, un certain défaut 0,. Ce défaut ne reste pas invariable 
en général, lorsqu’on remplace le systéme |C| et son adjoint |C"|, par 
un nouveau systéme |D| et par son adjoint |D’|. Considérons toutes 
les valeurs que 0, peut prendre en correspondance avec les dif- 
férents systémes situés sur la surface. On démontre que ces valeurs 
ont un maximum, qui est naturellement un invariant de la surface; 
mais ce n’est pas un nouvel invariant; au contraire ce maximum est 
précisément p, — pa. On a donc le théoreme*): 

Le défaut de la série découpée sur la courbe générale d'un systéme 
linéaire par le systéme adjoint, peut dépendre du systéme que lon choisit 
sur la surface; mais dans tous les cas ce défaut atteint un maximum, 
qui est égal a la différence entre les genres géométrique et numérique de 
la surface. 

Si Pon compare la définition de p, — p, qui résulte ainsi, avec celle 
que nous avons donnée ci-dessus, on voit qu’on peut choisir toujours 
sur une surface un systéme |D| tellement, que les séries découpées sur 
la courbe D par |D'+D|, |D'+2D| ... résultent complétes**)- On 
peut méme démontrer quon parvient & un tel systéme |.D|, en prenant 
un multiple assez élevé d’un systéme |C| quelconque de la surface. 

Dans la derniére définition de p, — p, on fait attention 4 la série 
découpée par |C’| sur C. Or sur la courbe C on trouve une autre 
série remarquable, que nous avons définie plus haut (n° 7); c’est la 
série caractéristique g’-' découpée sur la courbe générale du systéme 
\C| co”, par les autres courbes du systéme. Nous allons maintenant 
nous occuper de cette série; sera-t-elle toujours compléte? ou bien 
dans le cas contraire, qu’est-ce qu’on peut dire de son défaut? 

On suppose naturellement ici que le systéme |C| soit complet; car 
dans l’hypothése contraire, si |C| était contenu dans un systéme cot? 
du méme degré n, la série caractéristique g™—' de |C| serait contenue 


*) Enriques, Introduzione... n°40. On peut vérifier ce théoréme sur les 
surfaces hyperelliptiques (p, = 1, p, =—1); voir & ce sujet Humbert, Théorie 
générale des surfaces hyperelliptiques n° 130, 144; 1. c. 

**) Enriques. 1. c.; pour les surfaces hyperelliptiques voir Humbert, 
l. c,, n° 144. Pour les surfaces reglées voir ci-dessus, n° 26. 








288 G. Casretnuovo et F. Enriques. 





& son tour dans la série caractéristique g+?-' du nouveau systéme, et 
aurait par suite un défaut >d. Or si |C| est complet, la série 
caractéristique peut étre compléte, ou bien ne l’étre pas; cela dépend 
de la surface sur laquelle le systéme est situé. C’est le premier cas 
qui se présente, par exemple, si la surface est rationnelle; nous l’avons 
remarqué plus haut povr les systemes de courbes planes (n° 11), et 
il s’agit ici naturellement d’une propriété invariable par rapport aux 
transformations birationnelles. La méme propriété est verifiée sur les 
surfaces générales de l’ordre n, etc. Considérons au contraire une surface 
réglée irrationnelle, qui ne soit pas un cdne, par exemple la surface 
du quatriéme ordre ayant deux droites directrices doubles; les sections 
planes de cette surface forment bien un systéme linéaire complet, et 
pourtant la série caractéristique g,’ n’est pas compléte; au contraire 
elle a le défaut 1. Quel est donc le lien qui passe entre le défaut de 
la série caractéristique et les invariants d’une surface donnée? 

Si lon considére plusieurs systémes linéaires complets sur une 
méme surface, et l’on fait attention aux défauts de leurs séries 
caractéristiques, on trouvera parfois que ces défauts different l'un de 
Yautre. Que l’on prenne le maximum parmi les défauts qui correspondent 
& tous les systémes de la surface; ce maximum, qui est fini et existe 
toujours (comme on peut le démoutrer), est naturellement un invariant 
de la surface. Sera-t-il un invariant nouveau? On pourrait le penser. 
Eh bien, il n’en est pas ainsi; car on montre que ce maximum est 
précisément égal 4 la différence p, —p,. On a donc le théoreme 
suivant*): 

Le défaut de la série caractéristique dun systéme complet situé sur 
une surface, peut dépendre du systéme que Von choisit sur la surface; 
mais dans tous les cas ce défaut atteint un maximum, qui est égal a la 
différence entre les genres géometrique et numérique de la surface. 


28. 
Les surfaces réguliéres. 


Les deux théorémes qui précédent donnent sur le champ les pro- 
priétés fondamentales des surfaces qui ont p, = p,, surfaces que nous 
appellons réguliéres. On a en effet: 

a) Sur une surface réguliére le systéme adjoint a un systéme linéaire 
quelconque (irréductible) découpe sur la courbe générale de celui-ci la 


*) Castelnuovo, Alcwni risultati...n°7; on y trouvera la démonstration 
seulement pour le cas p,=p,; l’Auteur se propose d’exposer prochainement la 
démonstration compléte. On peut vérifier le théoréme sur les surfaces hyperellipti- 


ques (Humbert, |. c., n° 114), et sur les surfaces réglées (Segre, Mathem. 
Annalen, 34, n° 3.). 
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série canonique complete; il a la dimension p,-+ a —1, si a est le 
genre de la derniére courbe. 

b) Sur une surface réguliére la série caractéristique de tout systéme 
linéaire complet est elle-méme complete. 

Chacun des deux théorémes peut servir & caractériser une surface 
réguliére. Pour ce qui concerne le premier, on peut méme dire davantage, 
car en général la connaissance d’un seul systéme oo” (r >3), sur les courbes 
duquel le systéme adjoint découpe la série canonique complete, est suffisante 
pour affirmer que la surface est réguliére*). Les mots en général se 
rapportent aux restrictions suivantes qu’on rencontre dans la démon- 
stration: 1) le systeme n’a pas de courbes fondamentales propres; 
2) les courbes du systéme qui passent par un point de la surface, ne 
passent pas en conséquence par d’autres points variables avec celui-ci. 
Est-ce qu'il y a la des restrictions nécessaires? 


29, 
Sur quelques classes de surfaces irréguliéres. 


La nécessité de considérer les deux caractéres p, et p, d'une 
surface, dépend de cela qu'il y a de nombreux exemples de surfaces 
(irréguliéres) ayant p, > p,. Nous avons déja cité & ce propos la surface 


réglee & sections de genre z, pour laquelle on a p, =0, p, = — a. 
Mais on connait maintenant deux familles trés étendues de surfaces 
irréguliéres. 


La premiére famille, qui comprend aussi les surfaces réglées, se 
compose des surfaces qui contiennent un faisceau irrationnel de courbes, 
cest & dire un systéme oo! pas linéaire, tel que par tout point général 
de la surface passe une seule courbe du systéme. La connaissance 
dun faisceaw irrationnel sur une surface suffit toujours pour affirmer 
que la surface est irréguliére. En d’autres termes: sur une surface 
réguliére tout faisceau de courbes est un systéme linéaire**). 

Pour construire la surface la plus générale contenant un faisceau 
irrationnel, il suffit de transformer une surface réglée irrationnelle & 
Yaide d'une transformation (1, ”) rationnelle en un seul sens (exprimant 
les coordonnées d’un point de la surface réglée par des fonctions 
rationnelles des coordonnées d’un point de la surface transformée***)). 

*) Castelnuovo, Alcuni risultati ... n° 6, 

**) Castelnuovo, Alcwnét risultati... n°10. La connaissance d’un faisceau 
irrationnel suffit aussi pour reconnaitre que la surface posséde des intégrales de 
différentielles totales de premiétre espéce. 

***) On trouvera des exemples de telles surfaces dans une Note de M. Castel- 


nuovo, Osservaziont intorno alla geometria sopra wna superficie, Rendic. Istituto 
Lombardo, serie II, vol. 24, pag. 135. 
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Une seconde famille de surfaces irréguliéres s’obtient en considérant 
les surfaces, dont les points correspondent, élément par élément, aux 
couples de points d’une courbe quelconque de genre p > 0. Ainsi, si 
Yon part d’une courbe elliptique (p—1), on parvient 4 la surface réglée 
elliptique (p, = 0, pa — 1); si l’on part de la courbe de genre p=2, 
on obtient une surface hyperelliptique (p, = 1, py» = — 1)*); ete. 

Il existe certainement d’autres familles de surfaces irréguliéres, mais 
jusqu’a présent aucune, & ce que nous croyons, n’a formé le sujet d’une 
étude particuliére. 


30. 
Sur de nouveaux systémes invariants qui appartiennent 4 une surface. 


Nous avons parlé jusqu’a présent d’un seul systéme invariant 
situé sur une surface donnée, & savoir du systéme canonique |X]. 
Mais on peut tout de suite introduire de nouveaux systémes invariants, 
car il suffit de considérer les multiples |K;| = {iK| du systéme 
canonique. Il ne vaudrait pas méme la peine de faire attention a ces 
nouveaux systémes, s'il n’arrivait parfois de rencontrer des systémes 
analogues sur des surfaces qui ne possédent pas de syst®me canonique 
(p,=0). Dans ce cas pourtant on ne peut définir | K;| comme un 
multiple de |K|, car celui-ci n’existe plus; mais il suffit de recourir 
& la définition de ||, laquelle s’étend sur le champ. Nous avons 
démontré que si |C| est un systéme quelconque sur une surface, et 
|C’| est son adjoint, le systéme résiduel |K| = |C’—C| ne dépend 
pas du systéme |C| d’od lon part; de méme lon voit directement que 
le systeme |K;| = |iC’—iC| ne dépend pas de |C| (& des courbes 
exceptionnelles prés), et peut done s’obtenir aussi en retranchant le 
systeme |iD| du systeme |i D'|, oa |D’| est Padjoint de |D|**). Le 
systéme | K;| jouit done de la propriété d’invariance; on va l’appeler 
systéme i-canonique; i est un nombre entier, positif, quelconque. 
Outre que par la relation | K;| = |iC’—iC], ce systéme est aussi défini 
par la relation | K;| = |C“—C| (@ des courbes exceptionnelles prés), 
ot C™ est le systeme que !’on obtient de |C| en appliquant de suite ¢ 
fois ’opération d’adjonction. Le systeéme i-canonique nous fournit de 
nouveaux caractéres invariants de la surface; tels sont par exemple le 
nombre P; des courbes i-canoniques qui sont linéairement indépendantes, 
le genre de ces courbes, etc. Pour i=1, P; =P, nous donne le 
genre géométrique p, de la surface; pour i = 2 on a un caractére P, 
qu’on pourrait appeler bigenre, et qui va jouer (comme on verra) un 


*) Humbert, Théorie générale des surfaces hyperelliptiques, Journal de 
Mathém., 4° série, t° IX; voir aussi pour p=3 deux Notes du méme auteur dans 
les Comptes Rendus de |’Ac. d. Sc., Février 1895. 

**) Enriques, Introduzione..., n° 39. 
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role fondamental dans la théorie des surfaces rationnelles; etc. Quelques- 
uns de ces nouveaux caractéres peuvent s’exprimer en fonction des 
anciens; pas tous pourtant; c’est ce que nous allons reconnaitre au 
sujet de P,. 

Mais remarquons d’abord que si une surface F’ de l’ordre n, est 
donnée (par ses caractéres projectifs) dans l’espace ordinaire, le systéme 
i-canonique sur F’ peut étre découpé par des surfaces de l’ordre 
i(n—4), qui se comportent d’une fagon convenable le long des courbes 
multiples et dans les points multiples de F. Préciser le comportement 
des surfaces i-adjointes dans le cas général, exigerait beaucoup de 
détails relatifs aux singularités élevées; qu’on nous permette de nous 
borner au cas ¢= 2, dans lhypothése que la surface F' ne posséde 
dautres singularités qu’une courbe double, et des points d’ordre k =3, 4,... 
= = ) pour la courbe double. Dans ce cas le systéme 
bicanonique est découpé sur F par les surfaces d ordre 2(n— 4) qui passent 
deux fois par la courbe double de F. 

Revenons maintenant aux relations entre le systtme canonique 
|K| et le systéme i-canonique |K;|. Si le premier systéme existe, le 
second existera de méme, quel que soit 7, car on a|K;| = |i K|, et en 
conséquence P; > p,; donc si p, > 0, ona aussi P; > 0. Supposons, 
au contraire, qu'on ait p,—=0; |K| nexiste plus. Alors il yaa 
distinguer deux cas. Il peut arriver en effet que | K;| n’existe non plus, 
quel que soit 7; c’est ce qu’on peut vérifier tout de suite sur le plan, sur 
une surface réglée quelconque, plus généralement sur toute surface 
contenant un systéme |C| de genre z, dont deux courbes ont plus que 
2x—2 intersections variables; dans cette hypothése, en effet, le systéme 
iC| ne peut étre contenu dans le systeme |iC’|. Mais il peut arriver 
au contraire que |K;| existe, en relation avec quelques valeurs de 3, 
lors méme que | K| n’existe pas; en d’autres termes, il peut arriver que 
Yon ait p, = 0, P > O(i>1). Cest la une propriété singuliére, qui 
n’a pas son analogue dans la théorie des courbes algébriques. Qu’elle 
se présente parfois, c’est ce que nous allons reconnaitre sur quelques 
exemples, en nous bornant & la valeur ¢ = 2. 

Un premier exemple, bien simple, est fourni par la surface du sixiéme 
ordre qui passe deux fois par les six arétes d'un tetraédre, et en conséquence 
trois fois par les sommets de celui-ci*); la surface a le genre géometrique 
P=, car il n’existe pas de surface du second ordre passant simplement 
par les six arétes. Il existe au contraire une surface bi-adjointe de l’ordre 
4, qui est formée par les quatre faces du tetraédre; par suite l’on a 
P,=1. La derniére surface ne découpe pas la surface donnée en 


qui sont d’ordre 


genere zero, n° 15. 


19* 
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dehors des lignes multiples; on dira donc que la courbe bicanonique 
correspondante a |’ordre zéro. 

Voici un second exemple*). Considérons dans |’espace une droite d, 
une section conique k ne rencontrant pas la droite, et quatre points A,, 
A,, A,, A, en de positions générales. Construisons maintenant une 
surface de l’ordre 7 qui passe trois fois par d et deux fois park, avec 
la condition ultérieure que deux nappes de la surface touchent en A; 
le plan Ajd (¢=1,2,3,4). On démontre tout d’abord qu’une telle 
surface existe; ensuite qu’elle a le genre p, = 0 et le bigenre P, —2; 
enfin que les courbes bicanoniques sont oo! courbes du quatriéme ordre 
et de genre 1, découpées par les plans passant par la droite d. 


31. 
Sur quelques relations entre les caractéres invariants. 


Les caractéres principaux d’une surface que nous venons de définir 
(py, Pn, P,, p), quoique indépendants deux a deux, satisfont 4 quelques 
inégalités, qu’il est bon de connaitre. Nous avons remarqué déja les deux 
suivantes, qui découlent de la définition, 


Py =>DPn, P. > Dy. 
On peut méme dire davantage, si |’on fait attention a ce que le systeme 
bicanonique est l’adjoint du systeme canonique; en effet, si l’on suppose 
que celui-ci soit irréductible, on obtient, lorsque p, > 1, 


Py + P > P, > Pa + pO. 

Cette relation, qui devient une égalité pour les surfaces réguliéres, 
ne subsiste pas toujours si p, = 1, méme si |’on recourt a la définition 
virtuelle de p”). Précisément, en nous bornant au cas p, = p, = 1**), 
on trouve 

P,=p)+1, ou P, =p, 
selon qu'il existe, ou n’existe pas, une courbe canonique d’ordre > 0 
(en dehors des courbes exceptionnelles). 

Par suite le minimum de p™ pour les surfaces réguliéres de genre 1, 
est 1. Il y a deux espéces de telles surfaces pour lesquelles le minimum 
est atteint; elles correspondent aux valeurs P,—2, P, = 1***). 
Les surfaces de la seconde espéce sont surtout remarquables. On peut 
les représenter sur une surface F’, d’un certain ordre n, ne possédant 

*) Castelnuovo, l. c. 

**) Voir pour ce cas Enriques, Sui piani doppi di genere uno, n° 4, 5, 

***) Un exemple de surfaces de la premiére espéce est fourni par la surface 
du cinquiéme ordre du n° 23, Quant aux surfaces de la seconde espéce, on a tout 
d’abord la surface générale du quatriéme ordre, ensuite la surface du sixiéme ordre 
qui passe doublement par l’intersection de deux surfaces de l’ordre 2 et 3; etc. 
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aucune courbe exceptionnelle; la F’ n’est pas rencontrée par la surface 
adjointe de lordre m — 4, en dehors des courbes multiples. Sur F 
tout systeme linéaire complet |C|, qui n’a pas de points-base, jouit 
d'une propriété remarquable; si x est le genre de |C|, la dimension de 
\C| a la méme valeur x, et deux courbes C se rencontrent en 2x —2 
points (r=2, n—=2a—-2). Le systéme |C| est Vadjoint de lui-méme, 

Revenons maintenant aux relations d’inégalité entre les caractéres 
dune surface, et considérons p, et p™, en supposant, par simplicité, 
que le systeme canonique soit irréductible (p, > 1). 

M. Noéther*) a démontré qu’on a toujours 

pt) > 2p, — 3. 


Si le minimum de p) est atteint, les courbes canoniques sont hyper- 
elliptiques (et viceversa); elles se rencontrent deux a deux en 


p) = 
2 





=p,—2 


couples de points conjugués. Par suite si p, > 2, on peut prendre 
comme équation de la surface (ou d’une transformée de celle-ci) 
= f (@, y), 
oi f est un polyndme. On peut méme préciser davantage**), car 
on peut s'arranger de maniére que 
1) ow bien f ait le degré 6 en x (et le degré total 2n > 6), 
2) ow bien f ait le degré total 8 ow 10 (respect. p, = 3, 6). 
Dans le cas 1) les plans y = const. découpent sur la surface un 
faisceau de courbe du genre 2. 
Qu’on écarte maintenant les surfaces pour lesquelles 
p") = 2p, — 3; 
on démontre alors que p) ne peut descendre au dessous de 3p — 6, 
a savoir 
p > 3p, — 6; 
et précisément***) : 
Toute surface ayant 


p= 3p,—6 (py > 3) 
peut étre représentée par une equation 


f (x 1¥,2= 0 
du degré 4 par rapport a@ x, y (ow par une transformée de celle-ci); 
sauf dans le cas de certaines surfaces du genre p, = 4 (surface générale 
*) Zur Theorie... Math. Ann. 8, p. 252. 
**) Enriques, Sopra le superficie algebriche di cui le curve canoniche sono 
iperellittiche. Rendic. Accad. Lincei 1896. 
***) Castelnuovo, Osservazioni interno alla geometria sopra wna superficie, 
Nota Il, Rendic. Istit. Lombardo 1896, 
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du cinquiéme ordre), pp = 5, py = 7. Dans le cas général, les plans 


2 == const. découpent sur la surface un faisceau de courbes du genre 3 
(et d’ordre 4). 


Chapitre VI. 


Systémes linéaires spéciaux et non-spéciaux. Extension aux 
surfaces du théor®me de Riemann-Roch. 


Avant de quitter la théorie générale des surfaces, il faut que nous 
consacrions quelques mots aux questions qui se rapportent a l’extension 
du théoréme de Riemann-Roch aux surfaces. 

Mais d’abord examinons quelle est la vraie nature de ce théoréme, 
lorsqu’ on se borne aux courbes. 


352. 


Séries spéciales et non-spéciales sur une courbe. 


Par rapport a la série canonique g?~!, appartenant 4 une courbe 
de genre p, les séries situées sur la méme courbe se répartissent en 
deux familles*). A la premiére famille appartiennent les séries qui 
sont contenues dans la série canonique, et méme celle-ci; on les appelle 
séries spéciales ; les séries spéciales ont naturellement l’ordre <2p — 2 
et la dimension <p — 1. Liautre famille est formée par les séries 
qui ne sont pas contenues dans la série canonique; ce sont les séries 
non-spéciales, dont lordre et la dimensicn n’ont pas de limite supérieure. 

Si Pon veut voir clairement la différence qui passe entre ces deux 
familles, il convient de recourir aux séries completes. 

Soit g” une série complete sur une courbe du genre p; alors 

1) si g* est non-spéciale on a la relation 

Fase Hp, 
qui permet de calculer un des trois caractéres n, r, p a l'aide des 
autres ; 

2) st, au contraire, g* est spéciale, l'égalité précédente est a remplacer 
par Vinégalité 

r>n—p. 
Et, inversement, si la derniére inégalité subsiste entre les caractéres 
dune série quelconque (compléte ou incompléte), on peut affirmer que 
la série est spéciale. 

La distinction que nous venons de faire, peut méme se présenter 
sous la forme suivante. Regardons » — p comme la dimension virtuelle 
(théorique) d’une série compléte d’ordre m sur une courbe de genre p, 


*) Brill et Néther, Ueber die algebraischen Functionen..., Math, Ann, 7. 
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et comparons la dimension virtuelle avec la dimension effective r que la 
série posséde en effet. Alors nous voyons que si la série est non- 
spéciale les deux dimensions coincident, et la série est, pour ainsi dire, 
réguliére; si, au contraire, la série est spéciale la dimension effective 
est supérieure 4 la dimension virtuelle, et la série est irréguliére. 

Pour une série spéciale compléte g”, il y a lieu & considérer la 
différence entre les deux dimensions 


i=—r—(n—p)=—p—n-+r. 
On démontre que ¢ est précisément le nombre des groupes canoniques 
linéairement indépendants qui contiennent un groupe général de la série 
g”. Cest la le théoreme connu qui porte le nom de Riemann- 
Roch. Le nombre 7 est un caractére de la série g*, qu’on pourrait 
appeler le degré de spécialité; pour une série non-spéciale on a i = 0, 
pour la série canonique 9359» 1 = 1; ete. 

En profitant de la notion des séries résiduelles (n° 9), on peut 
énoncer le théoreme de Riemann-Roch sous la forme suivante, qui 
est due & MM. Brill et Nother, et qui se préte le mieux aux 
applications géométriques: 

Toute série spéciale compléte g* située sur une courbe de genre p, 
a, par rapport a@ la série canonique, une série résiduelle g* dont les 
caractéres ont les valeurs suivantes 


n =2p—2—n, Yr =p—l—(n—r) =i—1. 


33. 
Quelques remarques sur les systémes linéaires de courbes planes, 


La répartition des séries en deux familles s’étend tout de suite 
aux systémes linéaires de courbes sur une surface, et donne lieu a la 
notion de systémes spéciaux et systémes non-spéciaux, dont les premiers 
sont contenus dans le systeme canonique (et ont par suite la dimension 
<p, —1, le genre < p,...), tandis que les seconds n’y sont pas 
contenus. Or on saurait s’attendre de trouver pour les systeémes non- 
spéciaux une régularité analogue a celle, que nous avons rencontrée 
dans les séries non-spéciales. Mais il en est tout autrement. C’est 
ce que nous allons reconnaitre tout d’abord dans le cas le plus simple, 
sur le plan (p, =), od tous les systemes sont non-spéciaux. 

Un systeme |C| complet de courbes planes d’ordre m est 
entiérement défini, dés que l’on a fixé les points-base du systeme, et 
les ordres de multiplicité que les courbes C ont en ces points. Or 
pour calculer la dimension de |C|, du moins avec quelque approximation, 
on peut d’abord évaluer le nombre des conditions, que chaque point- 
base, séparé des autres, présente aux courbes d’ordre m; on additionnera 
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les nombres qui correspondent & tous les points-base, et on retranchera 


la somme du nombre m(m--3), qui exprime la dimension du systéme 


formé par toutes les courbes de lordre m. Désignons par g le résultat 
de ce calcul; est-ce que @ nous fournira exactement la dimension r de 
|C|? Certainement si les points-base présentent des conditions toutes 
indépendantes aux courbes d’ordre m; c’est ce qui arrive, par exemple, 
s'il n’y a pas de points-base, ou si ceux-ci se trouvent en des points 
généraux du plan; on a alors la relation r=. Mais il wen est plus 
ainsi, si @ parmi les conditions imposées par les points-base sont 
une conséquence des autres; car on trouve alors r—g-+q@. Un 
exemple de ce cas nous est fourni par le systeme des courbes d’ordre 
m, qui passent par les mu intersections d’une d’entre elles avec une 
courbe générale d’ordre uw < m; on a en effet 


poe MPP t) 11, 


3 
ga METS _ wy, 
et, par suite, , . 
o=r—g— He, 


Quoique le nombre @ puisse, dans bien de cas, différer de la 
dimension exacte r d’un systéme linéaire, il convient pourtant d’y faire 
attention, car il est un nouvel invariant du systeme (par rapport aux 
transformations birationnelles). Nous appelons @ la dimension virtuelle 
du systéme |C|, r la dimension effective. En conséquence nous répartissons 
les systémes linéaires complets de courbes planes (qui sont tous non- 
spéciaux) en deux familles*): 

1) la premiére famille comprend les systémes réguliers, pour lesquels 
la dimension effective est égale 4 la dimension virtuelle, r = 9; ils 
correspondent, en une certaine fagon, aux séries non-spéciales (ou 
réguliéres) sur une courbe; 

2) la seconde famille comprend les systemes surabondants, dont la 
dimension effective surpasse la dimension virtuelle, r= 9+ @; a >0 
est la suwrabondance du systéme. Il ne convient pas de regarder ces 
systemes comme les analogues des séries spéciales; au contraire, ils 
en différent par bien de propriétés. Par exemple, en cela que sur une 
courbe de genre zéro il n’y a pas de séries spéciales, tandis que sur 
le plan (p,—Y,—=0) nous trouvons des systémes surabondants; en 
cela, encore, que l’ordre et la dimension d’une série spéciale ne peuvent 
surpasser certaines limites, tandis que le degré, la dimension, le genre 


*) Castelnuovo, Ricerche generali sopra i sistemi linearit di curve piane, 
l. co. n° tL. 
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d'un systéme surabondant peuvent étre aussi élevés, que l’on désire. 
Il convient plutdt de regarder la swrabondance, comme une cause 
dirregularité Wune autre nature que la spécialité, considérée sur les 
courbes, bien qu’elle ait le méme effet d’augmenter la dimension effective 
par rapport 4 la dimension virtuelle. 

La distinction que nous avons faite entre les systemes réguliers et 
surabondants, se traduit en une distinction entre les séries caractéristi- 
ques de ces systémes. On a en effet le théoréme*): 

Un systéme est régulier ow bien surabondant, selon que la série 
caractéristique du systéme est non-spéciale ou bien spéciale; d’ov il s’ensuit, 
par exemple, qu’un systeme surabondant de courbes de genre a a le 
degré < 2a — 2 et la dimension effective < 7 — 1**). 

En général si l’on désigne (comme d’ordinaire) par n et r le degré 
et la dimension effective d’un systeme complet, on a pour un systeme 
régulier l’égalité 
(1) az—n+r—l1=—0, 
tandis que pour les systemes surabondants on a 


(2) xz—n+r—l=—=a>0 
(@ étant la surabondance); 
dans tous les cas 


(3) o=n—ax+1 


est la dimension virtuelle du systéme. 


34. 
Systémes réguliers sur une surface. 


La distinction que nous venous de faire entre les systemes réguliers 
et surabondants sur le plan (ou sur les surfaces rationnelles), peut 
maintenant se transporter sur une surface quelconque. Ici l’on rencontre 
pourtant une complication, qui dépend de la répartition des systemes 
en spéciaux et non-spéciaux, dont nous avons parlé plus haut. Pour 
éviter cette difficulté nous nous bornons tout d’abord aux systemes non- 
spéciaux (& savoir, aux systemes qui ne sont pas contenus dans le 
systeme canonique). 

Soit |C| un systéme non-spécial, complet, dont nous désignerons 
les caractéres par ”, 7, 2, suivant l’habitude. Envisageons l’expression 
xa—n+r—1 
que nous avons déja considérée sur le plan. Elle peut prendre dif- 


*) Castelnuovo, l. ¢., n° 18. 
**) Segre, Sui sistemi lineari, Circolo Matem, di Palermo, t. 1, 1887. 











298 G. Casretnuovo et F. Enriques. 


férentes valeurs, selon le systéme |C| auquel elle se rapporte; mais on 
démontre*) que parmi toutes ces valeurs il y a um minimum, qui est 
précisément le genre numérique p, de la surface (pour le plan on a 
Pn =O). Eh bien, nous appelons régulier tout systeme (non-spécial), 
dont les caractéres satisfont 4 la relation 


(4) za—-n+t+r—l—p; 
surabondant tout systeme pour lequel on a 
(5) xa—n+r—l—=—p,+a, 


ot w > 0 désigne la swrabondance du systeme. On va considérer tout 
d’abord les systemes réguliers, car ils sont les plus simples, et ils 
satisfont a des lois générales fort remarquables. En voici quelques 
unes **), 

La série caractéristique @un systéme complet régulier a le défaut 
P, — Pn, Cest-d-dire le défaut maximum qui appartient aux systemes 
complets (n° 27). 

Le systéme canonique découpe sur la courbe générale d'un systéme 
régulier une série complete, dont la dimension est p, — 1, et l’ordre 
est 2x — 2 — n; cest la série résiduelle de la série caractéristique par 
rapport @ la série canonique. 

En particulier: si la surface a le genre géometrique p, =0, la 
série caractéristique @un systéme régulier est non-spéciale; c'est ce qui 
arrive par exemple sur le plan, ou sur les surfaces réglées, 

On peut construire un systéme régulier dont la dimension est aussi 
grande que l’on veut; a cet effet on commencera par construire dans 
Yespace ordinaire une surface F, qui soit en correspondance biration- 
nelle avec la surface donnée, et qui n’ait pas de points multiples isolés 
(n° 15); ensuite on conduira les surfaces adjointes & F. On démontre 
que ces surfaces découpent sur F un systeme régulier, aussitdt que 
leur ordre est assez élevé. Si, par exemple, la F était une surface 
générale de lordre m, on verrait aisément que les surfaces générales 
dun ordre queleonque > » — 4 découpent sur F un systéme régulier 
non-spécial. 

La définition de la swrabondance w que nous avons donnée, est 
tout-a-fait arithmétique; nous sommes en mesure maintenant d’en 
reconnaitre la signification géométrique et d’en justifier le nom. 

Mais il faut d’abord que nous introduisons un nouveau caractére d’un 
systéme linéaire quelconque |C) (spécial ou non-spécial) sur la surface; 


*) Pour les surfaces réguliéres on trouvera démontré ce théoréme dans les 
Ricerche di geometria... de M. Enriques, IV, 2; pour une surface quelconque 
voir Castelnuovo, Alcuni risultati..., n° 8. Il est A remarquer que ce théoreéme 
fournit une nouvelle définition de p,. 

**) Castelnuovo, l.c. 
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caractére qui devient la dimension virtuelle du systeme (n° 33), des que 
la surface est rationnelle, et qui par suite sera désigné dans tous les 
cas par le méme nom. 

Construisons 4 cet effet un systeéme régulier | D| assez ample pour 
contenir |C|; c’est ce que nous pouvons faire de plusieurs fagons, Pour 
déduire le systeme |C| du nouveau systeme D|, il faudra en général 
retrancher de |D| une courbe y convenable, et imposer certains points- 
base au systéme résiduel |D—y|. Il se présente maintenant un moyen 
pour calculer la dimension r de |C|; car il suffit de retrancher de la 
dimension de |D| le nombre des conditions qu'il faut imposer aux 
courbes D, pour qu’elles contiennent la courbe y et les points-base nommés, 
Or si nous nous bornons d’abord & une premiére approximation, nous 
pouvons supposer: 1) que la série découpée par |D| sur la courbe y soit 
complete et non-spéciale ; 2) que les conditions imposées par les points- 
base nommés soient toutes indépendantes entre elles et des précédentes. 
En exécutant le caleul dans ces hypotheses nous parvenons 4 un 
résultat @, qui ne coincide pas généralement avec la dimension vraie, 
effective, r de |C|, mais qui pourtant ne manque pas d’intérét, On 
démontre en effet que l’on parvient au méme résultat g, si, dans les 
mémes hypothéses, on calcule la dimension de |C| en partant d'un 
systeme régulier quelconque, autre que |D|, qui contienne |C|. Par 
conséquent @ est un vrai caractére du systeme |C|; nous l’appellerons 
la dimension virtuelle de \|C|. Il s’exprime du reste, aisément, & l'aide 
des autres caractéres n, a de |C|, et de p,, car on a 


(6) e=ptn—x+1, 
relation qui comprend, en particulier, la (3) du n° 33. 

Cela posé, revenons maintenant 4 notre systeme |C| non-spécial, 
dont nous désignons par 7 et @ les dimensions effective et virtuelle. 
Si nous comparons ces caractéres 4 l’aide des relations (4), (5) et (6), 
nous trouvons sur le champ que si |C| est régulier, on a @ = 7; Si, 
au contraire |C| est surabondant, avec la surabondance @, alors g < 1, 
et précisément 





r—-oe=a. 


Done la surabondance d'un systéme non-spécial est la différence entre 
la dimension effective et la dimension virtuelle du systéme, d’accord avec 
ce que nous avons reconnu sur le plan. 

Une autre interprétation, celle-ci tout-a-fait géométrique, peut étre 
donnée du caractére sur les surfaces régulieres (p, = pn =p). On 
y parvient en considérant le groupe des m intersections variables de 
deux courbes générales du systéme donné | C|, et les courbes du systeme 
adjoint |C’| qui passent par ce groupe. En effet tandis que le nombre 
de ces derniéres courbes, qui sont linéairement indépendantes, est 2p, 
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si le systeme |C| est régulier, le méme nombre est 2p + @ si le 
systeme |C| a la surabondance w. Par suite*): 

La surabondance d'un systéme non-spécial |C| sur une surface réguliére 
de genre (géom. = num.) p, est Vexcés sur 2p du nombre des courbes 
adjointes C’ linéairement indépendantes qui passent par les intersections 
variables de deux C. On vérifiera le théoreme tout de suite sur le plan. 

Remarque. — Supposons que la surface F (réguliére ou non) soit 
donnée dans espace ordinaire, et ne posséde que des singularités 
ordinaires. D’apres le Restsatz (n° 12), tout systeme |C| sur F peut 
étre construit 4 l’aide des surfaces adjointes (ou sous-adjointes), d’un 
ordre assez élevé, qui passent par une courbe fixe y et par les points- 
base de |C|. Alors la dimension virtuelle @ de |C| (et par suite sa 
surabondance w) peut étre caleulée d’aprés les formules de postulation 
de M. Nother (n° 26). 


35. 
Systémes spéciaux. 


Les propriétés que nous venons d’énoncer sur les systemes non- 
spéciaux, s’étendent aussi aux systemes spéciaux, pourvu que lon ait 
égard & un nouveau caractére qui se présente dans ce cas, et qui est 
tout-a-fait analogue au caractére i, que nous avons introduit dans 
Pétude des séries spéciales. Un systeme spécial complet |C| est contenu, 
par définition, dans le systeme canonique |K\|; il y a done lieu a 
considérer le nombre 7 des courbes canoniques linéairement indépendantes 
qui contiennent la courbe générale de |C|; ce nombre i, qui désigne, 
pour ainsi dire, le degré de spécialité de |C| est le nouveau caractére. 
Si |C| est non-spécial, on a i =O; si |C| est le systeme canonique, 
alors i = 1; etc. Au lieu de 7, on peut aussi considérer la dimension 
r, du systeme |C,| — |K—C| résiduel de |C| par rapport au systéme 
canonique; on a naturellement 

r=t—l1. 

A aide du caractére ¢ nous pouvons étendre de la fagon suivante 
les formules que nous avons trouvées & propos des systemes non- 
spéciaux. Désignons par n, 2, 7,7 les caractéres d’un systéme spécial 
|C|, et par p, lg genre numerique de la surface; on a alors 

z—n+r—l>p,—t, 
et précisément si 
(7) x—n+r—l=—p,—i+a, 


on appelle @ > 0 la surabondance du systeme; pour i =O on retombe 


*) Enriques, Ricerche di geometria... IV. 2. 
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dans la formule des systémes non-spéciaux. On voit d’ici qu'un systéme 
est certainement spécial si 


xz—n+r—1< pa; 
mais, & cause de @, on ne peut dire que cette relation soit aussi 
nécessaire; au contraire de ce qui arrivait sur les courbes, od l’inégalité 
nm —*r <p pouvait servir de définition d’une série spéciale complete. 
On peut écrire légalité (7) de facgon 4 mettre en évidence la 
dimension 7 du systeme |K—C|. On parvient au résultat suivant: 
Sur une surface de genre numérique p,, tout systéme spécial complet 


ayant les caractéres n, r, %, a, par rapport au systéme canonique, un 
systéme résiduel dont la dimension est 


(8) 1, =P, — (x—n+r) +, 
ou% wo (surabondance du premier systéme) désigne un nombre > 0. 

ll faut regarder ce théoreme, comme l’extension aux surfaces du 
théoreme de Riemann-Roch énoncé pour les courbes, car celui-ci 
nous donnait aussi la dimension 7, de la série résiduelle d’une série 
g,, par rapport & la série canonique (r, =p—l—(n —r)) . Pour les 
surfaces nous voyons que la formule est compliquée par la présence du 
nombre @, qui n’a pas son analogue dans la théorie des courbes*) **). 

L’égalité (7) peut encore se transformer en introduisant la dimen- 
sion virtuelle @ du systeme |C|, que nous avons définie plus haut pour 
un systéme quelconque & l’aide de la relation (6) du n® 34. On 
trouve ainsi la relation ; 

r—@e=a—i, 

*) L’extension du théoréme de R.-R. aux surfaces est due 4 M, Néther 
(Comptes Rendus de ]'Ac. des Sc. 1886), dans ’hypothése sousentendue que la série 
caractéristique du systéme |Cj| soit compléte; nous savons a présent que cette 


hypothése est vérifiée toujours sur une surface régulitre (p,=p, =p). M.'Nither 
présente la relation du théoréme sous la forme 


™>ptn—ax—T; 


cest M. Enriques (Ricerche di geometria ... IV, 2) qui a montré la signification 
géométrique de la différence m entre les deux membres de l’inégalité; voir a ce 
propos les lignes qui suivent ci-dessus. 

**) Outre la dimension 7, du systéme |K— OC], résiduel de |C| par rapport 
au systéme canonique, on peut exprimer aussi les autres caractéres m, (degré), 
m, (genre), o, (surabondance), du nouveau systéme A l'aide des caractéres du 
systéme |C|, On n’a qu’d recourir aux relations du n° 9. On trouvera ainsi 


a, = p') — 3(m—1)+2n, 


ny =p) —1—4(e41)+3n, 
o,—a, 


oa p™ est le genre du systéme canonique (Curvengeschlecht). Voir & ce sujet 
Enriques, l, ¢. 
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laquelle nous dit que pour un systéme spécial la surabondance s’obtient 
en ajoutant le caractére i a la différence entre les dimensions effective 
et virtuelle du systéme. Cette définition de w se réduit a celle que nous 
avons exposée au sujet des systemes non-spéciaux, lorsque i = 0. 

Pour les surfaces réguliéres (p, = px = p) on peut méme étendre 
aux systémes spéciaux la seconde définition de la surabondance, que 
nous avons énoncée pour les systemes non-spéciaux. On n’a qua 
remplacer, dans celle-ci, @ par w — i. 


36. 
Apergu sur les considérations qui précédent. 


En ayant égard aux complications que peut présenter un systéme 
linéaire de courbes sur une surface algébrique, il ne paraitra pas 
inutile que nous résumons ici briévement les remarques, que nous venous 
de faire & ce sujet. 

Si » et w désignent le degré et le genre d’un systeme complet 
|C| sur une surface de genre numérique p,, il faut faire attention 
d’abord & la dimension virtuelle de |C|, qui est fournie par l’expression 


o=p,+n—2x-+1. 

Ensuite on doit avoir égard & deux causes d’irrégularité, dont leffet 
est de modifier la dimension effective r de |C| par rapport & la dimen- 
sion virtuelle g@. Ces deux causes ont du reste des effets opposés, qui 
parfois peuvent s’éliminer, Elles peuvent agir soit séparément, soit en 
méme temps. Elles sont: 

1) la swrabondance, qui fait augmenter la dimension du systéme 
(r = @-+ @); elle peut se présenter sur une surface quelconque, et pour 
des systemes de dimension, de genre, et d’ordre aussi élevés que l'on 
veut; rien d’analogue n’a lieu pour les séries linéaires sur une courbe; 

2) la spécialité, & laquelle on doit, au contraire, une diminution 
de la dimension (r = @ — i); propriété d’autant plus remarquable 
que dans la théorie des séries linéaires sur une courbe, la cause 
analogue a pour effet d’augmenter la dimension (r-—=n—a-+i). Sur 
les surfaces, du reste (de méme que sur les courbes), on n’a lieu a 
considérer cette cause d’irrégularité que pour les systemes ayant leurs 
caractéres n, x et r inférieurs & certaines limites (qui sont respectivement 
p®, p et p, — 1). 

Les seuls systemes sur lesquels ni l'une ni l'autre de ces causes 
n’agissent, sont les sysiémes réguliers (r = 9, a = i=—0). 
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Chapitre VII. 


Sur les surfaces rationnelles et sur quelques plans doubles. 


Nous consacrons ce dernier Chapitre de notre Monographie a 
Pétude de la classe des surfaces rationnelles; classe remarquable aussi 
parce que les recherches auxquelles elle a donné lieu, ont conduit, par 
extension naturelle, i des recherches sur les surfaces algébriques générales, 
Nous dirons ensuite quelques mots sur les plans doubles. 

La théorie des surfaces rationnelles a commencé par l'étude de 
quelques surfaces, particuliéres au point de vue projectif, qui pouvaient 
se représenter birationnellement sur le plan; on cherchait de lire sur 
la représentation les principales propriétés de telles surfaces. Ainsi l’on 
trouve considérée tout d’abord la surface du second ordre (P| ticker, 1847; 
Cayley et Chasles, 1861), et quelques ans plus tard la surface 
générale du troisitme ordre (Cremona, Clebsch, 1865); suivent la 
surface réglée du troisitme ordre, la surface de Steiner, ete, 

Ayant reconnu sur ces exemples le profit que lon pouvait tirer 
de la représentation d’une surface pour l’étude de celle-ci, ayant appris 
i vaincre les difficultés que pouvait présenter, au premier abord, la 
lecture des propriétés de la surface sur la représentation, le probleme 
(projectif) d’étudier une surface d’aprés sa représentation connue, pouvait 
se regarder comme résolu d’avance dans tous les cas. Cependant un autre 
probleme (appartenant celui-ci & la Géométrie sur une surface) se 
présentait: déterminer si une surface donnée par quelqu’un de ses 
caractéres est rationnelle, ou bien ne lest pas, 

Vest & Clebsch et & M. Nother qu’on doit les propositions 
fondamentales sur ce sujet. Clebsch*) a montré comment on pouvait 
établir le caractére rationnel d’un grand nombre de surfaces, en représen- 
tant d’abord ces surfaces sur un plan double (voir n° 38), et en cherchant 
ensuite les conditions de rationnalité d’un plan double. M. Néther**) 
a accompli ces recherches, et a donné le théoreme capital***), d’aprés 
lequel est rationnelle toute surface contenant un faisceau linéaire de 
courbes rationnelles. 

On est parvenu plus tard & étendre ces propositions, ainsi qu’en 
ajouter d’autres d’un caractére trés général, que nous allons exposer 
dans les pages suivantes. Mais il faut pourtant remarquer que la plupart 
des nouveaux résultats s’appuyent en conclusion sur les théorémes de 
Clebsch et Nother. 

*) Ueber den Zusammenhang... Math. Annalen, 3, 1870. 

**) Ueber die ein-zweideutigen Ebenentransformationen, Sitzungsber. d. phys. 

medicin. Soc. zu Erlangen, 1878; Ueber eine Classe..., Math. Annalen, 33. 


**t) Ueber Fliichen, welche Schaaren rationaler Curven besitzen. Math, Ann., 
3, 1870. 
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37. 
Quelques propriétés des surfaces rationnelles. 


Les propriétés générales des surfaces que nous venons d’étudier 
dans les Chapitres précédents, fournissent des propriétés des surfaces 
rationnelles dés qu’on particularise les genres de la surface (p,—p,=0). 
Ces mémes propriétés, du reste, peuvent se deduire de l'étude directe 
des systemes de courbes planes; et la derniére voie est naturellement 
préférable au point de vue de la simplicité, 

D’une maniére ou d’autre, on parviendra aux propositions suivantes 
que nous réunissons ici, bien que quelques unes d’entre elles aient 
été déja énoncées. 

Sur une surface rationnelle: 

a) la série caractéristique de tout systéme linéaire complet, est 
complete ; 

b) la série (canonique) découpée sur la courbe générale d'un systéme 
linéaire par le systéme adjoint, est elle-méme complete. 

Chacun de ces deux théoremes revient & dire qu’wne surface ration- 
nelle a les deux genres py, Pn €gaux; chacun peut se déduire de |’autre. 

c) Sur une surface rationnelle il existe des systémes linéaires dont 
la série caractéristique est non-spéciale, et parmi ceux-ci il y a des 
systémes de genre x dont le degré n > 2x — 2; tel est par exemple, 
le systeme formé par toutes les courbes planes d’un ordre donné. 

Le théoreme c) nous dit que le genre géométrique p, (= pn) d'une 
surface rationnelle est nul. Il nous dit davantage: non seulement 
il n’y a pas de systeme canonique sur la surface, mais ni le systéme 
bicanonique, ni le systeme i-canonique (7 quelconque) n’existent non 
plus; de sorte que l’on a (en adoptant les mémes désignations qu’au 
n° 30) 

p=, P,=0, P,=—0.... 

Nous verrons bientét que ces conditions ne sont pas, du reste, 
toutes indépendantes. 

d) Sur une surface rationnelle il existe des systémes linéaires de 
genre x quelconque. Pour 0 on trouve des systémes ayant la 
dimension r, et le degré » =v — 1 aussi hauts que |’on veut; il n’en 
est plus ainsi pour z > 0, car wn systéme de courbes de genre 1 a la 
dimension et le degré <9; tandis que pour un systéme de genre x > 1, 
la dimension ne peut surpasser 3a +-5, ni le degré ne peut surpasser 
4x -+ 4; mais on peut atteindre ces maxima*). 


*) Pour z= 1 le théoréme dépend de la réduction des systémes de courbes 
elliptiques planes & des types bien connus; voir les travaux de MM. Bertini 
(Annali di Matematica, s* 2°. t. 8, 1877), Guccia (1886), Martinetti (1887) (Rendic. 
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Sans insister ultérieurement sur les propriétés des surfaces ration- 
nelles, nous allons aborder maintenant une question trés importante, 
qui est, en quelque sorte, l’inverse des précédentes: il s’agit de décider 
si une surface donnée est rationnelle, par l’examen de quelques caractéres 
connus de la surface. Le probléme, ainsi posé, n’est pas bien défini; 
il faudra particulariser les caractéres de la surface que l'on regarde 
connus; c'est ce que nous allons faire de plusieurs fagons. 


38. 


On connait le degré d’un systéme linéaire de courbes situées sur la 
surface. 


Souvent c’est la connaissance d’un systeéme linéaire de courbes sur 
la surface, qui permet de décider la rationnalité de celle-ci; parfois 
méme (dans les cas les plus simples) la connaissance d'un caractére 
du systéme (par exemple, du degré m, ou du genre 2) suffit; d’aprés 
le caractére auquel on fait attention, on parvient a des classes différentes 
de résultats. 

Supposons, tout d’abord, qu’il existe sur la surface un systeme 
|C| dont le degré soit n > 0; la dimension r du systeéme sera > 2 et 
<n- 1. Examinons successivement les premiéres valeurs qu’on peut 
attribuer a n. 

1) Les premiers cas que nous rencontrons, correspondent & n = 1, 
y= 2, et n = 2, r = 3; ceux-ci conduisent a des surfaces rationnelles, 
ainsi qu’on voit sur le champ. 

2) Arrétons-nous plutdt sur le cas plus intéressant, ot l’on a n=—2, 
y == 2. Si nous faisons correspondre a chaque courbe C du systéme, 
une droite d'un plan, nous allons représenter deux points conjugués 
de la surface (intersections de deux C) sur un point général du plan; 
la surface de cette fagon se représente sur un plan double, c’est-a-dire 
sur une surface dont ]’équation peut s’écrire sous la forme 2? = R(z, y), 
R étant une fonction rationnelle (que Yon peut supposer entiére). 
C’est done la question de la rationnalité d’un plan double que nous 
rencontrons maintenant. 

Un plan double est entitrement défini par sa courbe de diramation 
(Uebergangscurve) R(x, y) =0, qui est le lieu d’un point dont les 
deux points correspondants sur la surface coincident. Quelle particularité 
doit présenter la courbe de diramation pour que le plan double soit 
rationnel (représentable sur le plan simple)? La question, abordée par 
Circolo Mat. di Palermo, t.I), Jung (Rendic. Istituto Lombardo 1887-88). Pour 
x > 1 les limites supérieures de » et r ont été assignées par M. Castelnuovo 
(Massima dimensione ..., Annali di Matem. s® 24, t, 18, 1890). 
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Clebsch, a été entitrement résolue par M. Néther*). Voici la 
réponse: 

Afin qu'un plan double soit rationnel, il faut et il suffit que la 
courbe de diramation puisse étre ramenée, par une transformation 
birationnelle du plan , a Tune des trois courbes qui suivent: 

a) courbe dun certain ordre n ayant un point multiple d’ordre 
n— 2; 

b) courbe du quatriéme ordre; 

ce) courbe du sixiéme ordre ayant deux points triples infiniment 
prochains. 

Les dégénérations de ces trois cas sont admises, excepté la scission 
a,) de la courbe d’ordre en m droites d’un faisceau, b,) de la courbe 
du quatriéme ordre en quatre droite d’un faisceau, c,) de la courbe 
du sixitme ordre en six droites d’un faisceau, ou en trois coniques 
d’un faisceau avec deux contacts fixes; car ces dégénerations aménent 
a des plans doubles, qui représentent des surfaces réglées **). 

Venons maintenant aux valeurs > 2 du degré n, mais supposons 
en méme temps r > 2, car jusqu’a present on ne sait rien sur la 
rationnalité des plans triples,... (n=3,..., = 2). Supposons plus 
précisément qu’on puisse construire une surface F d’ordre n de l’espace 
ordinaire, dont les sections planes appartiennent au systeme |C| donné, 
qui a le degré m et la dimension r. 

Il s’agit d’examiner dans quels cas la surface F' est rationnelle. 
La question a été résolue entitrement pour les valeurs les plus petites 
de (> 2). 

3) On sait par exemple que toute surface de Vordre n=3 est 
rationnelle, abstraction faite du cone général du troisiéme ordre. 

4) On sait aussi qu'une surface de Vordre n = 4 ayant des lignes 
multiples (au moins une droite double) est rationnelle, excepté les surfaces 
réglées de genre >0. Parmi les surfaces du quatriéme ordre qui 
n'ont pas de courbes multiples, il y a seulement quatre familles de surfaces 
rationnelles, qui ont été déterminées par M. Nither***). Une d’entre elles 
se compose des surfaces du quatritme ordre ayant un point triple. 


*) Mémoires cités, 

**) La correspondance qui passe entre les points d’un plan double rationnel 
et les couples de points d’un plan simple, donne lieu, sur celui-ci, & une involution 
de (w*) couples de points, Or les types de ces involutions qui sont distinctes par 
rapport aux transformations birationnelles, ont été déterminés par M. Bertini 
(Ricerche sulle trasformasziont wnivoche involutorie del piano. Annali di Matem. 
s° 2*, t. 8, 1877); ils correspondent naturellement aux trois types de plans doubles, 
La possibilité de existence d’autres types, en dehors des précédents, qui n’était 
pas excluse par le Mémoire de M. Bertini, a été écartée par des recherches 
ultérieures (Kantor, Castelnuovo). 

***) Ueber die rationalen Flichen vierter Ordnung, Math. Annalen, 33, 1888. 
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Les trois autres familles correspondent & un point double singulier 
que la surface posséde, par lequel la surface est projectée sur un des 
trois plans doubles rationnels que nous venons de citer; le premier de 
ces cas remarquables a été signalé par M. Cremona. 

5) Pour n >5 on n’a que des résultats incomplets; c’est pourquoi 
nous n’y insistons pas pour le moment, en nous réservant d’indiquer 
comment la détermination des surfaces rationnelles d’un ordre donné 
saurait maintenant s’aborder. 


39. 


On connait le genre d’un systéme linéaire de courbes situées sur la 
surface. ' 


Une autre série de recherches correspond a la classification des 
systémes de courbes de la surface, faite d’aprés le genre x. Pour les 
premieres valeurs de x on a des résultats qu’il est bon de rappeler. 

1) Un théoréme bien connu de M. Néther se rapporte au cas 
a == ()*): 

Toute surface contenant un systéme linéaire oo' de courbes rationnelles 
(a = 0), est rationnelle. 

En particulier: toute surface de Vespace ordinaire dont les sections 
planes sont rationnelles, est rationnelle; et on peut ajouter (grice & un 
théoreme de M. Picard*)) que la surface est réglée, d moins quelle 
ne soit la surface de Steiner (du quatritme ordre, avec un point 
triple et trois droites doubles). 

2) Si ~=1, la connaissance d’un systéme co! de courbes ne 
suffit pas pour en conclure la rationnalité de la surface (on peut le 
vérifier sur de nombreux exemples); mais si |’on connait un systeéme 
linéaire co? de courbes elliptiques (w= 1), on peut énoncer un résultat 
intéressant***): 

Toute surface contenant un systéme linéaire co? de courbes ellipti- 
ques peut se transformer birationnellement en un plan, ou bien en une 
surface réglée elliptique. Dans ce dernier cas il existe sur la surface 
donnée un faisceau elliptique de courbes rationnelles, qui découpent en 
un seul point variable chaque courbe du systéme oo’; c’est le faisceau 
correspondant 4 la série des génératrices de la surface réglée. 


*) 1. ¢, Math. Annalen, 3. 

**) Sur les surfaces algébriques dont toutes les sections planes sont wnicursales, 
Journal fiir Mathem., 100, 1885; voir aussi Guccia, Rendic. Circolo Mat. di 
Palermo, t. 1, 1886. 

**#*) Castelnuovo, Sulle superficie algebriche che contengono una rete di 
curve iperellittiche, Rendic. della R. Acc. d. Lincei, 1894; la démonstration est 
rapportée par M. Enriques dans le Mémoire Swi sistemi lineari di superficie 
algebriche ..., n° 8, Math. Annalen, 46, 


20* 
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En particulier*): toute surface de l’espace ordinaire dont les sections 
planes sont de courbes elliptiques, est rationnelle, ou bien elle est une 
surface réglée. Dans le premier cas l’ordre de la surface ne peut 
surpasser 9. 


3) Pour a= 2 on a un résultat analogue au précédent, pourvu 
que l’on ait égard a la restriction » > 2**): 

Toute surface contenant un systéme linéaire de courbes de genre 2 
dont la dimension r > 2, et le degré n > 2, peut se transformer 
birationnellement en un plan, ou bien en une surface réglée dont le 
genre peut assumer les valeurs 2 ou 1. Dans le cas de la surface réglée 
du genre 2, les génératrices de celle-ci sont découpées en un seul 
point par toute courbe du systeme donné. Si au contraire la surface 
réglée est elliptique, ses génératrices sont rencontrées en plus d’un 
point par les courbes du systéme co’. 

Toute surface de l’espace ordinaire dont les sections planes ont le 
genre 2, est rationnelle (et contient wn faisceau de coniques), ou bien 
elle est réglée***). 


4) Les derniers théoremes s’étendent de suite & toute surface qui 
contient un systéme co? de courbes hyperelliptiques, dont le genre x 
est aussi haut que l’on veut7): 


Toute surface contenant un systéme linéaire co? de courbes hyper- 
elliptiques de genre x, dont la série caractéristique est non-spéciale, peut 
se transformer birationnellement en un plan, ou bien en une surface 
réglée dont le genre a une des deux valeurs a, 1. Au sujet de ce 
dernier cas, il y a lieu de faire une remarque analogue a la précédente. 

Toute surface de l’espace ordinaire dont les sections planes sont des 
courbes hyperelliptiques est rationnelle (et contient un faisceau de coniques), 
ou bien elle est réglée. 


5) Pour a =—3, le cas hyperelliptique excepté, on n’a jusqu’d 
présent que des résultats incomplets +7). 


*) Castelnuovo, Sulle superficie algebriche le cui sezioni piane sono curve 
ellittiche, Rendic. della R, Acc. d. Lincei, 1894; voir aussi Enriques, Sui sistemi 
lineart ..., n° 5. 

**) Castelnuovo, Sulle superficie algebriche che contengono una rete. .., l.c.; 
Enriques l. c. n° 8. 

***) Enriques, Sut sistemi lineart di superficie algebriche ..., Rendic. della 
R. Acc. d. Lincei 1893, Math. Annalen 39. 

+) Voir pour ces résultats les Mémoires cités de MM. Castelnuovo et 
Enriques, 

+t) Castelnuovo, Sulle superficie algebriche le cui sezioni sono curve di 
genere 3, Atti dell’ Acc. d. Scienze di Torino, vol. 25, 1890. 
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40. 
Quelques résultats qui se raménent aux précédents. 


Si l’on connait sur une surface un systéme linéaire assez ample 
de courbes, on peut parfois en déduire un autre qui se trouve dans 
les conditions considérées plus haut, a l’aide d'une méthode qui a été 
employée avec succes par M. Del Pezzo*), et qui consiste & imposer 
de nouveaux points- base (simples, doubles ...) aux courbes du systéme. 
Au point de vue projectif, cela revient 4 considérer la surface de 
espace S, (& r dimensions), dont les sections par les S,_, forment le 
systeme donné, et & projecter la surface par quelques-uns de ses points, 
de ses plans tangents, etc. 

Par ce moyen on voit sur le champ que toute surface de l’espace 
S,(r > 3) ayant Vordren=r—1, ou n =r, est rationnelle, excepté 
le cone elliptique qui peut se présenter dans le second cas; on peut 
méme assigner des propriétés projectives intéressantes de ces surfaces**), 

Un autre résultat, qu’on a obtenu par la méme méthode ***), com- 
pléte en quelque sorte le théoreéme cité plus haut, d’aprés lequel un 
systeme linéaire de genre x > 1 sur une surface rationnelle, a la 
dimension < 3a + 5: 

Si un systéme linéaire de courbes de genre x >1 sur une surface 
a la dimension r > 3x + 5, la surface est rationnelle, ou bien elle peut 
se représenter sur une surface réglée de genre x, dont les génératrices 
rencontrent en un seul point les courbes du systéme. C'est le second 
cas qui se présente toujours si r >3a+5 pour z>1, ow r>9 
pour x—1. 

On pourrait méme, a ce qu'il parait, obtenir des résultats plus 
expressifs en relation avec des valeurs inférieures de r. 


41. 
Méthode des systémes adjoints successifs. 


La méthode que nous venons d’exposer, ne se préte pas, dans la 
plupart des cas, & examiner si une surface, possédant un systéme donné 
de courbes, est rationnelle. L’imposition de nouveaux points-base au 
systeme aménera d’ordinaire & un nouveau systeme, dont la dimension 
résultera aussi petite que l’on voudra, mais dont le degré et le genre 


*) Sulle superficie di ordine n immerse nello spazio di n+ 1 dimensioni 
(Rendic. Accad, di Napoli, 1885); Sulle superficie dell’? n° ordine immerse nello 
spazio di n dimensioni (Rendic. Circolo Mat. di Palermo t. I, 1887). 

**) Del Pezzo, 1. c. 

***) Enriques, Sulla massima dimensione..., Atti dell’ Acc. d. Scienze 
di Torino, vol, 29. 
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seront encore trop grands pour qu’on puisse en tirer quelque con- 
clusion. Or un procédé de reduction ne peut nous satisfaire, s'il ne 
conduit nécessairement & un systéme de genre ou de degré assez petits, 
toutes les fois que la surface considérée est rationnelle; car seulement 
dans ce cas il nous permettra de décider si une surface donnée est 
rationnelle, ou bien ne lest pas. Un tel procédé nous est fourni par 
Yopération dadjonction, que nous avons définie dans un Chapitre 
précédent. 

Soit |C| un systeme linéaire de courbes sur la surface donnée; 
formons le systeme adjoint |C’|, ensuite le systeme |C”| adjoint de 
celui-ci, que nous appelons le second adjoint de |C|, et ainsi de suite. 
Or, par rapport a la succession des systemes |C|, |C’|, |C”|, . 
deux cas peuvent se présenter. 

1) Ou bien la succession a un terme; on parvient done a un 
dernier systeme |C“| qui n’admet plus de systeme adjoint; 

2) ou bien la succession est illimitée; chacun des systemes qui 
la composent admet le systeme adjoint. 

C’est naturellement le premier cas qui va se presenter, lorsque 
la surface considérée est rationnelle; on le voit sur le champ, si |’on 
opére sur des systemes de courbes planes. Mais on ne peut pas dire 
inversement que la condition 1) soit toujours suffisante, pour affirmer la 
rationnalité de la surface; car il faut ajouter encore la condition de 
régularité de la surface (py = pp). Kn effet le dernier systéme | C| 
aura alors (on le démontre) le genre 0 ou 1, et on pourra appliquer 
les résultats du n° 39. 

En conclusion pour reconnaitre le caractére rationnel d’une surface, 
il faut d’abord vérifier qu'elle est réguliére (pour cela il suffit en 
général d’examiner si la série découpée par |C’| sur la courbe C est 
complete (n° 28)). 

Ensuite il faut vérifier si la succession |C|, |C’|, |C’|... a 
un terme. Ce procédé exige, ace qu'il parait, un nombre d’opérations 
qu’on ne peut pas assigner a priori, avant de conduire 4 une réponse 
définitive sur la nature de la surface proposée. C’est la un défaut 
sérieux, que nous ticherons d’éviter. On y réussit en remarquant que 
tous les systémes adjoints peuvent se déduire des deux premiers |C| 
et |C’| par de simples opérations d’addition et de soustraction; on a 
en effet (en vertu du théoreme fondamental n° 16) 


\C”|=|20’ —Cl|, |C’”|=—|30’ —2C}, ete. 


C’est donc la considération des systemes |C| et |C’| qui suffit 
pour trancher la question de la rationnalité de la surface. Voici com- 
ment il faudra procéder. 

a) Il faut d’abord reconnaitre que |C’| ne contient pas |C}; 
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b) il faut encore que |2C’| ne contienne pas |2C|; cette condition 
renferme la précédente, mais elle n’en découle pas. 

Toute vérification ultérieure est superflue; en effet on démontre que 
sila derniére condition est remplie, la succession |C|,|C’|,|C”|... a 
un terme; par suite la surface est rationnelle. On a donc le théoréme 
suivant *): 

Sur une surface réguliére on suppose connu un systéme linéaire 
|C| de courbes (du moins co’), ainsi que son systéme adjoint |C’|; pour 
que la surface soit rationnelle, il faut et il suffit que le systéme |2C’| 
ne contienne pas le systéme |2C\. 

Nous allons voir tout de suite quelques corollaires de ce théoreme; 
mais remarquons d’abord que la condition nommée est certainement 
remplie lorsque le degré n du systéme |C| est supérieur ad 2x — 2 
(x étant le genre de |C\). 


42. 


Rationnalité d’une surface déduite de la connaissance de ses invariants 
numériques. 


La conséquence la plus importante que l’on peut tirer du théoréme 
répond & la question suivante: la classe des surfaces rationnelles 
sera-t-elle entiérement définie par des valeurs particuliéres des 
nombres invariants (p,, Ya, P,, P,...)? Clebsch s’était posé la 
question analogue pour la classe des courbes rationnelles; il l’a résolue 
en remarquant qu'une courbe est rationnelle si son genre est nul, et 
viceversa. Nous allons voir que pour les surfaces la réponse est ana- 
logue, bien qu’il y ait & envisager plus d’un caractére. 

Rappelons d’abord que pour une surface rationnelle on a 

eRe He e+ eG 
cest ce qui résulte des définitions de ces caractéres. Ces conditions 
ne sont pourtant pas toutes indépendantes, mais il ne faut penser non plus 
que l'une d’elle entraine de suite les autres (comme il arrive pour les 
courbes). En effet les surfaces réglées irrationnelles, par exemple, ont 
py = P, = y= = 0, 

mais Pp,» <0; et Von connait de méme des surfaces non-ration- 
nelles avec p, =O. On était vraiment porté 4 croire que les deux 
conditions p,= p, = 0 suffiraient 4 caractériser la classe des surfaces 
rationnelles; et c’est seulement lorsqu’on a trouvé des exemples con- 
traires, qu’on a vu qu'il en était tout autrement; ce sont les exemples 
que nous avons deja cités au n° 30 (p,—p,=90, P, > 0). 

C’est le théoreéme du paragraphe précédent qui nous fournit la 


*) Castelnuovo, Sulle superficie di genere zero. 
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réponse @ notre question; car les hypotheses qu’on y fait se traduisent 
par les relations p, = p,, P, = 0 (qui découlent de p, = 0, P, = 0). 
On a done le résultat*): 

Afin qu'une surface soit rationnelle, il faut et il suffit que le genre 
numérique p,, et le bigenre P, s'évanouissent (p, = P, = 0). 


43. 
Détermination des surfaces rationnelles d’un ordre donné. 


On peut faire une application du théoreme dernier 4 la détermi- 
nation de toutes les surfaces rationnelles de l’ordre m dans |’espace 
ordinaire; cela, du moins, en théorie, car l’exécution pratique exige 
des notions qu’on ne posséde pas pour le moment. La question est 
réduite & analyse des singularités (courbes et points multiples), qu’on 
peut attribuer a une surface de l’ordre nm, ayant égard aux conditions: 
1) que le genre numérique de la surface soit nul, 2) qu’il n’existe pas 
de surfaces biadjointes de l’ordre 2(n—4), en dehors de celles qui sont 
formées par la surface donnée avec une autre surface d’ordre n — 8. 
Ainsi la difficulté est ramenée a déterminer l'influence exercitée par 
une singularité connue sur le genre numérique d’une surface, et le 
comportement d’une surface biadjointe dans la méme singularité. C’est 
ce qu’on peut faire dans les cas les plus simples; ainsi: 

Si une surface F' de Vordre n posséde une courbe double ayant 
Vordre d et le genre x, et posséde en outre t points triples, qui sont 
triples aussi pour la dite courbe (et n'a pas d'autres singularités), les 
conditions de rationnalité de la surface sont les deux suivantes: 

1) om doit avoir la relation 

SAN O~HNO=>) _ (nw — 4)d + 264+ 2 —1—0, 
2) al ne doit pas exister de surfaces d’ordre 2(n— 4) qui passent 


doublement par la courbe double de F (en dehors des surfaces qui 
contiennent la F’). 


44. 


Surfaces les points desquelles ont des coordonnées qui s’expriment en 
fonctions rationnelles de deux paramétres. 


Le théoreme fondamental du n° 41 nous permet aussi de répondre 
& une question, qui se présente tout d’abord dans l’étude des surfaces 
rationnelles. La définition que nous avons donnée de ces surfaces, se 
traduit par les deux conditions suivantes: 


*) Castelnuovo, l. ¢. 
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1) les coordonnées x, y, 2 du point général de la surface s’ex- 
priment en fonctions rationnelles de deux paramétres a, 6 (qui peuvent 
étre regardés comme les coordonnées d’un point du plan), 


(1) a=f,(¢,B), y=f(@, 8), 2=f3(@, B); 


2) inversement les paramétres a, 6 s’expriment rationnellement 
en fonctions de z, y, 2, 

(2) a= 9, (x,y, 2), b = 9, (a, y, 2). 

Or supposons que, pour une surface donnée, la premiére condition 
soit remplie, en d’autres termes supposons que les (1) subsistent; et 
tachons de déduire les (2) des (1) par des opérations d’élimination. 
Si Pon peut effectuer le passage, ce qui arrive dans bien de cas, la 
surface est rationnelle, d’aprés la définition. Mais il peut arriver, au 
contraire, qu’on ne puisse pas déduire les (2) des (1), parce qu’é un 
point (,y,2) de la surface correspondent » > 1 points (a, 6) du 
plan. Est-ce qu'il faudra conclure dans ce cas que la surface n’est 
pas rationnelle? Ou bien, au contraire, pourra-t-on introduire, au 
lieu de a@ et B, deux nouveaux paramétres a’, B’ (fonctions rationnelles 
des premiers), de telle fagon que x, y, 2 s’expriment rationnellement 
i Vaide de a’, B’, et viceversa a’, B’ s’expriment rationnellement a 
Yaide de 2, y, 2? Dans ce dernier cas la surface serait naturellement 
rationnelle, et la particularité qu’on vient de remarquer a l’égard de 
a et B, dépendrait seulement du choix spécial des paramétres. 

Or on soupgonnait bien qu'il en était ainsi; car dans le méme 
sens avait été résolue, par M. Liiroth, la question analogue qui se 
rapporte aux courbes. Mais la démonstration de M. Liiroth, a ce 
qu'il parait, ne peut pas s’étendre aux surfaces. 

Voici comment on réussit & démontrer le théoreme. 

A tout point (a, y, 2) de la surface correspondent (nous |’avons 
dit) » > 1 points (a, 6) du plan; a toute courbe algébrique de la sur- 
face correspond une courbe algébrique du plan, et a un systeme linéaire 
de courbes sur celle-la, un systeme linéaire de courbes sur celui-ci. 
Or des propriétés connues de ces derniers systemes on peut déduire 
des propriétés des premiers systemes. Ainsi ]’on voit par exemple que 
sur la surface tout systéme linéaire complet a la série caractéristique 
complete, d’ou il résulte que les deux genres p,, p, de la surface sont 
égaux. On voit, de plus, que sur la surface existent des systemes 
de genre w avec le degré > 2a — 2, d’ovd il sensuit 

Py = P, = Py =---=0. 


Les deux conditions (py, = P,—0) pour la rationnalité d'une sur- 
face sont donc remplies, C’est ce qui affirme le théoreme suivant*): 


*) Castelnuovo, Sulla razionalita delle involuzioni piane, Math, Ann. 44, 1893. 
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Si les coordonnées du point général d’une surface peuvent s’exprimer 
rationnellement en fonctions de deux paramétres, la surface est rationnelle. 

On peut présenter ce théoreme sous une autre forme, pourvu que 
Yon remarque que les groupes de » points (a, 8) correspondants aux 
points (x,y, 2) de notre surface, forment sur le plan une involution, 
cest-a-dire, un systeme oo? de groupes, dont chaque groupe est 
entierement déterminé par un de ses points: 

Toute involution sur le plan est rationnelle. 


45, 


Rationnalité d’une surface déduite de la connaissance d’une série, pas 
linéaire, de courbes. 


Jusqu’ici nous nous sommes bornés a considérer des systemes 
linéaires de courbes, Or il y a des cas, od la connaissance d’une 
série co! non-linéaire de courbes sur une surface, série telle que par 
le point général de la surface il passe plus d’une courbe de la série, 
peut suffire pour reconnaitre la rationnalité de celle-ci. Voici quel- 
ques exemples: 

a) Un premier exemple regarde le cas ot sont rationnelles les 
courbes de la série, ainsi que la série elle-méme (en y considérant 
la courbe comme élément): on a alors le théoreme suivant qui se 
déduit sur le champ du théoréme sur les involutions planes (ainsi que 
celui-ci s’ensuit de celui- la): 

Toute surface qui contient une série rationnelle de courbes ration- 
nelles, est rationnelle*). 

Ce théoreme comprend, comme un cas particulier, le théoreme de 
M. Nother, relatif aux surfaces ayant un systéme linéaire oo' de 
courbes rationnelles; pour le retrouver il suffit, en effet, de supposer 
que par tout point de la surface passe une seule courbe de la série. 

b) Un second théoreme envisage une série dont le degré (nombre 
des intersections variables de deux courbes) est 1: 

Toute surface qui contient wne série algébrique de courbes, dont le 
degré est 1, et telle que par chaque point de la surface passent i > 2 
courbes de la série, est rationnelle**). 

Si, les autres hypotheses restant les mémes, on suppose i = 2, 
la surface peut se représenter birationnellement sur la variété formée 


*) Castelnuovo, Sulle superficie algebriche che contengono wna rete di 
curve iperellitiche, 1. c. 

**) Humbert, Comptes Rendus, 1893; Sur quelques points dela théorie.. ., 
Journal de Mathématiques 4° s*, t¢?X; Castelnuovo, Sulla linearita delle in- 
voluzion’ ..., Atti dell’ Acc. d. Sc. di Torino, vol. 28, 1893. 
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par les couples de points d’une courbe, dont le genre est égal a celui 
de la série. 

c) Au théoreme qui précéde se rattache le suivant*): 

Qu'il existe sur une surface deux séries algébriques de courbes, telles 
que deux courbes générales appartenant a de séries différentes, se 
rencontrent en un seul point variable; alors si par le point général de 
la surface il passe plus d’une courbe de chacune des séries, la sur- 
face est rationnelle, et les courbes des séries sont elles-mémes rationnelles. 
Si par le point général de la surface passe une seule courbe de la 
premiére série, et plus d'une de la seconde, la surface peut étre 
transformée birationnellement en une surface réglée; si enfin par le 
point passe une seule courbe de chaque série, la surface peut se re- 
présenter sur la variété des couples de points de deux courbes. 


46. 


Surfaces admettant un groupe continu de transformations birationnelles 
en elles-mémes. 


Pour accomplir, autant que possible, cette revue des résultats 
obtenus au sujet des surfaces rationnelles, il faut que nous disons 
encore quelques mots sur les surfaces qui admettent un groupe continu 
de transformations birationnelles en elles- mémes, au point de vue de 
leur caractére rationnel. 

M. Picard**) a abordé, le premier, le probleme des groupes de 
transformations d’une surface en elle-méme, et il est parvenu a des 
résultats extrémement remarquables, qui ne trouvent pas ici leur place, 
car ils concernent principalement certaines classes de surfaces irration- 
nelles. Pour notre but il suffit en effet d’énoncer les théorémes 
suivants, qui donnent l’extension naturelle du résultat bien connu de 
M. Schwarz relatif aux courbes: 

Toute surface qui admet un groupe continu transitif de transfor- 
mations birationnelles en elle-méme, groupe dépendant de deux para- 
métres, est rationnelle, si les transformations ne sont pas échangeables 
deux &@ deux. 

Toute surface qui admet un groupe continu transitif de transfor- 
mations birationnelles en elle-méme, groupe dépendant de plus de deux 
paramétres, est rationnelle, ow bien peut se transformer en une surface 
réglée elliptique**). 





*) Castelnuovo, L. ¢. 
**) Voir les Mémoires cités dans |'Introduction. 
***) Castelnuovo et Enriques, Comptes Rendus de l’Ac. d. Sc, 1895; 
voir aussi dans le méme recueil (1895) une Note de M. Painlevé. Au sujet des 
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47. 
Plans doubles du genre un. 


Dans le n° 38 nous avons parlé des plans doubles, c’est-a-dire 
des champs algébriques 


a, ¥, Vi(@, y); 
ou f désigne un polynéme; nous avons énoncé les résultats de Clebsch 
et Nother sur la nature de la courbe de diramation f(x, y) = 0, 


lorsque le plan double est rationnel, et en conséquence /f(2, y) 
devient une fonction rationnelle de deux nouveaux paramétres, par une 
substitution rationnelle convenable sur z, y. 

Le probleme se pose maintenant de classifier les plans doubles 
supérieurs (d’apreés leurs courbes de diramation). Les résultats obtenus 
jusqu’ici sur ce sujet se bornent au cas des plans doubles, dont les 
genres p, et P, (et par suite pl, p,, P,...) ont la valeur 1. On 
a le théoréme*): 

Les plans doubles dont les genres (p,, P,) ont la valeur 1, se 
répartissent en quatre classes, selon que leur courbe de diramation peut 
étre ramenée, par une transformation birationnelle du plan, a& l'une des 
courbes suivantes: 

1) courbe générale de Vordre 6: 

2) courbe de l’ordre 8 douée de deux points du quatriéme ordre; 

3) courbe de l’ordre 10 douée d’un point de Vordre 7 et de deux 
points triples infiniment prochains a celui -la; 

4) courbe de l’ordre 12 douée d’un point de l’ordre 9 et de trois 
points triples infiniment prochains a celui- ld. 


Florence, 13, février 1896. 


énoncés que nous rapportons ici, il est bon de remarquer que nous appelons 
transitif (d’aprés M, Lie) un groupe qui puisse changer un point en un autre 
point arbitrairement fixé; et que le second théoréme dit un peu plus de celui 
qu’on trouve dans les Comptes Rendus. 

*) Enriques, Sui piani doppi di genere uno, 1. c. 











Sur les équations différentielles ordinaires du premier ordre. 
Par 


A. Korine & St. Pétersbourg. 


De toutes les parties du calcul intégrale, qui ont été l'objet des 
travaux systématiques des géométres, la plus imparfaite est certainement 
celle, qui s’occupe des équations différentielles. 

La grande généralité des questions, qui s’y présentent, les in- 
nombrables particularités relatives aux différents cas et principalement 
le manque des methodes de calcul ne permettent pas encore de faire 
une théorie générale de quelque classe que ce soit de telles équations. 

Les anciens géométres et surtout l’immortel Euler, en vue de 
multiplier des matériaux, se sont occupés de rechercher des équations 
intégrables au moyen des signes mathématiques usités et des signes 
des quadiatures. Ils nous ont laissé des exemples admirables, ov 
l'ingéniosité de l’analyse témoigne assez de la sagacité des auteurs. 

Dans ces derniers temps on a essayé d’appliquer aux équations 
différentielles la théorie des fonctions d’une variable complexe, résultant 
elle méme de |’étude des fonctions algébriques et de leurs intégrales. 
Mais, avec la grande généralité de ses théorémes, elle a aussi une 
imperfection essentielle; & savoir, le défaut des methodes pour le 
calcul des fonctions inconnues. Or, ce calcul est la véritable inté- 
gration d’une équation, et le but définitif de son analyse. 

Pour avancer dans l’intégration des équations différentielles la 
seule théorie des fonctions ne suffira donc pas; 4 cet effet il faut y 
associer des considérations, qui lui sont complétement étrangéres. 

Je pense donc, qu’ayant pour but le caleul des inconnus, nous 
n’avons jusqu’a présent d’autre moyen que de suivre la marche des 
anciens géométres, c’est 4 dire, en nous bornant a I|’étude attentive 
des équations particuliéres, rechercher de nouvelles équations inté- 
grables; et cela d’autant plus, que des cas particuliers trés simples, 
traités convenablement, peuvent conduire a des conclusions trés générales. 
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Pour faire un essai dans cette voie, je prends une des plus simples 
équations différentielles dont Euler s’est occupé; c’est l’équation 


y dy + (P+ Qy) dx = 0. 
En étudiant les formes sous lesquelles se présente son intégrale 
générale, on en trouve une, qui est trés remarquable. 
En effet dans bien des cas, comme cela résulte des recherches, 
d’Euler, elle est donnée par |’équation 


™. 
(2) (y — %4)™ (y — v,)™ ~~» (Y— tm) *=—C, 
ol m,, m,,..., m, sont des constantes données dont aucune n’est 
égale 4 zéro, C une constante arbitraire et v,,v,,..., Un des fonctions 


de x, différentes entre elles. 


Je me propose d’abord, en supposant le nombre m de facteurs 


donné, d’ailleurs queleonque, de trouver toutes les équations diffé- 
rentielles 


ydy + (P+ Qy) dx = 0, 
qui admettent une intégrale générale de cette forme et en méme temps 
de déterminer v,, v,, . . -, UV, comme fonctions de z. 
Parmi les travaux des autres géométres relatifs 4 l’équation d’Euler 
et lui semblables je citerai celui d’Abel*). Ce géométre a trouvé 


plusieurs formes des multiplicateurs et réduit 4 cette équation une 
autre 


(y+s)dy+(p+ayt+ry’) dzx=0 


— fQae 


pour une nouvelle variable indépendante, que nous continuerons de 
désigner par z, on réduit l’équation d’Euler 4 une autre 


d R 
(1) = 145 


plus générale. 
En prenant la fonction 


dx 
plus simple et qui est lui équivalente. 

Minding **) dans un mémoire remarquable donne des théorémes 
généraux trés importants concernant les multiplicateurs de certaines 
équations, dont celle d’Euler est un cas particulier, et il ajoute plusieurs 
exemples nouveaux @ ceux d’Kuler. 

L’équation (1) a fait derniérement le sujet d’une dissertation de 
M. Koialovicz***) en langue russe. Il se propose cette question: étant 


*) Abel. Oeuvres complétes, Nouvelle édition. Tome II. page 26. 

**) Minding. Beitriige zur Integration der Differentialgleichungen erster 
Ordnung. Mémoires de l’Académie des sciences de St. Pétersbourg. VII* série. 
Tome V. n° 1. 1862. 


***) Koialovicz. Recherches sur l’équation différentielle ydy — ydx = Rdz. 
1894, 





ae ae ee ee Ue, le. 
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donnée la fonction R(x), reconnaitre, si l’équation (1) est intégrable 
sous la forme (2). Il considére principalement le cas, ot R(x) est 
la somme d’un nombre fini de termes de la forme az*. Quoique 
M. Koialovicz ne soit pas parvenu a la solution complete de la question, 
il a trouvé, en se servant des séries, plusieurs résultats intéressants 
concernant la fonction R(«), le nombre n de facteurs de lintégrale 
générale et les constantes A. 

Apres avoir résolu le probleme que je me suis proposé pour 

Péquation d’Euler, je passe 4 l’équation 

M(y) dx + N(y) dy =0, 
M(y) et N(y) étant des fonctions entiéres de y dont les coéfficients 
sont des fonctions quelconques de z. 

Pour conserver l’analogie avec l’équation d’Euler, je fais les 
restrictions suivantes: je suppose que le degré du polyndme M(y) ne 
soit pas supérieur 4 celui de N(y) et que l’équation N (y) = 0, en y 
regardant y comme inconnu, n’ait pas de racines multiples. 

Je me propose, relativement a l’équation 

M(y) dz + Niy) dy=09, 
de résoudre le méme probléme, 4 savoir, de trouver tous les cas, od 
elle est intégrable sous la forme (2). 

On pourrait par la méme methode traiter cette équation en n’y 
faisant point les restrictions mentionnées, mais je me bornerai pour 
le présent au cas particulier précédent, qui est lui méme assez général, 
en me proposant de revenir sur ce sujet dans une autre occasion. 

Les résultats trouvés pour |’équation d’Euler reparaissent avec 
quelques modifications dans la recherche sur |’équation 

M(y) dz + N(y) dy = 0. 
La résolution du probléme se réduit 4 lintégration des systémes d’équa- 
tions différentielles simultanées, dont le nombre dépend de nm et par 
conséquent reste indéterminé, quand n est arbitraire. 

Je me contente de réduire le calcul des inconnus a la résolution 


des équations finies et aux éliminations, dont |’analyse appartient a 
Palgébre, 


§ 1. 
Soit 2 la variable indépendante et R une fonction de x; proposons 
nous de trouver toutes les valeurs de R telles que |’équation 


dy __ Rk. 
(1) 143 


dx 
ait une intégrale générale de la forme 


(2) Pty iim v,)™ (y = V,)™ ae (y —_ Un)" aes C, 


| 
| 
| 
| 
| 
| 


a a 


— 
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ot P est une fonction de x, la signification des autres lettres ayant 
été expliquée ci-dessus. 
La condition nécessaire et suffisante pour que cela ait lieu con- 


siste dans l’égalité de la valeur de 2. qui se déduit de léquation (2) 


par la différentiation, a celle, qui est donnée par |’équation (1). 
Faisons pour abréger 


dP , a, , dy a 
de) Ge Ge 9) 


alors, en prenant les logarithmes des deux termes de |’équation (2), 
et en différentiant on aura 


> > mi ty 2 —v; 0, 


ot les sommes se rapportent & l’indice i, qui parcourt les valeurs 
By Bo Bp ov vy & 
R 


En comparant la valeur de y’ tirée de cette équation 4 1+ ; 





que donne léquation (1), on aura la condition mentionnée dans 
Pégalité 


Pp’ Mm; v; R m,; 
@) Bt Dyan Ot yD sy 
qui doit étre identique. 


Or en la débarrassant des dénominateurs, on voit que le coéffi- 


cient de y"t' est 





Donc il faut qu’il soit P’ —0O et P une constante. 
On peut faire P= 1 et les équations (2) et (3) deviennent 


(2) (y —_ v,)™ (v—v,)™ ... (y— v.) "= C, 


(3) > et -04+595 74 


Faisons pour abréger 
F(y) = (y— %) (y— %) - + - (Y — On) 
=" + ayy + ay +++ + Onay + an, 
de sorte que 
(4) a, = — (y+ %+---+%), 
Ay = V0, + 0,05 + Qe f+, +++ Gn = (— 1)" Ov, ---0 
et posons encore 





=... aah Fy(y) | 
(5) y—v Fly)” 
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Le numérateur F(y) est une fonction entitre de y, n’ayant aucun 
facteur commun, entier en y, avec le dénominateur F'(y). 

En multipliant l'équation (3) par F(y) et en ayant égard a 
Yéquation (5), dans le premier terme on aura une fonction entiére de 
y et le second se présentera sous la forme 


(y + B) =. 


Or R étant supposé différent de zéro, il faut que F,(y) soit divisible 

par y. Pour quelle satisfasse 4 cette condition il faut et il suffit que 

Yon ait F,(0) = 0. Cela se réduit en vertu de légalité (5) a l’équation 
m. 

(6) Ra 3 =O. 

Cette équation se trouve dans la dissertation de M. Koialovicz. 

Faisons abstraction du cas, ot R est une constante, car alors 
?équation proposée (1) est intégrable par la séparation des variables 
et l’intégrale générale ne se présente pas sous la forme (2). 

Cela posé, il est évident, que les valeurs de »,’, v,' . .. sont 
différentes de zéro. En effet en supposant v; — 0, il suit de l’équation 
(3) que v1, = — R et R est une constante, ce qui n’a pas lieu. 
Multiplions maintenant léquation (3) par y—v; et faisons ensuite 
y = v,; il viendra 


| ' R re 
(7) oi =14+—-.- (i= 1,2,3,---,n). 


Ainsi les fonctions v,, v,,..., V, sont des solutions de |’équation 
différentielle (1), ce qui suit encore de l’intégrale générale (2). Ce 
resultat est un cas particulier de celui qu’a démontré Minding pour les 
multiplicateurs des équations du premier ordre*). 

Les »-+ 1 équations (6) et (7) peuvent remplacer la condition 
(3) et sont par conséquent non seulement nécessaires, mais encore 
suffisantes. 

En effet supposons qu’elles soient satisfaites par les valeurs de 
V1) Vy,+++) Un} alors en faisant 


(vy) = yPy), 
on voit, qu’en vertu de l’équation (6), »(y) sera une fonction entiére 
de y. Or comme on a 
™ _ Fily) _ yoy) 
om %% Fy) Fy)’ 


*) Beitriige zur Integration der Differentialgleichungen erster Ordnung. 
Mémoires de l’Academie des sciences de St, Pétersbourg VII* série. ‘Tome V. 
n° 1. 1862, 


Mathematische Annalen. XLVIII. 21 
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on en déduit 


(8) a a I) oe OD 


FF)’ 
F’(v;) étant la valeur de 2 ie pour y=v,;. Ensuite en vertu de 
cette équation on a 


% (%) _ 7% ! ™, 
P Peres -2 96-57 m-s2it, 


Or v,, %),-.-, Un satisfaisant aux équations (7), cette égalité 
donne 


ns m(1+2) 
>**- ~ §- ee tk an 
R = 
-0+92 3: 
Il est évident d’ailleurs que la fraction 


p(y) _ 1 > . = mv; 
Fy) y y—v, ytR = 


est un multiplicateur de l’équation (1), car en présentant cette derniére 
sous la forme 








ce qui est l’équation (3). 


ydy — (y+ R)dx=0 


et en multipliant par Fe) , On aura 


d 
= Ds m; log (y — v;) = 0. 


De 1a on obtient léquation (2). 

On peut done énoncer ce résultat: 

Pour que |’équation (1) ait une intégrale générale (2), il faut et 
il suffit que la fonction 


F,(y) = (y — %) (y — %) -+- WY v) > oa 


soit divisible par y et que v,, %,..., Um soient des solutions de 
léquation (1). 


§ 2. 


Il suit de la condition 
. m, m,, 
(6) e¢2t-- +o +<2-* 


que l'une des quantités v,,v,,..., 0, est une fonction des autres. 








de 


ité 


t 
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Nous regarderons v, comme fonction de %, v,, . . +, Un—1; 38 
valeur sera donc 
m, 
2) = — 
1 n—1 
4 Ve Ss 


Or cela impose & R une forme déterminée comme fonction de 
V1) Voy + + «y Un—i- 
En effet la valeur (9) de v, doit satisfaire 4 ]’équation (1). 
En différentiant !'équation (6) on aura 
, ve — 
tame — ey \m etm FH. ~+ My-1- 7 =). 


it 





Désignons par k un des nombres 1, 2, 3,...,%—41; alors des 
équations (7) on déduit 


‘ 
v m m 
k k k 
Mm, . : = a — . 
% U U 


En substituant ces valeurs dans l’équation précédente on aura 








ae ee ee eee CEC emenes)) 


a 253 T+ RDN) +142. 


Pour que v, satisfasse a Yequation 
R 
=1+ 2,’ 


V, Uo, .-+ Un—+ Stant des solutions de |’équation (1), il faut et il suffit 


quil soit 
Spt ATF 


m; 


ou bien, 


On déduit de la 


(10) a 


m; 


=F 
v; 





la quantité v, ayant dans cette formule la valeur (9)*). 

*) Je remarque en passant, que si l’on donne la fonction R et le nombre n, 
l'équation (9) suffira en général pour trouver v,, ¥,,...¥, comme fonction de x 
et aussi les rapports constants 


21° 
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La question que nous nous sommes proposée consiste donc maintenant 
dans la recherche des valeurs de v,, v,,...Un—1- Or 0,0 ),+. + Un—1 
étant des solutions de |’équation (1), qu’on peut présenter sous la forme 

yy —y=R 
et R ayant la valeur (10), tout se réduit 4 integration de ce systéme 
d’équations simultanées 
m, 
’ ’ ' v;* 
(11) v,0, — vo, = 0,0, — 0, + ++ = Up_1 Un — M1 = — a 
v3 

Nous allons supposer que le nombre entier » soit donnée, mais 
d’ailleurs quelconque. I] ne doit seulement pas étre inférieur & deux. 

Les constantes m,, m,,...m, sont arbitraires; nous les regarderons 
comme des quantités données. 

Cela posé, les équations (11) ont une infinité de solutions, car 
V,, Ve, +++ Uns dépendent non seulement de x, mais aussi de n — 1 
constantes arbitraires indépendantes. 

Pour avoir ces valeurs de v,, v,,...Un—1, il suffit de trouver un 
systeme complet de » — 1 intégrales indépendantes des équations (11). 

Pour une valeur donnée de z on peut assigner arbitrairement les 
valeurs de v,,¥,,..-n—1- Il s’en suit que toute équation entre elles 
et x ne contenant pas de constantes arbitraires doit étre identique, 
En effet alors les dérivées R’, R’, ... sont des fonctions connues. En dif- 
férentiant donc l’équation (9) un nombre suffisant de fois et en se servant de la 
formule (é) du § 4 pour éliminer aprés chaque différentiation les derivées des 


m. 
sommes > =< on aura les équations 
F 
me mg 
Dwt® Dan 
D tor DS Star yD A By moet 
gt oR Dart oe ae * 


En y associant l’équation (6) on définira v,,v,,..., et les rapports mentionnées 
comme fonctions de x. Or ces rapports doivent étre des constantes. Si quelqu’un 
d’entre eux ne l’est donc pas, c’est le signe que |l’équation (2) n’est point une 
intégrale générale de l’équation différentielle (1). Si c’est le contraire, qui arrive, 
on s’assurera si les valeurs trouvées de v,, ¥2,... v,, sont des solutions de l’équation 
(1), et lorsqu’elles le sont cette intégrale générale est exprimée par |’équation 


(y) 


™ ma *e—! 
(y— a) ™(y — m)---(y— 0,1)“ (Y—0,) = C. 
Enfin si parmi les équations (y) il y en a, qui sont des conséquences des autres 


et qu’elles ne donnent pas les valeurs de v,, v,,...v, et des rapports mentionnés, 
leur comparaison avec les résultats énoncés au § 11 résout toujours la question. 








ant 


n—1 


me 


me 


ais 
ns 


ar 


un 
1). 
les 
es 
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ou, ce qui revient au méme, une telle équation entre x, v,, V.,.-.Un—1) Un 
devient identique en vertu de l’équation (6). 

S’il arrive cependant pour des valeurs particuliéres de cas constantes, 
que quelques unes des quantités v,,v,, ... U, deviennent égales, le 
nombre des facteurs dans |’équation (2) sera inférieur 4 m; par ee 
nous faisons abstraction de ce cas, ayant pour but de trouver V1) Vqy++ Un, 
qui se rapportent précisement au nombre n. 


§ 3. 
Passons maintenant @ la recherche des intégrales du systéme (11). 
Il y en a une qui est évidente. En effet, si nous présentons 
léquation (5) sous la forme 


y Fy) SP = W+B) FO) Syne = Wt B Ay) 


et que nous comparons les coefficients de y" dans les deux termes, 


nous aurons 
> m;v; => > Mm; 
>) mv = 2 >) m; + 0’, 


C’ étant une constante arbitraire. 
Il existe encore une autre intégrale qu’on déduira directement des 
équations (7) 
En effet, i et & étant deux indices différents, on a 
, R , R 
welt, emits 


et par conséquent 





et de la il vient 


vf — oY = — aan — Up). 
On obtient de la 
d \m as 
aq og [(%i—ve)"*] = — BR = 


Laissons i invariable et faisons parcourir 4 k toutes les valeurs 
1,2,3,...m & lexception de 7. Nous aurons » — 1 équations, qui, 
étant ajoutées ensemble, donnent 


is log [(vs—04)"* (V6 — Vg)"2 + -(v¢— 04-1)" (04 — D441) IH + (05 — OH)" 
mM, m; Mm, 
=-RE(G+5, pn ‘+5 = tet +E 
1 i+ n 
Or en vertu de la condition (6) on a 


és. 4p Tp eS 


<* “Ti 1 =a 
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et de l’équation (7) il suit 


; D 
m mv mm, diog (v,"*) m; 
Bag <n ae a me = 
v; %; v; dz v; 
done on obtient 
d 7 ms; m; mm. 
zz log [(vi—04)"*(ve—09)"?- + (VE— V4.1)" (V4: — 4 41) FF + + (VE — On)" | 
d log (v,"*) m; 
a aes % 


Faisons ici successivement i = 1, 2, 3,...m et ajoutons les résultats. 
Si nous désignons par 


TT (v; — vj)" +" 
le produit des valeurs (v; —- v;)"* +” étendu & toutes les aie—) dif- 


férentes combinaisons des indices i et j pris de la suite 1, 2, 3,.,.m 
et que nous ayons égard a |’équation (6), nous aurons 


m;-+ m 
TI (v:-—v.) * 7 
log Bee =| == Const. , 


mg m 
0, %, Vn 
ou bien 
TT (o;— orm 
(13) mpm pte A 
My %, %, 


A étant une constante arbitraire. 


§ 4. 

Les autres intégrales du systéme (11) dépendent des racines de 

Péquation 
1 _ Fy) 1, 
o(y) =, i) =F aD =a7°- 

En faisant 
F,(y) = boy"! + by y**® + boy*> + +++ + ba sy? + ba-oy + dns, 
on aura facilement 
by = =m; , 
b, =2m,v;+ a, 2m, 

b, = 2m;v7 +a, Zm;v;-+- a, 2M, 

ea eee 
ba-s== Dm," +- a, Dm; v;7"—* + a, Dm; v;"—> + +--+ Ans mM, 
bag Dmyv;"-*-+-- a, Dm? +a, DmypfP-* + +--+ da_g DMV; + Ana Mi, 
bai = Dm; v7" + a, Dm;v" + a, Dmvf—- + +--+ an—-1 DM. 


oO 4,, @),.-. ad, ont les valeurs (4). 




















om; ’ 
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Il est maintenant évident que F(y) est ‘divisible par y, car 
nous avons 


Bn—1 =>), [ot + a, 0"? + a, v"-§ + +++ + dn-20: + Gn-1] 


= mo = Sm) a> Se 


Or F(v;)=0 et en vertu de l’équation (6) on a >s =0, donc 


baa = 0. 
La fonction p(y) aura ainsi la valeur 


p(y) = boy? + By"? + byyt* + + ++ + dn—sy + brs. 
Il est facile de voir, que (y) n’est pas divisible par y, ou, ce qui 
revient au méme, que b,_» est différent de zéro. 
En effet, en ayant égard a l’équation (6), on peut donner une 
autre forme aux coefficients b), b,, b,,... Ons, Das. 
Nous avons 


bn—2 =>'m, [oe-? + ay vr + . + An—3Vi + Gn—-2] 


‘os al COT 


et ainsi de suite. 
On aura done 


bers 
2? 
¥% 


m; m; 
= — aD) a> = 
(15) + m; m; D4 m,; 
b =e As — a, — ath An aes 
1 K v? vo} oe ’ 


Dn—2 = — Gy 


~ 
3 





Si maintenant on suppose Db,» = 0, on aura 


Shee 
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car d, = (— 1)", v,...0, est différent de zéro, les quantités v,, v,,..U, 
étant des solutions de l’équation (1). 


De l’équation 
m,; m; 
DetRD a= 


ou RF différe de zéro, on obtient encore 


Or en multipliant par m;,v;*—! l’équation 


Lod ’ R 
(4) Gy == 1 + v.? 
faisant ensuite i = 1, 2, 3,...m et ajoutant, on aura 


> m ve, = > move +R > move, 


ou bien, en supposant que la constante « différe de — 1, 


(8) - x ZZ Mm; Vv; -> m;ve-! + rR» Mm ve-. 


Faisons ici 
a=—2, —3, —4,. 


alors en vertu des équations 
on obtiendra 


s étant un entier positif quelconque. 
Il s’en suit que tous les coefficients 


5 = So 


s’évanouissent et que p(y) se réduit 4 zéro quelque soit y. 
Or cela est impossible, car on aurait pour toute valeur de y 


yoy) __ > =0 
Fy) ¥— %, 


et par conséquent l’intégrale générale 


Ps m; log (y — v;) = log C 


de l’équation (1), dont la dérivée par rapport & y est identiquement 


zéro, ne dépendrait point de y. Done la fonction p(y) n’est pas 
divisible par y. 
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§ 5. 

Les racines de l’équation p(y) 0 sont des fonctions complate- 
ment déterminées de v,, ¥,, - . -, Uns la fonction v, dans les coeffi- 
cients b,, b,,..., bx. ayant la valeur 

m, 
(9) t= — 


May Me. St 





n—1 


On peut démontrer qu’elles sont inégales, si les constantes arbi- 
traires qu’elles contiennent, restent indéterminées. En effet supposons 
le contraire. 

La fonction p(y) étant du degré m — 2 au plus, il faut que n 
soit supérieur & trois, pour que |’équation g(y) = 0 puisse avoir des 
racines multiples. Soit done y une telle racine. Elle satisfaira a 
deux équations 





: YoY) . 
(16) (y) -> y— 0; _—— 0, 
‘a 0 
(I ‘) ay y — 2, v; -—-> 37> G= — 0) 
Différentions |’équation (16) par rapport & %, lindice k ayant 
une des valeurs 1, 2, 3,..., %*—41. Nous aurons 





m, m,, 
(y — %)* + (Y — %)* = OU, > G- a =m % = 
Or de l’équation (9) on déduit 


2 
0v,, MV, 


my m no 
donc, en vertu de léquation (17), il viendra 














m, my, Uy 0 

(y — %)? ve (y — v_)? ‘ 
ou bien 

O} on 
O= oF ~O= aF 
En attribuant 4 & les valeurs 1, 2, 3, ..., ~—1, nous aurons 
ie) i cet ae Un—1 
ioe $g2—~ ty a, =F-<,; 


Or il est  erideat, qu’on ne peut pas faire 


e% Ve 
= ) 
I—* - tie 














330 A. Korine. 


cette équation se réduisant a 
y(Y% — v2) = 0, 
ot y et v, —v, different de zéro. Il faut done qu'il soit 
Or es Ve 
y— % y— % 
et par la méme raison 
Y% : Us — 
ms 1 ys 


Or de 1a il résulte !équation impossible 





Us ne U3 : 
¥ — Vg ¥Y— 
Done l’équation g(y) = 0 n’a pas de racines multiples. Pour des 


valeurs particuliéres des constantes arbitraires elles sont au contraire 
possibles. 





§ 6. 


Toutes les racines de l’équation p(y) 0 sont des solutions de 
léquation différentielle 


, R 
(1) eotys 
En effet soit y une d’entre elles. On aura 


yoy) _ m; 
(18) Fo) ——~s 





Or y n’étant pas égal a zéro, en vertu de |’équation 


(3) > F-04592 5. 


on obtient 
> 7 
i 0 


En ayant égard a cette équation, on déduit de |’équation (18) 
P m; m,(y" — v;') + mv; 
Pe te har 
m; i(y’ —% %) m;0; m;(y" — %) — ;) 
->~ y— 2, +> eee y — 2», == G, 


On obtient de la, en intégrant 
(19) a m; log (y — v;) = Const. 


ou bien 


(20) (y —v,)™ (y — v,)™ . ~~ (y —- On)”"" = Const. 
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La racine y est done une solution particuliére de l’équation diffé- 
rentielle (1). 

fl est évident que la constante dans le second terme de |’équation 
(19) est arbitraire. On le voit de ce que le premier terme contient 
les » — 1 constantes arbitraires, qui figurent dans 0,, 0),..-, Un—t) Un 
et par conséquent dans y. D/’ailleurs on s’en assure facilement de cette 
maniere : 

Supposons que la constante mentionnée soit un nombre déter- 
miné ou une fonction de m,, m,,..., mM, qui ne contient aucune 
constante arbitraire. L’équation (19) devient alors identique en vertu 
de la valeur (9) de v, et de léquation (18). 

En regardant v, et y comme fonctions de v,, v,,..., Un—1, diffé- 
rentions |’équation (19) par rapport & %; nous aurons 











a ee A. 

Y—% Yr, 0%, © O% y—% 

Mais 
2 
0%, == MU, m,; 0 
3 met? a ya, 
k in Vk i 
done 
m, m,v2 


= — = 0. 
Y~% = %&(Y — %,) 
ll s’en suit 

U,%y 


Yo +0, 





En donnant a l'indice k deux valeurs, par exemple 1 et 2, on en 
conclut 


‘ iw? % = %, 
ce qui est inadmissible. 

Ainsi chaque racine de l’équation p(y) = 0, étant substituée dans 
la formule (20) & la place de y donne une intégrale du systéme (11). 
Nous en aurons de cette maniére autant que l’équation p(y) =—0 a 
des racines, 

Dans le cas général, od la constante 2m, différe de zéro, le 
dégré de la fonction p(y) est nm — 2. Il sera nm — 3 lorsque 2m, est 
égale a zéro. 

Dans la recherche des valeurs générales de v,, v,, . - +, Un—1 On 
n’a que ces deux cas pour sen occuper, Cependant pour des valeurs 
particuliéres des constantes arbitraires contenues dans 2, 0),.. +) Un—1 
le dégre de p(y) peut s’abaisser encore, méme jusqu’a zéro. Quoique 
tous ces cas soient compris dans le cas général, il est plus simple de 
traiter séparément les modifications des résultats qu’ils exigent. Il 
faut encore avoir égard aux racines multiples de l’équation g(y) = 0. 
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§ 7. 
En considérant le cas général, supposons done que 2m, n’est pas 
égale & zéro et soient 
W, , Woy. +) Waa 


les m — 2 racines de l’équation p(y) = 0. 
De l’équation (20) on obtient » — 2 intégrales 


(21) (w,— 0, )™ (Wz—Vq)™ ... (WE — Un) "=C,, (k= 1, 2,3, ...,%—2), 


En y associant les équations (6) et (12) on aura n équations pour 
déterminer » inconnues ¥,, 0),..., Ua—1 et V, comme fonctions de x 
et de » — 1 constantes arbitraires C’, C,, C,, ..., Ca—s. 

Quant a lintégrale (13) elle est dans tous les cas une fonction 
des intégrales (21) quelqu’en soit le nombre. Nous en parlerons donc 
apres avoir exposé les résultats, qui se rapportent aux cas particuliers 
mentionnés ci- dessus. Faisons voir maintenant que les » —1 integrales 


(21) (wx ome 0, )™ (We Vg) ooey (wz 7 Un)" ’ (k = 1, 2, 3, sey Q— 2), 
(12) MV, + MV, + +--+ MY, — x >) m; 
sont indépendentes. 

En y regardant w,, w,,..., Wa. et v, comme fonctions de 


V1) Up, +. +) Uns déterminées par les équations p(y) = 0 et 


m 


(9) vy = — 
m 
S++ + 





? 
My—1 





1 
on voit que la seule intégrale (12) contient la lettre x et par consé- 
quent ne peut point étre une fonction des intégrales (21). 

Il nous faut done démontrer que parmi ces derniéres il n’y en a 
aucune qui soit une fonction des autres. 

En ayant égard a ce quelles dépendent de m — 1 variables 
V1) Vo,+++,Un—1, leur nombre étant m — 2, il nous reste 4 prouver, 
que leurs déterminants fonctionnels, pris par rapport 4 m — 2 de ces 
variables ne sont pas tous ensemble égaux a zéro. Nous allons voir 
que tous en sont différents. 

Il est plus commode de prendre au lieu des intégrales (21) leurs 
logarithmes. Faisons done pour abreger 


va -> m; log (wz — ), 


Pindice 4 ayant les valeurs 1, 2, 3,...,m—2 et la somme se 
rapportant 4 l’indice i. 
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Soit encore 7 un indice ayant les mémes valeurs que 4. Alors la 
dérivée partielle de ~, par rapport 4 v; sera 


Ov, , 0% Or, | OW dw, 














dv, + Bo, Bo, + Fw,” de, 
m, m, Ov, Ow, p m; 
= — ——— — 2. 8 4 3, ‘ 
w,—%, wWy—v, Ov, Ov, W, — %; 
Or on a 
P 
R--=. Fs~o 
0%, m,v>° =~ : 


done cette dérivée devient 


2 2 2 
mM; (— We 4. er, = ) = =( 7. = a Yn =.) 
Wy—% © vf (w,— %,) v7 \%— © My — 





Soit D le déterminant fonctionnel 


OU: Oe | OYne 
<= Ory Ov, OV, 9 


des fonctions ¥,, y,,...,Y,—2 par rapport aux variables v, , v,,..., Ur—s- 
Il se décompose en déterminants partiels dont les élements sont 


til 1 1 
des fractions ——-—— et — . 
W, — v; @, — v,, 





En effet soit 


a 1 1 
a i OF eee 
Wy—% = 0, — w,? 
4 désignant l’ordre de la ligne et 1 celui de la colonne, od se trouve 
’élement aj,. Faisons 


D, = > TE G41 Qyy « «+ On—2,n—2 


et désignons par D, le déterminant, qu’on obtient de D, en remplacant 
la lettre v, par v,, les autres lettres 


Uy y Vays + +5 Vit, Vtpty- + +) Uny Wy, Woy. +) Wn—2 
restant sur leurs places. On aura 
2/1 " 1 1 
(22) D= M, My +++ Mn—2 Un (cs D,— =D, Saath D, Rm eRY ome seeeee S D,-2) . 
Vn % V2 Vn—2 

Trouvons d’abord l’expression de D,, celles des autres détermi- 
nants s’en déduiront facilement. 

Retranchons dans D, les élements de la premiére colonne de leurs 
correspondants dans les autres et dans le déterminant ainsi obtenu 
ceux de la premiére lignes de leurs correspondants dans les autres; 
nous aurons cette formule de réduction 
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(Uy — Ug) (0; — Uy) - -. (% — %_9) 
en (.. n—3 
D, ath (Oy — W;) (Uy — We) ... (V; — W,_9) 
_ 1 = a) (0 =)» = Mana! oD ry 
(Vg — @;) (V3 —_ W;) a (V,_9 _ W;) e 


ou 
DO = Zz TE yy Mygg - . » Gn-2,n—2 


est le déterminant qu’on obtient de D, en y supprimant la premiére 
ligne et la premiére colonne. 


En applicant la méme réduction & D,”) on Vexprimera en un 
autre déterminant 


D,® = > H+ Gy, Oy, - - . On—2,n-2; 


qui se déduit de D, en y supprimant les deux premiéres lignes et les 
deux premieres colonnes. 

En continuant les réductions on parviendra & la valeur de D,, 
quon peut représenter de cette maniére 


(n—2) (n—3) 


(23) D, = (— i * - (> m,) 


WG — wy) 1m —* 


x) . 
P(Y:) pl)... P,) P (ns) 9 (Un) 5 





od TI(vu% — vy) et TI(w, — w,) sont les produits de toutes les diffé- 
rences v, — vy et w, — wy dans lesquelles k et k’ sont deux indices 
différents, qui parcourent les valeurs 1, 2, 3, ..., »—2 de telle 


maniére qu’on a constamment k < k’. La fonction p(y) est comme 
précédemment 


9(y) = >) mi. (y — wy) (y — Ww)... (y— wy). 


Nous allons transformer |’expression (23) de D,, en nous servant 
de ’équation (8) 


0; 9(%) 
(3) n= F(o) i 
On en obtient 
(0) = 5! F'(wi) = 5 (vs — 4) (Os — 9) --- 
(24) 20 (OU Vi-1) (v; _— Vi41) were (v; = Vn) 


= (— 1 F (% — 0) (&%» — 0). 








een (O;-1 _ v;) (v; — Vi41) (v; —_ Vi+2) eee (v%; — Un) 


Par conséquent il vient 
n(n—1) 
(25) (%) P(r)... (ve) = (— 1) * a Ty, — 9, 
sy... Oy 
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TT(v; — vj) étant le produit de toutes les différences v; — v;, qu’on 
obtient quand les indices i et j différents entre eux parcourent les 
valeurs 1,2, 3,..., m de telle maniére que i reste constamment 
inférieur a j. 

De méme on a 





vy (Un : 1) ~ (Un) =— woe (0; —Vn—-1 ) (U,—e-1) oe (Un—2—Un—1) (Un—1 ns Un)>< 
>< (Vv; — Un) (Vg — Un) « - « (Un—g—Vn) (Un—1 — Un) 
et encore 
Y (Vn—1) P(Va) (ve — ve) = — wo 1 — Un) TT(v% — vy). 


En substituant cette valeur avec (25) dans l’expression (23) on 
aura 


ah R= (Pay*. 2. SO ase 


M,M,...M, Vy__1 Vy Tho, —v,) Mn-a 





Pour avoir maintenant D, il faut remplacer v,; par v, dans la formule 
(23). Soit P, ce que devient TT(v%—v,) aprés cette substitution. 
Alors on aura 

(n—2) (n—8) 


(21) Di=(—1) (SP) OO Pr (ons) 9(0. 


(Uy) P(g)... P(Y,) 








Pour obtenir P, il faut supprimer dans TT(v, — vy) les facteurs 

(v, — v4) (Vg — U%) ««- (V1 — Vr) (V4 — Vr41) (V1 — Vp2) «+ (VE — Ung), 
qui contiennent v; et les remplacer par les autres 
(V1; —Un) (Vg— Un)» +» (Via— Vn) (Un— 241) (On — Vrp2) --- (Un — Une) = 
= (— 1)? (0, — vn) (Vp — Vn) « (Vir — Un) (Ur41 — Vn) - - « (On—2— Un). 
De cette maniére il vient 
R= ‘on ye *TT(%— ey) (%— Un) (Vg—Vpq) ++ (V1? n) (41%) -+(n—2—%n) ; 

(Py — %) (Vg —%) «+ «(Vy — %) (% — M41) (YM, — Mp9) +-(%; — Mpg) 


De Véquation (24) on obtient encore 





P(Un—1) M (v1) = (— 1)" (0, — vn-1) (Vp — Un—1) «- » (U1 — Mn-1).- 
«+(Un—2—Un—1) (Un—1—Un) (UV — U1) (Vg— 1) «- - (Vt-1 — 1%) (VI V4.1). 


we (vy _ Un—2) (w%— Un—1) (v% _ Un): 


Donec, aprés de faciles réductions, il viendra 


m,M,,_ ' 
Pip (Uns) 9(01) = — (Un—1 — v1) TH(v; — 4). 
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Cette valeur avec (25), étant substituées dans expression (27) 
de D,, donnent 
U1 09-- 


n—2 TT (w,—w 
=a rs (> a ‘) ee on (Un—1 — %)- 


m, a 


D=— 


En faisant ici 1 —=1,2,3,...,%—2 nous aurons les valeurs 
de D,, D,, ..., Das. Substituons les avec la valeur (26) de D, 
dans l’équation (22); il viendra 








a amet WED 
1K (v,— oe. ° — 1—Y%)+- al 1—v; + ‘+3 st Pion —-2)] 
“er, to teath Hey 


mM, 4 m. Mes 
(3-¥)- 23-2) 
Vn-1 vj Vn-1 


En vertu de l’équation 


(10) =_ —— 





nous aurons done 


p= (2m,)"-* diy «<< aseil TT (wy — *-) ‘33 (uns + R). 


m,, TH(o;. — v;) 


Maintenant si nous supposons D = (0, nous devons faire 
Un-1 + R = 0, 


les autres facteurs étant différents de zéro. Or cela est impossible, 
car — R n’est point une solution de équation (1) et il devrait létre, 
étant égal a v, 1. 

Ainsi les n — 1 fonctions (12) et (21) forment un systéme complet 
d’intégrales indépendantes des équations (11). 


§ 8. 
Maintenant occupons nous des cas, od le dégré de p(y) devient 


inférieur 4 » — 2. II nous sera utile d’introduire la fonction entiere 
de y 








le, 


let 


nt 
re 
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m,; v; 
que nous allons désigner par F’,(y), Faisons 


Fy (y) = cgy** + eyy"—* + cgy§ + + + + Cae + Cat 


et remarquons que F’,(y) s’obtient de la fonction 


Fi) = FW) D 55, 


lorsqu’on y remplace chaque constante m; par m,v;. On obtiendra 
done par cette substitution des équations (14) les valeurs des coéffi- 
cients Cy, C,, Cy, ~+ +) Cn—2) Cn-1) Que Voici: 


, 
Co = 2M, U;, 
¢,  =Lm;v;,0; + a, Dm v;, 
Cy = am; v;? V%; -- a, 2m; OF % -f- Ay am; v; ’ 
: bh « 0 ee 6 Le me OS le we Se Re Se Sr a eres 
(28) 


Cn-g = LM vf" vf + a, Dm; v3 vf +--+ f ang DMV; 4; 
+ Gn—2 Dm; 0; , 
Cri = Smve vi + a, Lm vf vf +--+ + an-3 Dm; 0? v; 
ft agg DM; 0; 0; + Ani1 Lm; v;. 
Ecrivons maintenant |’équation (3) sous la forme 
y F,(y) = (y + RB) Fy) 
et comparons les coéfficients des mémes puissances de y dans les deux 
membres. Nous aurons cette suite d’équations 
(29) q=b, ¢=b,+Rb, c.—b,+ RB, ..., Conor + Rvs, 
Ca—-1 = Dna + Rbpa_2 = Rbp_2. 
Soit done Ym —0. Comme b, = Lm; =O on obtient 





ou bien, en vertu des équations (28) 


> mM; V = 0, > M; VE ; = b,. 


En intégrant, on aura d’abord 


an m0; = C’ 


C’ étant une constante arbitraire. Ensuite, comme 


b= > Mm; V; + a, > m; = C’, 
> M; 0; Vi. = ?,. 


Mathematische Aunalen, XLVII11, 22 


il vient 
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et encore 
> mv? = 2C'x+ C”, 
C” étant une nouvelle constante arbitraire. 


Ainsi dans le cas, ot 2m;—= 0 et par conséquent od le dégré 
de p(y) est n — 3, l’intégrale (12) sera remplagée par 


ps m;v; = C" 


et au lieu de celle qui manque dans le groupe (21) on aura 
= Mm; v2 = 2C'x “fe os 


Dans la recherche des valeurs générales de ,,v,, -.., Uni, OU 
les constantes d’intégration restent arbitraires, il n’y a que ce seul 
cas particulier 4 considérer. 

Cependant si non seulement on a 2m; =O, mais encore si la 
constante C’ prend la valeur zéro, les équations (14), (28), (29) 
montrent qu’on doit avoir 


b=0, b—0, b,—C", g=0, « =—0 
= a m;v;? v0; = b, = C”, 
done on aura ces équations 
a mv, = 0, Ps m;v7 = C”, a mv? = 3C"2z+C”., 


En général, si le degré de p(y) est p <<» — 2, on a d’abord p 
intégrales 


? 


(21) (w, — 0,)™ (We — v2)" ... (We— Un)" ™ = Cy, 
(Am 1,2,3,...,p) 


et encore, comme le font voir les mémes équations (14), (28), (29), 
les n — p — 1 équations 


a mv; = 0, a mv? =0,..., Ps mv? = 0, 


80 D mart owes, 


a Mm; v2?! = (nm —p— 1) Cln—2—-2) a C(—p-1) , 


ot Cl?-*) et Ci-?— sont des constantes arbitraires. 

On a done toujours m— 1 équations pour déterminer v,, v,,..., Un—1 
comme fonctions de 2. 

Si le degré p de la fonction p(y) se réduit & zéro, le groupe (21) 
ne contient plus aucune intégrale et il reste seulement le groupe (30). 
Dans ce cas au lieu de la derniére des équations (30), qui devient 





il 


€ 
( 
( 
( 





roo 








Equations différentielles du premier ordre. 


Zz m;v2—* am (m _ 1) C2) x + Cie), 


il est plus simple de prendre une autre équation. 
En effet on a maintenant m(y) = bn_2 et par conséquent b,3 = 0. 
Or d’aprés les équations (15) nous avons 





m; 
ba_3 oF | Gy 1 1 " 1 
chek ei wet be es ae 


done il vient 
1 


1 1 1 
qtet---tger"e 
Mais des équations (7) on déduit 
1 v; —1 , P 
— = (§—1,2,3,...,%). 
En substituant ces valeurs dans l’équation précédente on aura 
OY boy fe po =n 
et par conséquent 
(31) VW twyt ++ =(n—1l)a+ Ce), 
Cest cette équation qu'il est préférable de prendre au lieu de celle, 
que nous avons mentionnée. 
Maintenant pour prendre en considération les racines multiples 
de léquation g(y) = supposons d’abord que w, soit une racine de 
Yordre r de multiplicité et que l'on ait 


Ww, = Wy —ee- = Wr; 
il viendra ; 
gy’ (ws) = 0, p(w.) =90,..., pi -)(w,) = 0, 


les quantités g’(w,), p”(w,)... étant les valeurs des dérivées 


doy) Holy)... 
"lhe 
pour y=w,. La valeur de g)(w,) reste différente de zéro. 


Dans le groupe (21) les r intégrales relatives aux valeurs 1,2,3,...,7 
de lindice k se réduisent 4 une seule 


(w, — 0%4)™ (w, — v2)" +++ (W, — %)"* = C,, 
mais en compensation on y placera encore les r — 1 équations 
p(w) =O, p(w) = 90, ---, p-)(w,) = 0, 


de sorte que le groupe (21) conserve encore r équations pour la racine 


OW, = WOW, SH > +s =S w,. 


22° 
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Soit p le degré de p(y). Représentons p de toutes les maniéres 
possibles sous la forme d’une somme des nombres entiers positifs, 
Pour chaque représentation le groupe (21) a ses équations particuliéres. 

Par exemple, g et h étant deux entiers supérieurs a |’unité, mais 
dont la somme g +h ne surpasse pas p, nous pouvons faire p égal 
i g+h plus une somme de p — g — h unités. 

Conformément a cette représentation de p, supposons que |’équation 
g(y) = 0 ait une racine 

eas ey 
de lorde g de multiplicité, une autre 
Wott = Wepg mss me Wyeth 
de Yordre h et p — g —h racines simples 
Wotatt, Wytbte, .- +) Wp- 

D’aprés ce que nous avons dit, dans le groupe (21) il y aura p 
équations, distribuées de cette maniére: pour la racine w, g équations 
(w, — 0,)™ (w, — v,)™ 2... (Wy, — Un)"* = C,, 

P(W,) = 9, p(w) =, ..., PEO (w,) = 0; 
pour la racine w,4; les autres en nombre h 
(W412 — 04)" (Wyp1 — VQ)™ «+ (Wy41 — Un)”™™ = Cy41, 
P (Wy41) =O, M (We41) = 0, +++, PAY (wy41) = 0; 
et enfin pour les racines simples encore p —-g — h équations 
(we — v,)™ (WE — VQ)™ ~~. (WE — Un)"™ = Cy, 
(kK=g+th+1, g+h+2,---, p). 

Pour chaque représentation de p on aura done un groupe parti- 
culier des équations (21). En les prenant touies, on épuisera tous 
les cas, ou léquation gm(y) = 0 puisse avoir des racines multiples. 


Ainsi pour le degré p de la fonction p(y) il y aura autant de 
différents cas, qu'il y a de représentations mentionnées du nombre p. 


§ 9. 
Faisons voir maintenant que l’intégrale (13) est une fonction des 
intégrales (21). 
Supposons done que p soit le degré de léquation m(y) = et 
que W,, W,,..., Wp, en soient les racines. Nous aurons 
p(y) = ba_p-2(y — @,) (y — w,) ... (yY — Wp), 
b,-p-2 étant maintenant une constante C—?-”), Faisons, dans |’équation 


(to, — v,)™ (we — v,)™ ©... (WE — U)"" = C;, 
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k=1,2,3,...,p et multiplions les résultats. Alors en ayant égard 
a la valeurs précédente de p(y) on obtient 


LP (o%)]™ [p(H2)]™~ - - [p(en)]"" = Const. 


En y substituant les valeurs de p(v,), p(v,),..., (vn) que donne 
’équation (24), on aura 
TT (2; _ v,;)mi +m; 
a Const., 


n 


ce qui ést lPintégrale (13). 


§ 10. 


Si les constantes m,, m,,..., m, étaient des nombres réels et 
rationnels on pourrait les remplacer par des nombres entiers. II suffit 
pour cela d’élever les deux membres de l’équation (2) a la puissance 
égale au plus petit dénominateur commun de m,, m,,..., Mn. 

En supposant done que m,, m,,..., mM, soient des entiers, faisons 
pour abréger 


oO. = (we i v,)™ (We — v,)™ ee (UO — v,)"" ; (k ==] ; 2, 3, oe Pp). 


On éliminera w,, w,,...,W, dans le groupe (21) en prenant au 
lieu des intégrales de ce groupe leurs fonctions symétriques, par 
exemple, 

@,+ @ +-+-+o, = A,, 
@,? ++ G7 + +++ Mp? = A,, +--+, 0,” + @,? +--+ + @” = Ap, 
A,, A,...A, ¢iaut des constantes arbitraires. 

Les premiers termes de ces équations, étant des fonctions symé- 
triques rationnelles de w,,w,,..., Wp, Sexprimeront rationnellement 
en by, b,, bo, .. +, One et par conséquent se présenteront comme 
fonctions rationnelles de v,, v,,.. 5 Un- 

En associant & ces équations celles du groupe (30) on détermine 
V,, Vg, +++) U1 Comme fonctions algébriques de z. 

Or il est facile de s’assurer, qu'il n’existe point de valeurs de 
V1, Uy,» +++, Un—ty Qui ne soient pas comprises dans les formules (21) 
et (30). Cela revient & ce que les équations différentielles (11) n’ont 
pas de solutions singuliéres. 

Done dans le cas od m,, m,,.-.., Mm, sont des nombres rationnels 
les inconnues ¥,, V,,..--, Ua-1 sont des fonctions algébriques de a. 
Les fonctions v, et R, qui en dépendent sont également algébriques. 
La supposition de lexistence des racines multiples de l’équation 
y(y) = 0 n’infirme en rien cette conclusion. 
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§ 11. 


En récapitulant les résultats trouvés nous pouvons les énoncer de 
cette maniére: 
Soit proposé le systeme d’équations simultanées 


dv dv, dv, 1 











(11) Vv; ds —U, = 0, de —ge ssa Se 
whet ty 
2 2 
vr 2 Cnt n 
ie a a A, 
a n—1 n 
+3 3+ 7. a 
oy Un—1 Un 


ol m,,m,,..., Mm, sont des constantes données et v, a la valeur 


(9) »=— * 
m, Ms m 
mt Ry op 
1 2 


n—1 
Pour les intégrer considérons |’équation algébrique 
oy) = ; (y — %) (y — %) +++ (Y—%n) ai yaaa 
Soit p son degré et w,,w,,..., Wp ses racines. On aura d’abord 
p intégrales 
(21) (wz — v,)™ (we — 0)™ ... (We — Un)" = Cj, 
(k= 1,2,3,..., p) 


et ensuite »— p— 1 équations 


(30) > mv; = 0, > mv? =O, ..., > M;0;"—P-? == ("—P-2) | 
>’ Mm; ve-P—) = = (n —p— 1) C(a—2—) x + Cln—p-1), 
Les valeurs générales de v,,v,,..., Ux: correspondent aux cas 
p=n—2 et p=n—3. 
Dans le premier, le groupe (30) a une seule équation 


(12) Za mo = 2 > m; + C’ 


et dans le second, deux 


> mv; = C’, > mv? = 2C's+C”. 
Pour avoir toutes les valeurs possibles de v,, v,,..., Un—1 il faut 
faire successivement 
p=n—2,n—3,..., 2,1,0, 
et pour chaque nombre p avoir égard aux racines multiples de |’équation 
p(y) =0, comme cela est expliqué au § 8. 
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En substituant ces valeurs dans |’expression 
my 
vo? 
7m, 
v3 


(10) R=— 





on aura toutes les valeurs de R telles que l'intégrale générale de 
l’équation différentielle 


d R 

(1) im i +> 
se présente sous la forme 
(2) (y — 9)™ (y — 02)™ .-- (Y— 04)" 
a facteurs et avec les valeurs eis des meee 

mM, My Mya 

SF han 

§ 12. 


Considérons les cas les plus simples, en commengant par celui, 
ol nm = 2, 

Pour » = 2 la fonction p(y) ne dépend pas de y et se réduit a 
la constante 2 m,. 

Les intégrales (21) n’existent pas et pour determiner v, et v, on 
a deux équations 
(6) ™ ++? Me — 


(12) mM, 0, + Mv, = Pm + m,) (% — ay), 


z, étant une constante arbitraire, qu'on a introduite au lieu de C’, 
en faisant 


? 


Des équations (6) et (12) on obtient 
1 aes 7 (% — %), yet zz (7 — %), 
my ™ 
2 -: . 
endian mm + ‘ai —. 3 (%@ — %%) 


Ainsi |’équation 
dy _ 1 +4 Mm, Me L— X 


dx (m,;— my 


est la seule de forme (1) dont l’intégrale générale 


ly rn ae (2 — a) |" ly + =e (7 — a) |” =e 


est composée de deux facteurs. 








344 A. Korine. 





Remarquons que |’équation (13) subsiste encore, quoiqu’il n’y ait 
plus d’intégrales (21). En effet pour n = 2 elle est 


( =a — wQ—9)'@- fos 


Or d’aprés les valeurs de v, et v, cela revient a l’égalité 


C+ Or- 2- P= 


Seulement A n’est plus une ~~ arbitraire. 


§ 13. 

Le cas »=3 ne demande pas non plus qu’on ait recours aux 
équations (21). Pour déterminer v,, v,, v, il suffit de prendre les 
équations (6), (12) et (13). 

En considérant d’abord le cas général ot la somme m, + m, + m, 
différe de zéro, faisons 


= — (m, + m, + m,) %. 


Nous aurons 
(6) = 14% = 24% 
(12) m,v, + m,v, ~ Mm, V, = rm + Mm, + ms) (4 — & 


Lo) 
13 kt aa @, Me+ M3 a ms-+m ne m+m, — A vy, ym y,", 
( 2 3) 3 1 1 2 1 2 3 


L’équation (13) peut étre remplacée par une autre plus simple, 
qui lui est équivalente. 


En effet maintenant nous avons 


p(y) = (m, + m, + ms) y 

+ [mv + m,v, + mv; — (m, + m, + ms) (v, + ¥ + 2); 

done en vertu de l’équation (12) on obtient 
p(y) = (m, + m, + ms) [y — (%, + % + 03 — & + %)I- 
L’équation g(y) = 0 a done une seule racine 
y= uw, = 4, + 0, + 0; — (& — &) 

et nous avons dans le groupe (21) une seule intégrale 
, (w, — %4)™ (0, — 02)" (w, — 05)™ = C, 
ou bien 
(21) [0 -+- ¥3— (%& — %q) [05+ 0, — (@ — ay) |™[0, 4+ 0.— (v — %y)J™=C,. 

Cette équation peut remplacer (13). 

Supposons maintenant 


m, + m, + m, = 0, 


ou bien 
m, == — Mm, — My. 
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La fonction p(y) se réduira & 
m, 0, + Mv, + M30, = C" 


et son degré sera zéro. Pour déterminer v,, v,, v, on peut prendre 
les équations 


1 1 1 1 
(6) *\ =) +m, (-. “a 0, 
(12) m, (0; — V3) + m,(v, — v3) = C’, 
(31) v1, ++ v,=—22+C". 


Apres avoir trouvé v,, v,, v, comme fonctions de 2, on déter- 
minera R par son expression (10), ou bien par l’une des équations 


>». AY saat dv, dvs 
R= % Fy 1 = 2 Gg 82 = 3 Ga — Us 
§ 14. 
Considérons maintenant le cas n= 4. En faisant pour abréger 
m=m +m+m+m, C =—mar, 


nous aurons 


p(y) = my’? + (= mv; + ma,)y + > mv? + a, >) mv, + may, 


indice ¢ ayant les valeurs 1, 2, 3, 4. Comme on a 


a, = — (1, + 0, + 9; + %) = — P Vi» 
Ay = U,V. + V,V3 0,04 HF VV; FH MY, + 130, = Ps Vi%; 
il viendra aussi 
p(y) = my? — y> (m — m) 0; + P (m — m; — mj) 14), 
dans la derniére somme la paire i, j désignant les six combinaisons 


12, 13, 14, 23, 24, 34. 
Faisons pour abréger 


= Vi> (m — m) vi} — 4m P (m — m; — my) nies 


alors les deux racines w, et w, de l’équation m(y) =O s’exprimeront 
de cette maniére 


FCS OM 8) wm gC OH — md) wb) 


La constante m dans le cas général étant différente de zéro, on 
aura pour déterminer v,, v,, v,, 0, les équations (6), (12) et les deux 
intégrales (21). Au lieu de celles-ci on peut prendre une d’entre elles 
avec l’intégrale (13). 





| 
} 
| 
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Ces quatre équations seront donc 


, % , Mm, , My , ™ 
© HTM Moo, 
(12) MV, + MV, + myv, + mv, = m(“—-), 


(13) (v,—v_)™t™(0,—0,)™F™ (0, —0,)™™(v.—v, mt (V—v,)™t™(v,—v, rtm 
= A v,™ vm v,™ vy" . 
(21) (w, —0,)™ (W, —v2)™(w, —v3)™ (0, —04)™ = C,. 
On substituera dans la derniére équation la valeur précédente de w,. 
Si nous avons m=0Q, ou bien m, = — m, — m, — my, mais 
2m;v;, qui maintenant se réduit a C’ est différente de zéro, la fonction 


o(y) = > mv; — > (m+ my) viv; 


est du premier degré et nous avons une seule racine de |’équation 
p(y) = 0, savoir, 


2 (m; + m,) v; 0, 1 

ww, = ( —_ J = o> (m+ M;) V; 0}. 
On en déduit 
(32) C’(w, —1%) = P (m;-+ mj) Vv; 0; — Ve > mivi 

(kK = 1, 2,3, 4). 
Les quatre équations qui déterminent v,, v,, v,, v, sont 
1 1 1 1 , ¥ 

(6) m, (- oe yy + m, ( ~ =) + ms (- = x) a Q, 
(12) = m,(v, — v4) + m,(v, — v4) + mz (v, —v,) = C’, 
(30) = m, (v,2—v,?) + m, (v,2—v,7) + m, (v,2—v,)? = 2C’x + C", 
(21) (0, — 04)" (w, — 0_)™(w, — V5 )™(W, —14)™ = C,. 
Dans l’équation (21) il faut remplacer les différences w, — v, par leurs 
valeurs données par l’équation (32). 


Ensuite, si nous avons simultanément m = 0 et C’ =O il y aura 
ces équations 


(6) = m (> — 5) + m,(— — >) +m (= — 5) =0, 
(30) (v; — v4) + m,(v. — v4) + m,(v, — v4) = 9, 
m, (v,?—v,?) + m,(v,? — 0,7) + ms (v3? —v,?) = C", 

(31) v1, ++, +o,—32+C". 

Enfin, si les deux racines de l’équation p(y) = 0 sont égales, on a 
s=0 et wy, =. 

Done pour déterminer les valeurs de v,, v,, v3, ¥, on aura les 
équations 
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mM ; Mp , mM, , ™ 
6) 4 LO, 
(12) MV, + MV, + Mzv, + M,v, = m(Z—2), 


2 
(21) [> (m—m,)»v;| — 4m >) (m—m,—my) viv; = 0, 
(1, — 0, )™ (0, — v2)" (W, —03)™ (0, — 04)™ = C,. 
Dans la derniére w, doit étre remplacé par sa valeur actuelle 


0, = = [(m—m,)v, + (m—m,)v, + (m—my)v, + (m—m,)r%,). 


§ 15. 


Appliquons maintenant a une équation plus générale les principes, 
que nous avons employés pour intégrer l’équation d’Euler sous la forme 


P(y—4)"(y—0,)™ «. « (y— On)" = C. 

Soit done proposé l’équation 
(33) M(y) dx + N(y)dy=0, 

M(y) et N(y) étant des fonctions entiéres de y, dont les coéfficients 
sont des fonctions quelconques de z. 

Pour avoir un cas déterminé nous allons faire quelques restrictions. 

D’abord il est permis de supposer, que M(y) et N(y) n'ont point 
de facteurs communs, qui soient des fonctions entiéres de y. 

Ensuite nous allons supposer que le degré de M(y) n'est pas 
supéricur a celui de N(y) et que l’équation N(y) =O n’a pas de 
racines multiples, en y regardant y comme inconnu. 

En désignant par @ le degré de N(y) nous pouvons donc faire 


My) = poy? + py? + poy? + +> + Peary + Pe» 
NY) = yt gy? + Hye? + +++ deay + ge- 
Soient encore a,,@,,..-, @ les racines de ]’équation N(y) = 0. 
On aura alors 
N(y) = (y—@)) (y— aa) - - « (Y—@), 
Gi = — (BAM MQ), Yo = OH, HAs Oya + ++, 
Yo = (— 1) a, ay. . . 
Comme pour |’équation d’Euler cherchons M(y) et N(y) sous la con- 
dition que |’équation (33) admet pour intégrale générale |’équation 
P(y—v4)" (y— 0)" « » « (Yn) = C, 
ot comme précédemment P, v,, v,,..., Un sont des fonctions de z, 


My, My, ~~ +, M,_ des constantes données dont aucune n’est pas égale a 
zéro et C une constante arbitraire. 
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Nous supposons aussi que le nombre m de facteurs différents soit 
donné. [1 s’en suit que parmi les fonctions v,, v,,..., v, il n'y a 
pas d’égales entre elles, car dans le cas contraire ce nombre serait 
inférieur a n. 

De l’équation précédente on obtient 
log P + m, log (y—,) + m, log(y—v,) +--+ my log (y—v,) =log C. 
La condition nécessaire et suffisante pour que I’équation (33) ait cette 
intégrale générale consiste dans légalité identique 4’ — wen de la 
valeur de y’ qu’on en déduit par la différentiation. 

Done cette condition se réduit a l’équation 


1 (= m, *) 1 m; 
wg \P— 290) KG Ds ea 
indice i parcourant les valeurs 1, 2,3,...,%. 
En la débarassant de dénominateurs, on voit que dans le premier 
terme le coéfficient de y"*@ est = et dans le second zéro. Ainsi il 


faut qu’on ait P’ — 0 et par conséquent que P, soit une constante. 
On peut faire P = 1 et on aura 


(34) (y—v,)™ (y— v.)"" wre (y —v,)"™ a C, 


1 mv 1 m,; 
2 siti ta Pie 2 a eae. Se 
=) Wiis — % Woes — %; 
Nous rencontrons ici précisement les mémes fonctions F'(y), F, (y), 
F,(y) qui s’étaient présentées dans la recherche sur l’équation d’Kuler. 
Faisons donc comme auparavent 


Fy) = (y—»,) (y—v,)..- (Yy—0n) = y* + ay" + any? + -- 
"+ $Gn-1Y + Gn, 
F,(y) = Fy) >; “= boy" + by" + by + -- 
+ On-ay + br, 
F,(y) = Fy) > = Coy" + co, y*-2 + coy*-3 + -- 
++ Ca-2Y + Cat. 


Les coéfficients 


Ay, Ay, + +) Any dy, by, bg, ~~~, buoy Dn-ay Cys Cy Coy + ++) Cn—2y Cnt 


sont donnés comme fonctions de v,, v,,.-., Ua par les équations (4), 
(14) et (28). 
Il est évident d’abord, que F’,(y) n’a point de facteurs 


Y — Vy, Y— Vy, ~~. Y — Une 
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Ensuite, si nous supposons que v; soit une constante et par 
conséquent v; —0, la fonction F,(y) a le facteur y — »;. 
De V’équation (35), qu’on peut présenter sous la forme 


— N(y) F.(y) = My) F,(y) 


on voit encore que F’,(y) est divisible par N(y) les fonctions M(y) 
et N(y) n’ayant point de facteurs communs. Nous pouvons done faire 


F,(y) = Ny) . o(y), 

ot p(y) est une fonction entiére de y. 

Tl suit de la que les quantités «,, a,,..., a sont différentes de 
Vy, Vg, +++) Un, CAF Gy, Wy, ..., Me, Stant les racines de !’équation 
N(y) = 0, sont aussi celles de F’,(y) = 0 et aucune des quantités 
V1, Voy +++, Un ne peut y satisfaire. 

Il est évident aussi, que si v; est égale & une constante, le facteur 
y — v; appartient 8 W(y) comme a F,(y). 

La divisibilité du polynome F(y) par N(y) établit @ équations 
entre @,, @,-.., G@ et 0,,U,,..., Un. En effet on a 





F, (%) 
F(a) -_ 
pour toute racine a, de l’équation N(y) = 0, ou bien 
Mm; P 
(36) Pr te (k = 1, 2, 3,...; @): 


Quant aux quantités v,, v,,..., Ua elles sont évidemment des 
solutions de l’équation (33). En supposant, que v; ne soit pas une 
constante, de léquation (35) on obtient 
eH °° we Se ganeele. 

N(%) ie eat ’ 
Si v; est une constante, comme on a M(v;) =0, eile satisfait aussi 
a léquation (37). 
Les » + @ équations (36) et (37) sont done nécessaires. 
Il est facile de démontrer qu’elles sont aussi suffisantes. 


En effet supposons qu’elles soient satisfaites. Nous aurons en vertu 
des équations (37) 


; 1 —y m,; M(v,) 
(a) ~ My) og —MHe N(v,) (y - ;) : 


Or en vertu des équations (36) la fonction F, (y) est divisible par N(y). 


On aura done 
F,(y) = Ny) p(y), 


p(y) étant une fonction entiere de y. Par conséquent l’équation 
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Fy ym 
Fy) y—%,; 
devient 
N(y) p(y) m; 
Fy a y—%; 
On en déduit 
7 N(v,) o(2; 
(38) — ae 


En substituant cette valeur de m; dans l’équation (a), il viendra 
1 mv; (%) M() 1 p(y) Mty) 
My) asi- NG Fr (e)y—%) My FY) 


A i ek 

~ Fy) ~ Ny) FY eC) ee y—% 
C’est Péquation (35) et les conditions (36) et (37) sont suffisantes. 
Il est évident, que la fonction 


FQ) ~~ ai. 
Fly)” My) 7-* =¥@ 7-2, 


est un multiplicateur de )’équation (33). En effet en faisant la multipli- 
cation on aura 


—dz > + dy 4 ; mi _ =0, 
a>’ m; log (y—v;) = 0. 


De 1a on obtient léquation (34), 
On peut donc énoncer ce résultat: 
Pour que |’équation 
M(y) dz + N(y)dy =0 


ait une intégrale générale 
(y —%)"(y —%,)™... (y—vn)"™ = C 


il faut et il suffit que v,, v.,..-, U, soient ses solutions et que la 
fonction 


ou bien 


(y¥—%) (y—%).--Y—m) So 


soit divisible par N(y), les fonctions M(y) et N(y) étant définies 
ci-dessus. 


§ 16. 


Pour satisfaire aux » + @ équations (36) et (37) nous avons les n 
fonctions v,, %),...-, Ur et les 29+ 1 coéfficients des polyndmes 
M(y) et N(y), en tout n + 20+ 1 quantités. 








yli- 


nies 


2s n 
mes 








Equations différentielles du premier ordre. 351 


Il en reste donc 9+ 1 arbitraires. Suivant leur choix on peut 
arranger les calculs de plusieurs maniéres. 

Le premier procédé, qui se présente, est celui qui suit, 

La fonction F,(y) étant divisible par N(y), il est évident que son 
dégré n’est pas inférieur & g. Prenons pour a, @,..., % @ racines 
quelconques de |’équation F,(y) =, ou bien de celle-ci 


amr* 


qui sont des fonctions déterminées de v,, v,,..., Un, et les équations 
(36) seront satisfaites identiquement. 
Il nous reste maintenant de satisfaire aux équations 


_ __ Mw) » «Ml =r ME) 
oe? Oe Te ee Fe 
D’abord on déterminera p,, p;, Po) -.-, Pe, en résolvant g + 1 d’entre 
elles, par exemple, les équations 
Ss 

N (°n—¢) @ N (941) ? N (®n) 

par rapport a ces coéfficients. On en obtiendra les valeurs de po, p,, 
Po, +++, P»o comme fonctions déterminées de 


(37) 








(39) 9 = 


Ul ’ , 
4 V_y 2+) Uny Un—gy Un—gtiy + +++ Une 
En les substituant dans les equations 


Mv) .. M(w,) , M(% 9-1 
(40) y=—— We 9 Oa G9 te Oat i 
on aura dans les seconds membres de celles-ci les fonctions déterminées de 
V1) Voy 00+ Uny Un—gy Un—gtts © + +7 Une 

On peut regarder les g + 1 quantités v,_9, Un—epi, - + +» Un 
comme fonctions arbitraires de x est alors il restera de trouver les 
n—o—1 intégrales indépendantes du systeme (40) pour satisfaire 
a toutes les conditions (36) et (37) et pour déterminer v,, v,,..., Un—e—1 
et les polyndmes M(y), N(y). Les valeurs de 0,, v5, . . ., Un—p—i et 
celles des coéfficients de M(y) et N(y) s’exprimerons en fonctions de 
x et de n—g—1 constantes arbitraires, supposant que Un_o, Un—g4iy+++yUn 
soient donnés comme fonctions de x, Il faut bien entendu les donner 
conformément aux conditions du probleme et par conséquent inégales. 

Le second procédé est plus analogue 4 celui que nous avons 
employé pour |’équation d’Euler. 

Supposons que les racines a,,a@,,...,@, de l’équation N(y) =0, 
inégales entre elles, soient données a priori comme fonctions de 2. 
Alors des g équations 





7 m; : 
- Py = (k = 1, 2,3,...,@) 


bal 9 
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on obtiendra g des quantités v,,v,,..-., Un, par exemple, t, 911. 
Un—e+2) ++ +> Un en fonctions de a, «,, ..., @ et de v,, %, 
ou bien, comme fonctions de x et de v,, v2,..., Un—e- 

Les équations (36) donnent des conditions pour les coéfficients 
Pos Pi» Pos-++) Po. En effet pour que les valeurs de 941, Un—gy2,-+-yUny 
qu’on en a tirées, soient des solutions des équations (37) il faut et il 
suffit que les @ équations 


F >) m; m;v; 
—— oe (@, — %)? + P (a, —.v,)2 0, (k=1,2,3,...,@) 


qu’on en obtient par la différentiation, fussent satisfaites par les valeurs 


de v,, v,,..+, Un données par les équations (37). Or en y substituant 
ces valeurs, il vient 


, m; mM; M (%) “ 
“ eA (a, — v;)? + Zz N(%) (a, —%,)? = 0, 
(k = Ls 2, 3. ary 0) 


ou bien, en vertu de la valeur de M(y), 


m; m v® m, vo 
(41) a ae (a, —v,)2 +p > Nie, (@ — %,)? + Pp be (@ — 0)? 
m; 


i ea ) a. 
-:** Ph Ne) (4-2 0. 


0 2 9 Cees 


(k = 1,2,3, ..., @)- 


De ces g équations on aura @ des coéfficients, par exemple, p,, py, . - -5 De 
en fonctions de x et de py, ¥,, Vo, +++, Un: 

Le coéfficient p, reste arbitraire. On peut le donner arbitraire- 
ment en fonction de 2. 

Substituons maintenant les valeurs mentionnées de 


Un—o+1>, Un—gt2) +++» Un 
avec celles de p,, p.,-.-, Pe dans les équations 


(v:) : - Mv 
(42) ’ M(v, M (vz) ( 


— — See ee. 
—" N (v,)? isos N (v2)’ » Vee Nie 


oe 
Les seconds membres seront des fonctions déterminées de x et de 
V1, Vg,+++) Un—g- Il restera de trouver les n—@ intégrales indépendantes 
de ce systeéme d’équations pour déterminer v,, v,,..-, Ur—p en fonctions 
de x et de m — @ constantes arbitraires, Avec 0,, 0, --., Un—e On 
trouvera aUSSi Up, —g41, Un—ot2)+~+ Uny Pty Poy - ++» De et Péquation dif- 
férentielle (33) sera déterminée. 

Il est évident, que ce second procédé differe du premier seulement 
par le choix de g@ + 1 quantités arbitraires dont nous avons fait mention 








nt 
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au commencement de ce §. II suffit done d’intégrer le systéme (40) 
pour en déduire les intégrales des équations (42), ou réciproquement. 

Remarquons, que si ” est égal 4 g+1, il n’y aura point d’équa- 
tion (40). Le degré de F’,(y) sera n — 1 —@ et par conséquent 2m; 
sera différente de zéro. Le polyndme N(y) aura la valeur 


1 1 : 
NW) = 55, Fi”) = Sm, FO) DI gs, 





et on obtiendra les valeurs de po, p;, Po,---,Pe deg + 1 =m équations 
37 ‘ae gates 
(37) ic academia N(v,) ° (0 = 1, 2, 5,..., ) 

Les conditions (36) et (37) étant satisfaites nous voyons que 
Péquation différentielle 


My) de + 3% Fly ena 0 





ou les coéfficients du polyndbme M(y) sont déduits des équations (37) 
a pour intégrale générale 
(y — v4)" (y — v9)" ~~. (yY — Vn)" = C 
quelles que soient les fonctions v,, v,,..., Un et les constantes 
ha, gy + = 05 
Cela d’ailleurs est évident, quand on a égard a la valeur de M(y) 


awe N(y) Fy! 
M(y) =— ea ») . — =a, ) D> 5- 


§ 17. 


Comme pour |’équation d’Euler il y a deux intégrales des équations 
(37), qui s’en déduisent directement. 

D’abord en comparant les coéfficients de y*t¢-! dans les deux 
membres de l’identité 


— N(y) F,(y) = M(y) F,(y) 





pie 


on aura 
Cy = — bop, 


z= mv; = — D>, M;. 
On en obtient 
(43) a M,0; = -> mM; * fo dx+ C’, 


ou C’ est une constante arbitraire. 
Dans le second procédé, od p, est donné comme fonction de 2, 
cette équation donne une intégrale du systeme (42). 
Mathematische Annalen. XLVIII. 23 


ou bien 











354 A. Korxrne. 


Ensuite faisons 


M(y) _ 


B 


Pena 
y mo 


= eee 


: - r 7—= 
od B,, B,,.--, Bp. sont des fonctions de x, qui résultent de la formule 


M («) 


Be = We)? (k = 1, 2, 3,..., @) 


N’(a,) étant la valeur de la dérivée ie pour y = a. 


Cela posé, les équations (37) se représenterons sous la forme 


in 2 By Be By a 
37) 03 = — py — ——  — (te ,72,3,..., 0 
( ) t 0 v; hie a, v; ee a, v; 2 to 7~r~9 ) ) 
Soit v; une des quantités v,, v,...., v, différente de v;; on aura 
mY B, Be Bo 
(44) hp — 
j 1 ‘ j eg 


et par conséquent 


a oe B , 
oe v; = (%; ») { a, — @,) (Y; — a) + (= e,) (0, Si @,) + . 


On en déduit 


m ~ i 
Hloglor—e"—m iO, + et 
J 


a %; — a, 


Attribuons a l’indice ¢ toutes les valeurs 1, 2,3, .. ., » a l'exception 
de j et faisons la somme des résultats obtenus. Alors en remarquant 
que les équations (36) donnent 

ms _%j-1 41 Sag = 
_—m * & a >? st 4 *an-= ‘a 
o=——-_,, (k=l, 2, 3,..., @) 


nous aurons 


i log [(0, — 14) (0g — 44)". « (O12 — 8)" (Dj 41 — OIF, 
(45) + (02— )™*] 
m, m; 
. J — «+ J 
— B; (%; —@ 2 — B, (%;— @,) — Bo = 


(%;- ~~ ao 2 


Or de l’équation (44) on obtient 








at 


7 
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d Pot a 6 6 
log (v; — a.) = — —— —- HN. - 2 om oe 
dg '08 (% — a) %— Hy (%—%)(%— Hy) (%— Hy) (% — %) 
we Bee Be 
? (%; — &)? (% - &) (%— %)’ 
ou bien, 
1 m; , m; 
ig 8 [(o;— ey) i] = — (py + a) rx 


+ By ( . —) 
_ Sam _— 
Ms 9 a, v; bad | o; a, 


ww By m, as ™,; re " 
a, — &, v,— @ UO; — Oy 


f] 2 
m; 6 ' 
J j j 
06 ew Ip ans se > 9 emer my ): 
(%— a,)* ,— & \0;, — @ VU; — Oy 
Attribuons ici a j les valeurs 1, 2, 3,..., 2 et faisons la somme 
des résultats obtenus. Alors en vertu des équations (36) nous aurons 





(46) + log [(v, — ax)""(v, — ay)... (On — o)"*] 


m, 
— Bx P fm (k= 1, 2, on ” 0) 


Faisons maintenant j = 1, 2, 3,... dans l’équation (45) et ajoutons 
les résultats; alors nous aurons en vertu des équations (46) et de la 
valeur 

N(y) = (y — m%) (y — M%) «- . (Y — M%) 


cette équation 


d \m; +m; d m, / m m 
4 tog] [oor — vy tm — Slog {[N(0,)]™ LN (op) -.- (on) 


Il en résulte 


(41) [Joe — oy" = ALN)" (ODI: «LN (Ondl*, 


A étant une constante arbitraire. 


On doit prendre dans le produit au premier membre toutes les 


n(n—1 — “ope ae ° ° 
y _— combinaisons différentes des indices i et j. 


L’équation (47) représente une intégrale du systeme (42). 

Il est évident, que la démonstration précédente se rapporte tout 
aussi bien au premier comme au second procédé, et par conséquent 
\’équation (47) donne aussi une intégrale du systeme (40). 
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§ 18. 


Les autres intégrales des équations (40) et (42) dépendent des 
racines de |’équation m(y) = 0. 
F, ty) 
N(y) 





La fonction p(y) = sera obtenue sous la forme d’un polyndme 


entier par la division de 
Fi, (y) = boy * + by? + + + + Bnay + bn 


Ny) = y? + gq y?* + gaye? +--+ + gory + d- 

Le quotient est p(y) et le reste du degré @ — 1 est identiquement 
égal & zéro en vertu des équations (36). 

Remarquons d’abord que les quantités a,, a, ..., @ different des 
racines de |’équation g(y) = 0. 

En effet si nous supposons que le facteur y — a,, appartenant a 
la fonction N(y), divise aussi p(y), @ sera une racine multiple de 
Péquation F’,(y) = N(y) p(y) = 0, ou bien, de léquation 


m. 
> ———- aw @, 
y— 2% 


On doit done avoir identiquement 


par 


Or Véquation (46) montre, qu’alors le produit 


My 


(cy —0,)" (ae —0,)". «(ta — 09) 
se réduit & une constante et que a, est une solution de l’équation (33). 
Mais évidemment cela n’a pas lieu, quand «, est une fonction de zx. Si 
au contraire la valeur de a, est une constante, pour qu'elle en soit la 
solution, il faudrait que le facteur y— a, divisit M(y), ce qui ne 
peut pas avoir lieu non plus, M(y) et N(y) étant des polyndmes, qui 
n’ont pas de facteurs communs. 

Ensuite on demontrera facilement, que l’équation p(y) =O n’a 
pas de racines multiples , tant que les constantes d’intégration, contenues 
dans v,, V,, 0,,... restent arbitraires. 

En effet supposons que y soit une telle racine et que les calculs 
soient disposés conformément au premier procédé. 

Elle satisfaira aux équations 


m; 
(48) Dyn 


m; 
(49) Pe oF 





t 


Ss 
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Or y étant une fonction de v,, v%,..., U, contient implicitement les 
n—@— 1 constantes arbitraires indépendantes qui figurent dans 
Uy) Ug, «++ Un—p—1- Les valeurs de v,, v2, ..., Un—g—1 sont indépendantes 
entre elles, & savoir, toute équation entre elles et la variable x, qui 
ne contient aucune constante d’intégration en dehors d’elles, doit étre 
indentique. En différentiant done |’équation (48) par rapport a v, 
v, étant une des quantités v,, v,,..., Un—p—1, On aura 


m, 
(y—%)? +3 a G=ato 0, 


ce qui se réduit en vertu de légalité (49) a l’équation impossible 





Mm), 
w= ayo 
Pour des valeurs particuliéres des constantes arbitraires les racines 
multiples de ’équation g(y) = 0 sont possibles et il faut y avoir égard. 


§ 19. 


Maintenant nous allons démontrer, que les racines de l’équation 
(y) = 0 sont des solutions de Péquation différentielle (33). 

Elles satisfont a léquation 
z m; 
(50) Po "a ea 


qui peut étre représentée de cette maniére 


m; (y¥ — % m0; 
DS y + 2 — 9, 


Or léquation or avec Videntité 


35 m; u 1 Mm; 
(35) a? fe ert 


dans laquelle N(y) differe de zéro, donne 
mM, v 

>) Sait 
7% 


m;(y' — 0) 





Done on aura 








== (.. 


Il s’ensuit 


Ps m; lg (y — v;) = Const., 


™m 


ou bien, 
ym 


(y — 0,)" (y — v9)". .. (y — Un)" = Const. 


La racine y est done une solution particuliére de l’équation (33). 
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La constante dans le second membre est arbitraire. 

Nous avons de cette maniére autant d’intégrales des systemes (40) 
et (42), qu'il y a des racines différentes de l'équation p(y) = 0. 

Considérons d’abord le cas général ot la somme 2m; ne s’évanouit 
point et ov les constantes d’intégration restent complétement arbitraires. 
Dans ce cas la fonction p(y) est du degré n — @ — 1. Désignons done 
les nm —@ — 1 racines de l’équation p(y) = 0 par w,, w,,. 
et soit w, Vune d’elles. 

Nous aurons » — g — 1 intégrales des systemes (40) et (42) dans 
ces équations 


+ +) Wn—e-1 


(51) (w,—,)"" (We— V2)" - . . (We— Vp)" = Cy 
(k= 1, 2,3,...,n—o— 1). 
Pour les équations (40) cest un systeme complet, c'est a dire, ces 
intégrales sont indépendantes. 
Considérons en effet le premier procédé et faisons pour abréger 
vx = m, log (w,—v,) + m, log (w,—v,) +----+ m, log (wp— vy). 
Le déterminant fonctionnel 
> Ove OPn—e-t 
wines Ov, Ce Ov, agnk 
se transforme en produit au moyen de la formule de réduction donnée 
au §7. Comme aucun des facteurs ne peut s’annuler, ce déterminant 
n’est point égal a zéro et les intégrales (51) sont indépendantes. 
Dans le cas ot la constante donnée Dm; est zéro, l’équation 


(43) donne 
Ps m0; = C’. 


Cette équation avec les intégrales (51), dont le nombre est maintenant 

n—-@—2, font encore un systeme complet pour les équations (40). 
Quant au systeme (42) d’équations simultanées, dans le cas général, 

ot la somme 2m; est différent de zéro et od on n’attribue point aux 

constantes d’intégration des valeurs particuliéres, on obtient un systeme 

complet d’intégrales, en associant l’équation (43) aux équations (51). 
Le cas ot on a 2m; =O sera considéré dans le § suivant. 


§ 20. 
Occupons nous maintenant des cas particuliers, qui demandent 
quelques modifications des résultats obtenus pour le cas général. 
Comparons les coéfficients des mémes puissances de y dans |’égalité 
— Ny) F,(y) = My) Fy(y) 
en commen¢gant par y"t¢—! et en finissant a y?; alors nous aurons cette 
suite d’équations: 














1S 


e 
it 


ee al 


it 


Or 











Equations différentielles du premier ordre. 


— C = bom, 
— (C4, +91 ¢) = 5,95 + bop, 
Whidden baited -_ aa + mn - na 


— (eg+ 4 Co- viiia —~ Ain aoa Sibi aaa +b pe, 
Rinitheaintleetiblll —— — ha standalaeniiied “— a 


(Ca—1 + GQ; Cn—2 cae siaiieaal —_ ae — + haat +:: 
+++ bn—p-1Pe- 
Dans le cas ot le degré de F(y) se réduit 8 p <<m—1, on aura 
b, = 0, b, = 0, b, = 0,..., da-p-s = 0. 
D’apres les valeurs (14) des coéfficients b,, b,, b,,... cela revient aux 
équations 


(53) imi == (), mini = (), >mi v2=—0,.. +>, mij"? 


Les équations (52) montrent qu’on aura alors 
CG = 0, ¢, = 0, = 0, ..., Cyep—2 = 9, Co_p—1 = — Dn—p—1-Do; 
ce qui en vertu des valeurs (28) des coefficients ¢,, ¢,, ¢),... se réduit 
aux équations 


(54) >mivi: = 0, > m;% v4; = 0, > mi v220, = 0, . F 
eee > Mm; v2? vy; = 0, 


(55) > m v-?—! v; —=—— ba» 1Po- 


En intégrant les équations (54) on obtient 


(56) > mv; = C’, > m,; 07 = C",.. 45 > Mm; v*—P—? == C"—P—2) , 
> mM; vf-P— a= O21), 


0", C0", ..., C@-»—), C@-r-)) étant des constantes arbitraires. 
En vertu des équations (53) on aura 
C’=0, C” =0,..., 0%?) =0 
et d’aprés les équations (14) 6, »-: se réduit maintenant a 


> m;,v;"-?—", 


qui est une constante C\-?-!) en vertu des équations (56); donc 
l’équation (55) devient 


> ve -?-!y;, = — Cl-P-) p). 
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Dans le second procédé p, est une fonction donnée de x; par 
conséquent l’intégration donne 


(57) >m ve? = — (n — p) C®r- pda + Cer»), 


Done dans le cas ot le degré de la fonction F,(y) est p< n —1, 
on aura p — @ équations 


(51) (w,—,)"" (We—V,)"" . . . (We—,)"™ = Cy 
(k = 1, 2,3,...,p —@) 


et encore » — p — 1 équations 


(58) 2 vm; i= 0, > Mm; v2 = Q, se ey > Mm; vf? =0, 
> Mm; of-?-1 a Cln—p 1) , 


Les n-— 9 — 1 équations (51), (58) détermineront les inconnus 
V;, V9, +++) Un—g—1 des équations différentielles (40). 

La fonction (y) est maintenant du degré p — g et w,, W,,..., Wp—p 
sont les racines de )’équation p(y) = 0). 

Pour le systeme (42) d’équations simultanées il faut prendre les 
équations (51), (58) et (57) qui déterminent les » — @ inconnus 
Vi» Vz_+++) Ung de ce systéme. 

Ainsi dans le cas mentionné & la fin du § 19, ot 2m; == 0, mais 
les constantes d’intégration restent complétement arbitraires il faut 
faire p = n — 2. On aura donc alors les p — ge = — e — 2 équations 
(51), Péquation (58), qui reste seule dans le groupe, a savoir, 


mv; = C’,~ 
et l’équation (57) 


> mive =— 20° [rdz +c”. 


Les valeurs de v,, v,,..., Ung contiendront les » — @ constantes 
arbitraires C,, C,,...,Cn-e-2, C’, C”, comme cela doit étre effectivement. 

La plus petite valeur de p est évidemment og, car F,(y) étant 
divisible par N(y), son degré p ne peut pas étre inférieur au degré o 
de N(y). 

Quand on a p=g le groupe (51) ne contient aucune équation. 
Toutes les équations intégrales pour le systeme (40) sont contenues 
dans le groupe (58) et pour le systeme (42) dans ce groupe et dans 
’équation (57) 


> mine “¢ == — (n—@) Gren fp, dx + Cl»—2 
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On aura égard aux racines multiples de l’équation g(y) = 0 pour 
chaque valeur de p précisément de la méme maniére qu’au § 8. 

Il faut représenter le degré p — @ de la fonction p(y) de toutes 
les maniéres possibles sous la forme d’une somme de nombres entiers 
positifs. Pour chaque représentation le groupe (51) a ses équations 
particuliéres. Prenons une de ces représentations et soit r un des 
termes de la somme correspondante. On supposera l’existence d’une 
racine de l’ordre r de multiplicité. Soit w, cette racine. Alors dans 
Je groupe (51) on aura pour w, une seule équation 


(w,—0,)"(w,—,)"" . . . (w, — Wy)" = C,, 
mais on y mettra encore les r — 1 suivantes 
yp (w,) = 0, gp” (w;) =(,.-., p(w) =0, 

de sorte que pour la racine w, il y aura r équations, comme pour r 
racines différentes. 

En prenant toutes les représentations on épuisera tous les cas, ot 
l'on puisse avoir des racines multiples. 

Il est évident, que pour les valeurs p=—o et p=o-+ 1 elles 
n’existent point. 

Enfin dans le second procédé p, étant une fonction arbitraire de x, 
on peut supposer p, = 0. Cela donne un cas particulier, ot lintégrale 


(57) devient 
ys Mm; Vi"? = Cln-?), 


sans que la constante C(-?—» soit égale a zéro, 

Toutes les solutions des systemes (40) et (42) sont contenues dans 
les formules établies pour le cas général au § 19 et pour les cas 
particuliers au § présent. En prenant toutes les valeurs de v,, v,,..., Un 
qui résultent de ces formules et en ayant égard aux équations (36) et 
(41) pour le systeme (42) et aux équations (39) pour le systeme (40), 
on aura toutes les équations différentielles 


(33) M(y) dz + N(y)dy =0, 
dont Pintégrale générale se présente sous la forme 
(33) (y —v,)™ (y —v,)” _ (y—v_)"" =C 


au facteurs et avec les rapports donnés 
my mg Mn 
m,’? m,,? > m 
des exposants. 
§ 21. 
Remarquons maintenant qu’on peut toujours, au moyen des trans- 
formations des variables, réduire le coéfficient p, 4 lunité, 
Nous supposons qu’il s’agit du second procédé. 
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Si p, est différent de zéro, on faira 


frodzmt 


et on prendra & pour une nouvelle variable indépendante. L’équation 
(33) deviendra 


(ye +2 yerg Be yee... 4 ae 4 My) dy =O. 


On supposera que les coéfficients >, 7. + 42 et ceux de N(y) soient 
des fonctions de § et on aura une nouvelle équation différentielle, ov 
les coéfficients de y@ dans les deux polynémes sont égaux a l’unité. 

Lorsqu’on a p, = 0, on faira z= 2-+ @, @ étant une fonction 
arbitraire de x et z une nouvelle fonction inconnue, qui doit rem- 
placer y. 


Cette transformation réduit équation (33) a la suivante 


M,(2) dx + N,(e)dz=0, 
M, (2) = M(e+o) +o N(e+o), N,(2) = N(e+a). 


En prenant @ pour une variable indépendante, on réduira a lunité le 
coefficient de 2¢ dans M, (2). 

Faisons done p) = 1 et supposons que les racines @,, @,..., A 
de Véquation N(y) = 0 et par conséquent aussi les coefficients 
91> 92>+ ++) Ge soient des fonctions algébriques de 2. 

Si les exposants m,, m,,..., m, sont des nombres réels et ration- 
nels, on démontrera comme au § 10, que les valeurs des quantités 


Vy Vop0%+2 Uny Dy) Poy +++ Do 
seront des fonctions algébriques de x. Telle sera aussi la valeur de y 
dans léquation (34). 

Nous allons démontrer enfin que |’équation (47) est une conséquence 
des intégrales (51). 

Leur produit donne |’équation 

Lp (v,)]™ Lp (v2)]™ - . - [p (@n)]"" = Const. 

Or de léquation (38) on déduit 


oul 


9 (vi) = Wo) F’) - Nw (Xi — %) (VE — 4) - - 
ee (v;— V;-1) (v; —_— Vi41) eee (v; — Vn) . 


En faisant ici i= 1,2,3,..., et en substituant dans |’équation 


précédente les valeurs de p(v,), p(v.), ..-, P(Un), ainsi obtenues, 
on aura 
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[TJ ec— ot = Ate" LVI" «(00 


ce qui est bien l’équation (47), ot A est une constante arbitraire. 
Ainsi le probléme, concernant l’équation différentielle (33), que 
nous nous sommes proposé, est complétement résolu, 


§ 22. 

Les résultats que nous venons de trouver peuvent étre énoncés de 
la maniére suivante: 

Considérons une équation différentielle 
: (1) M(y)dz + N(y)dy =0 
dans laquelle M(y) et N(y) sont des fonctions entitres de y, dont les 
coefficients sont des fonctions quelconques de a. 

On suppose que M(y) et N(y) n’aient pas de facteurs communs 
qui soient des fonctions entitres de y, que le degré de M(y) ne sur- 
passe pas celui de N(y) et que léquation N(y) = 0, en y regardant 
y comme inconnue, n’ait pas de racines multiples. 

Proposons nous de trouver toutes les équations (1) dont l’intégrale 
générale se présente sous la forme 
, (2) (y — 0%)™ (y — vp) +++ (y — On)"* = C, 
ou mMm,, M.,...+, mM, sont des constantes données dont aucune n’est 
e égale & zéro; v,, V,,.-..) Un des fonctions de x différentes entre elles; 
m un entier donné et C une constante arbitraire. 

On demande aussi qu’on trouve toutes les valeurs de v,, v.,..., Un 
en fonction de a. 

Les polynomes M(y) et N(y) peuvent étre représentés ainsi 

My) = poy + Pry?" +++ + Pes 
y N(y) = (y — %) (y — %) «.- (Y — a). 

Prenons arbitrairement @,, @,,..., % et py comme fonctions de 
“Z, pourvu que parmi les quantités a,, @,..., % il n’y ait point 
dégales entre elles, et considérons la fonction entiére de y, 

m,; 


Fyy) = 9—) y=) + Y— ow) DS, 


indice i ayant les valeurs 1, 2, 3, ..., ». On posera d’abord les o 
équations 
(3) F,(a,) =0, F(a) =0,-+--, F, (a) = 0. 


l- 





Soit, pour abréger , oe = (y) et désignons par g'(y), p” (y), .-- 


les dérivées partielles de (y) prises par rapport & y. Soit aussi 
W,, Wa, +--+) Wa—p-1 les racines de léquation (y) = 0, lorsqu’on y 
regardent y comme inconnu. Ce sont autant de fonctions implicites 
de V1, Ug) + +) Uny Oy, @,.++) Mg. Désignons encore par C,, C,,.. 


8; 


~~ 
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C’, C”,.. . des constantes arbitraires. Cela posé on aura n — 9 
équations 


(4) (We— v,)™ (We =e v,)™ tee (Wx as me om Ci; (k= 1,2, 3, oe .n—o—| )y 


(5) > mv; = — = m; J pyda + C’. 


Dans le cas général, ot 2m, differe de zéro, les nm équations 
(3), (4) et (5) déterminent v,, v,, ..., v comme fonctions de a, 
C,, Gy, . 9 Caer, C’. 

Les coéfficients p,, p.,.-.., Pe de M(y) seront déterminés par 
ces g équations 


. m; m, vf m, ve—* 
ay Ps (| — v2 + » >> N(w,) (%, — v,)2 + p, Ps N(v,) (a, — vj)? + 


m; 
shes Pe > N(v,) (%—%,)? i 
(k= 1,2,3, ---, @). 
Lorsqu’on a Ym, —=0, le degré de F,(y) est inférieur & n — 1, 
Supposons, en général, qu'il soit p. Alors celui de p(y) sera p — @ 


et, dans le groupe (4), il n’y aura que p— @ équations. En revanche, 
on aura d’abord » — p— 1 équations 


> m; 0; = 0, > m v7 =0,-->, > vf P—! a= (le-P-)), 


et, au lieu de |’équation (5), cette autre 


> m; v"-? = — (n — p) Cl—?-) fr dix + Ci’, 


Pour chaque valeur de p plus grande que 9+ 1, il faut encore 
avoir égard aux cas od l’équation p(y) = a des racines multiples. 
A cet effet on représentera p—@ de toutes les maniéres possibles 
sous la forme d’une somme de nombres entiers positifs, Pour chaque 
représentation le groupe (4) aura ces équations particuliéres. Prenons 
une de ces représentations et soit r un des termes d’une somme corre- 
spondante. On supposera existence d’une racine, par exemple, w,, 
de lordre r de multiplicité. Alors, dans le groupe (4), on aura pour 
w,, une seule équation, mais on y mettra encore les r — 1 suivantes: 

g'(w,)=0, 9" (w,) = 0, +++, @Y(w,) = 0, 
et ce groupe contiendra toujours p — @ équations. En donnant a p 
les valeurs 9g, 9+1,0+2,...,”-—1 et en ayant égard aux 


racines multiples pour chaque valeur de p > @+ 1, on aura toutes 
les équations (1), qui ont une intégrale générale (2). 














Beitrage zu Riemann’s Integrationsmethode fiir hyperbolische 
Differentialgleichungen, und deren Anwendungen auf 
Schwingungsprobleme. 


Von 


W. Wirrtincer in Innsbruck. 


In den Artikeln 8 und 9 der Abhandlung ,,Ueber die Fortpflanzung 
ebener Luftwellen von endlicher Schwingungsweite“ (1860, p. 156—175 
der Ges, Werke, II. Aufl.) giebt Riemann ein Verfahren zur Inte- 
gration hyperbolischer Differentialgleichungen, welches fiir die Zwecke 
der mathematischen Physik hervorragend geeignet ist, da es nicht nur 
erlaubt sehr allgemeine Anfangsbedingungen explicite einzufiihren, 
sondern auch das Gebiet ihrer Wirksamkeit sofort zu iibersehen. 

Es liegt diesem Verfahren der Gedanke zu Grunde, die Differen- 
tialgleichung als ein System linearer Gleichungen zwischen den Werthen 
der gesuchten Function an benachbarten Stellen aufzufassen, so dass 
die Anfangswerthe mit den spiteren durch Ketten solcher Gleichungen 
zusammenhiingen. Auf dieses System linearer Gleichungen lisst sich 
dann die Bézout’sche Methode in der Weise iibertragen, dass an Stelle 
des unbestimmten Multiplicators der einzelnen Gleichung eine Function 
der Stelle tritt, fiir welche die Differentialgleichung gebildet ist, und 
an Stelle der Summation eine Integration ausgefiihrt wird. Diese Hiilfs- 
function liisst sich dann so bestimmen, dass die Integration direct das 
Integral der Differentialgleichung liefert. 

Das einzelne dieses Verfahrens ist seither wiederholt auseinander- 
gesetzt worden*), insbesondere hat Darboux einen Existenzbeweis fiir die 
Hilfsfunction skizzirt, unter der Voraussetzung analytischer Coefficienten 
der Differentialgleichung und Picard hat einen solchen fiir allgemeinere 


*) P. Du Bois-Reymond, Studien zur Interpret. der linearen part. Diffgl. 
kt Ordnung, ferner Crelle 104. Darboux, Legons sur la théorie générale des 
surfaces t, Il, pag. 71 ff. 
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Coefficienten in der Umgebung einer Stelle gegeben. Les Roux*) 
hat neuerdings die Singularitiiten der Integrale einer solchen Dif- 
ferentialgleichung untersucht, Delassus**) die Riemann’sche Methode 
auf mehrere Variable ausgedehnt. Die folgenden Zeilen beschiftigen 
sich nur mit dem speciellen Fall der sogenannten harmonischen Glei- 
chungen. Zuerst werden zur bessern Uebersicht kurz die Formeln 
fiir die hier benutzte Form der Differentialgleichung abgeleitet. Es 
kann dann der Existenzbeweis Picard’s unmittelbar unter sehr allge- 
meinen Voraussetzungen auf den ganzen Bereich ausgedehnt werden. 
Hieran schliessen sich einige Anwendungen — insbesondere auf die 
schwingende Saite von variabler Dichte — und eine genauere Discussion 
des Riemann’schen Integralausdrucks. Dann folgt eine Erérterung der 
Beziehung der hier geiibten Integrationsmethode zu den Reihenent- 
wicklungen von Sturm und Liouville. Die Frage ob ein Grenziiber- 
gang zu unendlicher Erstreckung des Gebietes von diesen Reihen zu 
Integralausdriicken fiihrt, giebt Anlass zur Untersuchung der Normal- 
functionen in einem solchen Fall. Es zeigt sich, dass ein solcher 
Integralausdruck im allgemeinen nicht zu erwarten ist, da die ent- 
sprechende Schwingungsform bei Auflésung in einfache harmonische 
Schwingungen einem ,,Bandenspectrum“ entsprechen wiirde, 


$1. 


e 


Die Differentialgleichung. 
Wir setzen die Differentialgleichung in der Form voraus 


(1) g(t) <5 — h(a) oe = 0. 


Die Charakteristiken derselben sind dann 
e— fyi art fyo@ at, 
y= ~ Vie) dx + [vee dt. 


Dabei sind g(t), h(x) eindeutige, endliche, stetige Functionen, welche 
in dem betrachteten Gebiet durchaus positiv sind. Des folgenden 
wegen nehmen wir hier gleich an, dass sie auch erste und zweite 
Derivirte haben, welche durchaus endlich, und eine endliche Anzahl 
von Stellen ausgenommen, auch stetige Functionen sein sollen. 


Bei Einfiihrung von § und y als neuen Variablen erhilt man 
zunachst 


(2) 


*) Annales de l’école normale, ser. III, tom XII. 
**) Ibid. Supplement, 
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ja —Vi@ (FE — F), 


(3) : tipi 
at = V9) (F +5 “) 
und 
3 
: 8 1 2, oat 7 9 
) ree — gh (x) h(a) Gi = ae 


.. = 
+s9H9® (Ge + “*) om U. 
Setzt man hier 
1 1 


(4a) e=Eh(x) *g(t) * 


so erhilt man unter Beriicksichtigung des Umstandes, dass x und ¢ 
als Functionen von € und » aufzufassen sind, wo 2 nur von § — y, / 
nur von § +» abhingt, eine Gleichung von der Form 


(5) eg = (u(6—1) + vE+n))-6- 


Dabei gehen in die Ausdriicke der w und v durch g(t) nnd h(a) auch 
die zweiten Derivirten dieser Functionen ein, und dies ist der Grund 
fiir die obigen Voraussetzungen iiber dieselben. Die obigen Transfor- 
mationen sind bereits von Darboux angegeben (I. c. p. 193). Dort 
ist auch die Transformation der allgemeineren Gleichung 


pes 02 > 
mts f+ Re—P, 4+ QF 4+ Re 


wo P, Q, R nur von az, P,, Q,, R, nur von y abhiingen, in die Form 
(5) gegeben. 


§ 2. 
Auseinandersetzung des Riemann’schen Verfahrens. 


Wir kniipfen die weitere Auseinandersetzung zuniachst an die Form 
(5) der Differentialgleichung, wobei wir zur Abkiirzung 


u(E—n) + v(E+n) = 9, n) 
setzen. 


Interpretiren wir in der urspriinglichen Differentialgleichung (1) 
x als Abscisse und ¢ als Ordinate eines rechtwinkligen Systems, so 
sind durch die Gleichungen § = C,, 1 = C, zwei Curvensysteme ge- 
geben, wobei unter den gemachten Voraussetzungen jede Curve des einen 
Systems nur einmal jede des andern Systems trifft. Einem bestimmten 
Werthsystem £, 4 mége so ein Punkt A der Ebene entsprechen. Die 
beiden von A ausgehenden Charakteristiken theilen die Ebene dann 
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in 4 Quadranten. Es sei ferner in der Ebene eine Curve BC derart 
gegeben, dass sie jede Charakteristik nur einmal schneidet. Langs 
dieser Curve seien nun die Werthe 
von ¢ und seiner ersten Derivirten 
vorgeschrieben. Die Curve soll ferner 
so beschaffen sein, dass sie iiberall 
eine bestimmte Tangente hat. 

Wir stellen uns nun die Auf- 
gabe aus den Werthen von 2, resp. € 
und seiner Derivirten lings BC den 
Werth von z in A zu ermitteln. 

Sei nun v(§, ; &, 7’) eine Fune- 
tion von 4 Argumenten, so ist unter 
den bekannten Stetigkeitsbedingungen 
fiir v und ¢, wo € den Werth von € an der Stelle &’y' bedeutet, 


(6) SS ¢ sete —b 56 “gat) aE day 
r= i ez Sa _ og nas , Ov 
-{( oof tse) dé (58 Y — 


© On 
wobei links iiber das Innere der Fliche ABC, 
grenzung im positiven Sinne integrirt ist. 

Geniigt nun v ebenso wie € der Differentialgleichung 


(7) aA p(y)», 


so verschwindet das Integral links, wihrend das Integral rechts aus 
drei Bestandtheilen, je tiber AB, BC, CA zusammengesetzt ist. 

Die Integration tiber BC enthalt, wenn v bekannt ist, nur mehr 
bekannte Elemente, die Integrale iiber AB und CA miissen noch 
weiter umgeformt werden. 

Da 


T | 





| 
Lia Siaiesinios 
0} 

Fig. 1. 


av 


rechts iiber die Be- 


B 


fra 


— f° Ed = — Eva t + Coe fe sean 


so wird schliesslich 


ode = — (o)a+ (Code — fet 





(8) 2(vf)4 = (vf )p +- (vf )c 
Cc 
F og o¢ Ou 
+f (C8) ae (CB) an 
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wenn noch die Function v folgenden Begingungen unterworfen 
wird: 


1) Sie geniigt der Differentialgleichung aay = p(&'n')v, 
2) fiir 4 = 7 ist = —Ound §=£ ist 2 — 0. 


Fiigt man noch die Bedingung hinzu, Px v(&, 9, &, 1) fir 
— = &’, 7 = den Werth 1 haben soll, wad beachtet, dass damit auch 
Ug = Vc = 1 wird, so folgt endlich 


(9) £(E, 0) = 5 (fe + &) 


+f (Ci - oe) > (3 On V8 ag) a 


Dabei ist zu bemerken, dass die Formel keine Aenderung erleidet, 
wenn die Curve BC in einem anderen Quadranten verliuft, sobald 
nur immer das Integra] in dem Sinne genommen wird, welcher durch 
die positive Umlaufung der Dreiecke ABC vorgeschrieben ist. 

Fiihrt man hier wieder die Variablen 2,¢ resp. 2’, ¢ ein, so 
erhilt man 


(10) €(&, 4) = 5 (ba+ &) + 5 ify h(a’) )9@) aw g(t) ‘(0% = ee) 


+ dt h(x’) ‘(ve oF 52) 


aus welcher man nach (4a) auch ¢ bestimmt. 


§ 3. 
Vervollstindigung der vorhergehenden Betrachtung. 


Die vorige Ableitung der Formeln (8), (10) unterliegt jedoch noch 
zwei Bedenken. Erstens niimlich steht die Existenz einer Function 
wie v nicht von vornherein fest, und zweitens bleibt es fraglich ob v 
und zg diejenigen Stetigkeitsbedingungen erfiillen, welche zur Umwand- 
lung des Doppelintegrals in ein Begrenzungsintegral hinreichend sind. 

Wir beseitigen diese Bedenken dadurch, dass wir einen directen 
Beweis fiir die Existenz einer Function v fiihren und sodann die 
Formel (9) unmittelbar verificiren. 

Der Existenzbeweis beruht auf einer Methode Picard’s*), die hier 
etwas allgemeiner und einfacher zum Ziele fiihrt, als dessen eigne Ent- 


*) Picard: Bulletin de la société mathématique de France. t. XXII. 1894, 


Mathematische Anaalen. XLVIII 24 
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wicklungen, welche sich jedoch ihrerseits auf allgemeinere Differential- 
gleichungen beziehen. 


Es geniigt nimlich in der Differentialgleichung 


ee , 
(7) aon = 9 (§, n)€ 
g als endlich und integrirbar vorauszusetzen. 
In der That, bilden wir der Reihe nach 


§ 
“= 1, uw, (805 &, 0) = fae, dn, p(E,, 4), 
C 


° 

= 
£ 
Ss 


5 ”, 
(11) Uy =| at, fan, Uy (§, 23 §, 7) p(§,, 2); 
¥ oY 


g y] 
Un — [a dn (En, Nn) Un—-1 (€.. Ynj & ”); 
& 7 


so erkennt man sogleich, dass die Summe 
ao 


(12) v(E, 03 8,11) =>) 


0 
formell der Differentialgleichung (7) geniigt, und auch, dass 


6v(&, ns & 0) _ Ov(5, 03 50) _ 
on 0g , 
o(&,; §,y)—1, 
wenn gliedweise Differentiation der Reihe (12) und ihrer ersten und 
zweiten Derivirten gestattet ist. 

Dieses letztere ist aber leicht nachzuweisen, Bleiben nimlich, 
&, &, , 7 in einem Gebiet, in welchem o(§, 4) << M und | —é'| < A, 
|yn—y| < B, so ist, wie man bei successiver Substitution der Aus- 


sowie 


driicke fiir w,_;, U,s... etc. in die Formel fiir uw, unmittelbar sieht: 
. ik of 
| 
|Un| < fate? 


| Ou, (& 03 &sn')| — M™ a"-1B™ 
| 0g m!(m—1)! ? 
(13) 





| du, (€, 1; n’) 4 M” A" B" 1 
on ni (m—1)! ? 
ou, (6.03850)! ~~ mM” a"! pel 
— 6E@n (n — 1)! (n—1)! 





h, 


aye 
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Hieraus erhellt unmittelbar die gleichmissige Convergenz aller in 
Betracht kommenden Reihen und damit auch die Berechtigung der 
vorgenommenen Operationen. 

Aus der Reihenform von v erhellt auch die Richtigkeit der Glei- 
chung 

v(&, 9; §, 7) = 08, 1; &,), 
so dass also v von beiden Punkten symmetrisch abhingt. 
Aus der Reihe (12) fiir v ergiebt sich endlich noch leicht 


Pu (En; &'.n') Ov (En; E47’) 
(14) ( ano ) r= ( aba” a. ) y= PE 0)- 


Hievon werden wir sogleich Gebrauch machen. 

Nachdem so die Existenz von v festgestellt ist, verificiren wir die 
Formel (9) direct unter der Annahme, dass sowohl die Curve BC als 
auch die lings derselben vorgeschriebenen Werthe von &' und seinen 
ersten Derivirten so beschaffen sind, dass Differentiation unter dem 
Integral in (9) gestattet ist. Dabei ist zu beachten, dass B nur von 4, 
C hingegen nur von & abhingig ist. 

Bezeichnen wir noch mit ds das Bogenelement der Curve BC, so 
erhalten wir 


0g 1 dg ds 1p og de _ oF ay 
0— 2\ds- Tec +35[ o& 6ds on ds 
av dv _ ay ds 
~§ Ge 3 7 "ds Le), 
“Oe _ OF a av _ @o 4. 
+; af Ge ae ¢ '— 58, dy’) — ¢ (seip ai stay dy) . 


Nun ist an der Stelle C: v = 1, (3"),= 0, ferner iiberhaupt 
at. dg as 0g dy _ age 


ds on ds ds~ 


Damit erhailt man nadie 
(15) i =-(% _ 5 (5 é 7 a + fa@ " ;— 5 dy) 


1{ @w , Cv ’ 


Kine analoge Formel wiirde man fiir aa erhalten. 
Riickt nun der Punkt &, 7 auf die gegebene Curve, so fiallt B mit 
C zusammen, das Integral fallt weg und da fiir 7 = 9 auch (57), = 9 


ist, so nehmen sowohl € als a und damit auch oe auf der Curve die 


vorgeschriebenen Werthe an. 


24* 
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Durch Differentiation nach y erhilt man aus (15) 


= * & = a ae ae _ Of dn’ 
aban 80 (5 Fe ae ° ds - ds 


te(th! “A — Dv ane 


ov ag = ae a 7 ao , 
+f tae ia a1) ‘Gira a4? — Seon on dy). 
de Da. 
0g 0&0k 
 , —— le _ ov a 
dean PEM Fear g PO) Fer Teagad ~ PEM 9 
und endlich unter Beachtung der eet iee (14) erhalt man so 


Mit Riicksicht darauf, dass fiir 77’, — = 0, =(), ferner dass 


(16) 5f5 = 9 [5 Cotte) +5 foie p— 2 ay) 


—8 Ge ae — i d )| = 9 (8, 0)&. 


Die Formel (9) liefert also in der That unter den gemachten Voraus- 
setzungen ein Integral der Differentialgleichung, welches den gestellten 
Bedingungen geniigt. 

Es mége noch bemerkt werden, dass fiir p(&, 4) —c die Reihe 
vate 7 v als die Bessel’sche Function des Argumentes 


V i( )(y—7') erkennen lasst. 
§ 4. 


Einige Anwendungen. 


Die Formel (9) und die aus ihr durch Transformation hervor- 
gegangene (10) gestatten bereits eime bemerkenswerthe Anwendung 
auch dann, wenn die Function v 

, nicht bereits berechnet ist. Da nim- 
\ \ lich die Forme) zeigt, dass der Werth 
des Integrals in A nur von den 
Werthen von ¢ und seinen ersten 
Derivirten zwischen Bund C abhingt, 
\ so folgt hieraus, dass wenn lings 
| AI einer beliebigen, die Charakteristiken 
| a \\\ nur einmal schneidenden Curve z 


ae —_ und ce Null sind, mit Ausnahme 

eines endlichen Stiickes von B’ bis 
C’, dass dann auch ¢ nur in dem in der Figur schraffirten, von den 
Charakteristiken durch B’ und C’ begrenzten Bereich z von Null 


verschieden sein kann, weil nur in diesen Gebieten Charakteristiken 














dy 


th 
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verlaufen, welche B’C’ treffen. Dieses geniigt z. B. um bei einer Saite von 
veranderlicher Dichte mit dem Dichtigkeitsgesetz g(a) und der Spannung 
S zu erkennen, dass eine anfanglich auf ein kurzes Stiick beschrinkte 
Stérung der Gleichgewichtslage sich nach und nach rechts und links 
iiber eine Strecke ausbreitet, deren Endpunkte nach rechts und links 
mit der Geschwindigkeit //S9— (x) fortschreiten. Dieses Resultat war 
hier tibrigens vorauszusehen. 

Um einen etwas complicirteren Fall zu behandeln, betrachten wir 
die kleinen Transversalschwingungen eines biegsamen, schweren, 
homogenen Fadens, der an einem Punkte aufgehangt und mit einem 
Gewichte am anderen Ende belastet ist, 

Die Differentialgleichung lautet dann 


ee 1 oe 


(vgl. etwa Kraft, Sammlung von Problemen der analytischen Mechanik, 
Il, pag. 600ff.). 

Hier bedeutet M die angehingte Masse, m die Liingendichte, / die 
Linge des Fadens und g die Beschleunigung der Schwere. 


Setzt man 
1 
2=¢(Mg + mg(l—a)) *, 
so kommt 
: at 1 a 
(18) at a (Mg + mg (l—<)) on 


Die Gleichungen der Charakteristiken werden 
ad Mm 
j= J V Motmgtaay 4 +4, 


; ™m 

is +f V ugtant—at + 
Da nun der Zustand des Fadens zur 
Zeit ¢ durch das Verhalten von € auf 
einer im Abstand ¢ zur Abscissenaxe | 
gezogenen Parallelen angegeben wird, 
so ist unmittelbar zu sehen, dass sich 
eine anfinglich auf ein kleines Gebiet o~——— 
beschriankte Stérung mit der Zeit auf 
ein grésseres Gebiet ausbreiten wird, | 
dessen Grenzen mit einer Geschwindig- 
keit c fortschreiten werden , welche nach 
oben durch die Gleichung 


(19) 








08 oo 
2 


H 
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gegeben ist. Hieraus folgt 
fF, 
c= — ef 
ist M = 0, so ist 


= —Vg(l—2), 


de de 
(20) dag Om 

Die Ausbreitung geschieht also nach oben gleichférmig beschleunigt, 
und analog nach unten gleichférmig verzégert. Die Beschleunigung 
ist gleich der halben Fallbeschleunigung. 

Dieses Resultat wurde aus den fertigen Integralen auf complicirtem 
Wege bereits von Poisson im Journal de |’école polytechnique tome VII 
gefunden. 

Die Formeln (9) und (10) kénnen iiberhaupt als Verallgemeinerungen 
des Alembert’schen Integrals fiir die homogene, schwingende Saite an- 
gesehen werden. Es wird fiir diesen Fall in (10) g(t) =a’, h(a) =1, 


v = 1 und man erhiilt fiir die Anfangsbedingungen z = (x), oo = (2) 
fiir ¢ = 0 aus (10) genau die bekannte*) Formel 


z--at 
z = 5 (p(x-+at) “fh p(x —at)) tq f ¥@aa. 


z—at 


§ 5. 
Anwendung auf die schwingende Saite von variabler Dichte und 
begrenzter Linge. 


Die Formel (10) gestattet auch die Behandlung solcher Aufgaben, 
welche bisher mit Vorliebe durch Reihenentwicklungen erledigt wurden. 
Da uns nun die Reihe (12) die Function v unter sehr weiten Voraus- 
setzungen liefert, und diese Reihe etwa so stark convergirt, wie die- 
jenige fiir die Bessel’sche Transcendente J,(x), so kann dies unter 
Umstinden auch practischen Werth haben, namentlich da auch die 
gewohnlichen Reihenentwicklungen meist langwierige Rechnungen 
erfordern. 

Wir fiihren dies an dem Beispiel der Differentialgleichung der 
Transversalschwingungen einer Saite von variabler Dichte durch, unter 
den Bedingungen, dass der Anfangs- und Endpunkt fest ist und die 
Dichte eine solche Function @(x) der Abscisse ist, dass die Voraus- 


*) Vgl. Riemann, partielle Differentialgleichungen herausgeg, von Hattendorf. 
pag. 113, III. 
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setzungen des §1 iiber die Beschaffenheit von h(x) erfiillt werden. 
Ist die Spannung der Saite S, so lautet die Differentialgleichung 


(21) Ge  o(x) &z 


on~—tC< SC CO 
Es soll ferner fir ¢=—0 und O<a2<l «= (2), a = (2) 


vorgegeben sein. Die Formel (10) liefert dann fiir x als Function von 
xz und ¢: 


4 /o(a F 4 v 4/9 (ay) 
(2) «f/f 2 =} (9(n) fe + (22) VS) 


Hf HR (Crna (@)— 9129(2),_,) ae 


Dabei sind a, und x, durch die Gleichungen bestimmt 
(fy a, 
(23) —| VO de =t, } V°2? dx =t. 


Die Bestimmung von v, sowie iiberhaupt die Anwendung dieser 
Formel begegnet jedoch der Schwierigkeit, dass Anfangszustand und 
Dichte nur innerhalb eines begrenzten Intervalles gegeben sind. Man 
geniigt jedoch allen Bedingungen der Aufgabe, wenn man die Functionen 
0(x), p(x), w(x) in der Weise iiber das Intervall 0,7 hinaus fortsetzt, 
dass g(x) eine gerade, (x) und y(x) aber ungerade Functionen mit 
der Periode 21 werden. Wenn man nimlich v als Function der Co- 
ordinaten a, ft, 2’, t’ mit v(x, ¢t; 2’, t’) bezeichnet, so folgt aus den 
Voraussetzungen tiber die Fortsetzungen von @ (2) 

v(x, t; 2’, t') =vo(—2,t; —2,?’), 
v(a+21, t; a +21, t’) = v(a, t; a’, t’) 
und damit auch 
v(a+l, t; a +1, t’) = v(a—l, é; ux —l, t’) = v(l—a, t; l—av, t’). 
Nun ist zu zeigen, dass bei den gemachten Annahmen iiber die 
Fortsetzung von oe, p, v fiir «= 0 und  =/ immer 2g = 0) ist. 


pea 
Da aber V oS immer positiv ist, so kann man das Integral 

fVv2 da eindeutig umkehren. Fiir 2 = 0 folgt damit aus 

% 


Ly zy 
_ Bas 
{V2 dz =t, {Vv ee dz= —t 
6 ° 


ty == — Zp. 
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Damit aber zeigt Formel (22) sofort, dass 2(0,¢) 0, da  un- 
gerade ist und das Integral iiber eine ungerade Function zwischen 
entgegengesetzten Grenzen genommen ist. 

Fir z = 1 folgt ebenso 

“= 21 — x, 
und nach Einfiihrung der neuen Integrationsvariablen u = x — / hai 
man wieder unter Beriicksichtigung der Periodicitét von gm, ¥, @ die 
nimlichen Verhiltnisse wie fiir z= 0. 

In derselben Weise kann auch das Problem der Transversal- 
schwingungen einer homogenen Saite in einem widerstehenden Mittel 
behandelt werden. Die Differentialgleichung, welche iibrigens von der 
sogenannten Telegraphistengleichung*) nicht wesentlich verschieden ist, 
lautet hier 

oe ain alll oe — 2Qy os , 
ot? ox at 
Nach Einfiihrung der neuen Variablen t = e—*’! kommt 
oz a*® oz 


ate 4y®t® Oa? : 


Setzt man nach Vorschrift des § 1 


f= 2+ 5 U(r)=«—al, 
a 
2+ B= ~ ee, 
ee 
f= ey 2yt? 
so kommt 
ee 2 


df0n = 4? 
In der Reihe (12) wird hier 


: * (Ee) (Q—n'? 
m=1, = 26-8) Q—-2), » =f, St 


2 * , 
ee as oe 
ng? gin n!n! 
und daher 


Dp 


2n P enn se 
) (e—#)%(n—1) oe: eee 
0= >) fe Ee — a tVE-9 a= 7) 


0 


wenn J die Bessel’sche Transcendente J, bezeichnet. Fiihrt man 
wieder die urspriinglichen Variabeln x und ¢ ein, so erhilt man 


*) Vgl. Poincaré, Comptes Rendus 1893, II, vom 26, Dec, Picard ebenda 
1894 vom 2. Jan. 
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unter den Bedingungen z = (2), a = (x) fiir ¢=0 schliesslich 
die fertige Formel: 


£= ; ev oe + p(x— at) 
+5 f [W@}+79@) J GV@ —# +at) @—¥— ad) 


a 


J’ (z V2 —2x'+at) (e@—2’—at)) 
+ yaty(x’). lax , 


Vic—2’—at)(a—2'+at) 

Fiir den Fall einer begrenzten Saite hat man ebenso wie oben g und ~ 

als ungerade periodische Functionen mit der Periode 21 fortzusetzen. 
Fiir y = 0 geht diese Formel in diejenige Form des d’Alembert’- 


schen Integrales tiber, welche am Ende des vorigen Paragraphen an- 
gefiihrt wurden. 


§ 6. 
Ueber Riemann’s bestimmtes Integral fir ». 

Im Artikel 9 der Eingangs erwihnten Abhandlung giebt Riemann *) 
fiir die von ihm behandelte Differentialgleichung auch eine Formel, in 
welcher v durch ein bestimmtes Integral ausgedriickt wird. Da seine 
Gleichung aus der Gleichung (21) durch Transformation erhalten wird, 
so wollen wir zunichst die Formel entwickeln und dann einer ein- 
gehenderen Discussion unterziehen. 

Setzen wir in der Differentialgleichung 
¢ az — ae Az 
(21) 5a = A(2) an? 

z= y(x, A)eratte 
so folgt, dass y der gewohnlichen Differentialgleichung geniigen muss: 
OA. d?y ‘ 
(24) dx + 4x A2h(xz)y = 0 


wenn z ein Integral von (21) sein soll. Wir versuchen nun die Dif- 
ferentialgleichung (21) zu integriren unter den Bedingungen, dass fiir 
z=« und jeden Werth von ¢ sein soll z=0 os = v(t). 

Verstehen wir nun unter y(z, x’, 4) dasjenige Integral von (24) 


*) Man sehe hierzu auch die Anmerkung in der zweiten Ausgabe von Rie- 
mann’s Werken pag. 179—181. 
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welches fiir «=. verschwindet, wihrend of den Werth 1 annimmt, 
so kénnen wir fiir z den Ansatz machen 


oa 


=] F(a)y(az, xa) ee di, 


wo F(A) eine noch zu bestimmende Function ist. Nach den Voraus- 
setzungen iiber y und den zu erfiillenden Grenzbedingungen ergiebt 
sich zur Bestimmung von F(A) die Gleichung 


+o 
v(t) =f FQ) e2 miltd] 


Nach dem Cauchy’schen Reciprocitiitsgesetz der Fourier’schen Inte- 
grale*) folgt hieraus 


Ds Lr 
F(a) —| w(t’ )e~27840 at’ 


und damit wird endlich 


+o on 
(25) 2 -| aif ae w(t’) y(2, x’, Aer itt t). 


Nun liefert aber Formel (10) unter den gemachten Annahmen 


(26) gen : 


ty 
—— J w(t’).v(a, ts w, t’) at’. 
2V/h (x) h(a) 
ty 


Dabei sind ¢,, ¢, bestimmt durch die Formeln 


— f Vite) de, 
(27) os 
t, = t+ [vw da. 


Um nun durch Vergleich von (25) und (26) » zu ermitteln, ist es 
nothwendig, die verschiedenen Lagen der Stelle z’, ¢’ in Bezug auf die 
beiden Charakteristiken durch z, ¢ zu unterscheiden. 


*) Vgl. Kronecker, Vorlesungen iiber Integrale hrsg. v. Netto, pag. 83. 
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Ist namlich 2 >a, so kann man y(t’) tiberall gleich Null an- 
nehmen ausser ein beliebig kleines Stiick zwischen ¢, und ¢,, wo es 
constant genommen werden mag. 








Der Vergleich von (26) und (27) | / 
giebt dann fiir 2 >a, t,<t’<t, y 
/\"2 
(28) v(a, t; 2’, t’) J 
i a t' 
=2)/h(ayh(a) [day (a,x’,a) 2x0, " xa 
a - a 
ie ‘a Ne 
Ist dagegen 2’ <a, so ist auch | Ee 
ty << t,, die Integration nach ¢’ in 9 x : 
(26) ist dann dem Sinne nach —" 


entgegengesetzt zur Integration nach ¢’ in (25) und man findet fir 
t<t'<t, und a <a 


+a 
(29) v(x, t; a’, ’) = —2V/h(@) mae faa y (x, x’, A)ermiace—r), 


Nimmt man endlich ~(¢’) gleich Null an zwischen ¢, und ¢,, so ergiebt 
sich aus der Gleichstellung von (25) und (26) fiir x < a’ 


+ © fy 
(30a) farfae w(t’) y(a, 2, A) @aide—e) 


+2 @ 
+farf dt’ w(t’) y(a, x, A)erti4e—-O — 0 
—o to 


waihrend fiir 2 > in dieser Formel ¢, und ¢, zu vertauschen sind. 
Setzt man hier wieder w(t’) ausserhalb eines beliebig klein zu 
nehmenden Intervalles gleich Null, innerhalb desselben aber constant, 
so erhilt man schliesslich fiir 2 > ax, t’ > t, oder < ¢,, ebenso wie 
fir za <a, t <t,, oder < #, die Gleichung 


(30) fa y (x, x’, A) ®t —0) on Q), 
—@ 
Bezeichnet man also die Quadranten, in welche die Ebene durch die 
beiden Charakteristiken zerfallt, welche sich in #, ¢ schneiden wie in 
Figur 4 als ersten, zweiten, dritten und vierten, so kann man das 
Ergebniss zusammenfassen in folgender Weise: 
Liegt x’, t' im ke Quadranten, so gilt die Gleichung 


(31) cos ER y (a, t; a, t’) = 4Vh (x) h(x’) fi vlad, A) cos 2A (t—t’) da. 
5 
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Denn, wie man sich leicht iiberzeugt, ist y(x, 2’, 4) eine gerade Func- 
tion von A. 

Im ersten und dritten Quadranten kann also das bestimmte Inte- 
gral zur Ermittelung von v nicht verwendet werden, 

Wir kénnen iibrigens die Formel (31) auch auffassen als Ermittelung 
des bestimmten Integrals, wenn wir v durch die Reihe (12) als gegeben 
ansehen. Die so entstehende Relation diirfte auf directem Wege schwer 
zu beweisen sein. 

Durch directe Umformung kann man die hier erhaitenen Resultate 
fiir das in (31) auftretende bestimmte Integral in dem am Schlusse des 
§ 5 angefiihrten Beispiele bestitigen, wenn man vorher noch x und ¢ 
vertauscht; doch gehen wir hierauf nicht naher ein, da die Rechnung 
langwierig und ohne besonderes Interesse ist. 

Das in (31) auftretende Integral wird von Riemann l. c. nur als 
Durchgangsformel zur Ermittelung einer analytischen Function fir v 
benutzt. In der That wiirde es z. B. schon bei der wichtigsten Auf- 
gabe fiir die schwingende Saite versagen, sobald nimlich als Anfangs- 
bedingungen Lage und Geschwindigkeit der einzelnen Punkte ge- 
geben sind. 

Man kann aber auch das Integral auf der rechten Seite von (31) 
als Integral der Differentialgleichung betrachten. Dasselbe stellt dann 
eine Art Hauptlésung dar, insofern als fiir t—¢', c =<’ eine Unstetig- 
keit auftritt und sonst nirgends. 

Allein diese Hauptlésung ist nicht brauchbar um allgemeinere 
Integrale in der gewobhnlichen Weise durch Superposition daraus her- 
zuleiten. Im weiteren Verlauf der Bewegung kommt nimlich zu Folge 
des eben erdrterten Verhaltens von v ein immer grésserer Theil der 
Saite zur Ruhe, wihrend eine brauchbare Hauptlésung gerade um- 
gekehrt die Ausbreitung einer von einem Punkt ausgehenden Stérung 
darstellen miisste. 

Dagegen erweist sich das Integral als brauchbare Hauptlésung fiir 
die Integration der Differentialgleichung unter den Bedingungen, das 


_ , 2° 7 Gz ‘ ‘ 
etwa fiir z = z’ die Gréssen z und oz als Functionen von ¢ gegeben sind. 


§ 7. 
Ueber die Darstellung von » durch Normalfunctionen. 


So wie oben die Integration der Differentialgleichung mit Hiilfe 
Fourier’scher Integrale die Bestimmung von v innerhalb eines von 
Charakteristiken begrenzten Gebietes ermdglichte, ist es auch méglich 
die Reihenentwicklungen nach Normalfunctionen unter gewissen Voraus- 
setzungen heranzuziehen , und zwar auch dann, wenn die Differential- 
gleichung in der allgemeineren Form 
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(1) g(t) 2F = h(a) 


gegeben ist, wo g(t) und h(x) wenigstens innerhalb gewisser Inter- 
valle etwa fir OC x<a;0<t<b den Voraussetzungen des § 1 
geniigen. 

Setzt man zunichst 


(32) &=y(x). 9 (t), 


so erhilt man zur Bestimmung von y und y die beiden gewdhnlichen 
Differentialgleichungen 


(33a) “4+ h(a)y = 0, 
en 
(33 b) qt gt) =0 


wo A? eine willkiirliche Grésse bedeutet, welche wir positiv annehmen. 
Bezeichnen wir nun mit y(z, x’, 4) dasjenige Integral von (33a), 


welches an der Stelle x = Null wird, wihrend s¥ fiir «= 2" den 


Werth 1 annehmen soll, und gebrauchen wir die analoge Bezeichnung 
n(t, t’, 4), so hat nach den bekannten Sitzen von Sturm und Liouville 
die Gleichung 

y(a, 0,4) =—0 
unendlich viele reelle Wurzeln fiir 4, unter denen sich keine mehr- 
fachen befinden, und welche im Endlichen keine Hiufungsstelle haben. 
Seien diese Wurzeln 4,, 4,, 4,,..., dann setzen wir der Kirze halber 


y (a, O, An) = Yn (2). 
Ebenso bezeichnen wir die Wurzeln von 
n(b, 0,4) =0 
mit w,...U@, und setzen 


n(t, 0, tn) = Mn(t)- 
Ist nun y(x) eine im Intervall 0...a@ endliche und stetige Function 
mit abtheilungsweise stetigen ersten und zweiten Derivirten, welche 
ausserdem fiir «—Q und «=a verschwindet, so gilt die Reihen- 
entwickelung *) 


*) Fiir die Giiltigkeitsbedingung der Reihenentwickelung vgl. Radakovié, 
Wiener Monatshefte fiir Math. und Phys. Jahrg, V, wo auch fiir die y brauchbare 
Reihenentwickelungen gegeben sind. Dieselben ergeben sich zwar auch aus dem 
von Fuchs, Annali di Matematica, ser. II. tom. 4 aufgestellten allgemeinen Formeln, 
werden aber von Radakovie aus der Vorstellung hergeleitet, dass die Saite von 
variabler Dichte aus einer Saite, welche aus einer Anzahl homogener Theile be- 
steht, durch Vermehrung dieser Theile ins Unendliche als Grenzfall hervorgeht. 











W. Wirrinerr. 


fe (a’) y,, (x) h(a’) dx 
(34) v(2) = >) *° ——__—- - na) 


f p(x’) y2 (a’) dar 
0 
im Intervall 0 < x < a, und es ist 


” JfP2) ty @ h(a’) dar 
(35) a(x, t) => - a f Yn (2) n(t, t’; An) 


fr (2’) y? (a’) da’ 
0 


ein Integral der Differentialgleichung (1) welches fiir =?’ verschwindet, 
wihrend dann Oi = (x) wird, giiltig, so lange « im Intervalle von 
0 bis @ bleibt. 


Ebenso wiirde man durch die Formel 


~ fot. n, (t’).g(t’) at’ 


(36) 2, (2, t) mm oi - Yn (t) y (a, 2’, Mn) 
n=l Sow) n2(t'yat’ 


ein Integral der Differentialgleichung (1) erhalten, giiltig, so lange ¢ 
zwischen 0 und 6b bleibt, welches fir zz’ verschwindet, und dessen 
erste Derivirte nach x ebenda den Werth g(¢) annimmt. 

Da nun andererseits nach Formel (10) 


2% 


3 
#(2, t) =iV x aa g(t’) oy hae stidiidebaiteeldinadl 


ist, wo z, und 2, aus den Chien 


J Vg(t) dt= -f Vh(a) dx; J V g(t) dt = [Vian 
t x ¥ z 


zu bestimmen sind, so kann man dies mit (35) vergleichen. Unter der 
Voraussetzung, dass in (35) Integration und Summation vertauscht 
werden diirfen (wie es z. B. fiir gewéhnliche Fourier’sche Reihen zu- 
trifft) kann man schreiben 


2. 
5: a a sae 
(37) 3V wiargnaey J 900) oat nay Oe 


x 


a 


. ; : - Yy (x) Yy, (a) hr 2" ‘ 
— favs ee alts Ay) 
3 0 h(u) y? (w) du 
; J 





er 


ht 
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Hier ist nun wieder zu unterscheiden ob x, und x, in das Intervall 
(0, a) hineinfallen oder nicht, und im ersteren Falle ob ¢> ¢’ oder 
t<t’. Fallen xz, und x, nicht beide in das Intervall (0, a), so ist 
iiber die Reihe rechts nichts bekannt. Ist im ersteren Fall ¢t > t’, so 
ist auch x, << a,, die Integration rechts ist danu dem Sinne nach 
entgegengesetzt zu der links und es ergiebt sich 


_ ; © 
(38a) v(a, t; 2", t’) om <= 2/h(a) h(a’) g(t) g(t) > has n( An) 
. fiw) ye (u) du 
0 


so lange 2, < # < %,, dagegen verschwindet die Summe links fir ein 
“, welches ausserhalb dieses Intervalles (v,...2,), aber im Intervall 
(0, a) liegt. Ebenso findet man fiir (<< t’ 1,< 4 <a, 


a ? 


(38b) v(x, t; a',t’) — 2Vh@ hag @gl) dy ere Mtr) 

’ Jiu) y? (uw) du 
dagegen wieder Null fiir die Summe rechts, 
wenn x ausserhalb des Intervalles (#,,2,) % 
liegt. 

Die nimlichen Ueberlegungen kann man 
an Forme! (36) kniipfen. 

Um die erlangten Resultate deutlich 
zu tibersehen, stellen wir die Formel und 
ihr Giltigkeitsgebiet zusammen. 0 

Sei in Fig. 5 A der Punkt (2, 0), 
dann ist 

















— "\y, (a) 4 (t, t’, a, 
(39) 2V/h(z) hia’) gO 90) > cata tl 
™ fru yw du 
0 
v(at; wt’) im Gebiete ABC 
= — v(at; at’) im Gebiete AEF 


= ( indenGebieten AFG, AEH. 


| 


Ferner 


oe 4a . ; X Ny (t’) n, (t) y(@, 2", uy 
(40) 27 h(a) h@)9@) 9) ye 
9 f9(u) n2 (u) du 
0 
= v(xt; vt’) im Gebiet AFG 
— v(at; at’) im Gebiet AEH 
0 inden Gebieten ABC, AEF, 
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wo EAB und FAC die beiden durch A gehenden Charakteristiken 1, 
resp. € sind. Denkt man sich v(xi; 2’t’) durch die Reihe (12) er- 
mittelt, so kann man diese Formeln auch als Summation der Reihen 
links in (39) und (40) auffassen. 

Wenn nun die Functionen g(t), h(x) die angefiihrte Beschaffenheit 
fiir beliebiges a und b haben, und ferner die Vertauschung von Inte- 
gration und Differentiation in (37) fiir jedes Gebiet zulissig ist, welches 
von einem Rechteck begrenzt ist, dessen Seiten den Coordinatenaxen 
parallel sind, dann kann man auch innerhalb eines vorgegebenen end- 
lichen Gebietes fiir die beiden Punkte (a, ¢), (~’, ¢’) die Function v 
mit Hilfe der Reihen (39) und (40) darstellen. 

Man schliesse namlich zunichst das gegebene Gebiet in ein von 
Charakteristiken begrenztes Viereck ABCD ein (Fig. 6). Zieht man 
durch A die Parallelen zu den Coordinatenaxen, so schneiden diese die 
beiden Charakteristiken durch 
C resp. in den Punkten A,, Ay, 
ho RY | o _ A,, A,’. Verfiihrt man nun 

2 EE. «SS ebenso mit B, C, D, so er- 
—_ halt man im Ganzen 16 Punkte. 
Dasjenige Rechteck OLMN 
. oe nun, welches alle diese Punkte 
im Innern oder auf der Grenze 
enthalt, kann dann als Bereich 
zu Grunde gelegt werden fiir 
die Entwicklung nach Normalfunctionen, und man erkennt unmittelbar 
aus der Figur, dass dann, wenn 2, ¢; «’,¢' innerhalb des Charakte- 
ristikenvierecks ABCD liegt, immer eine der Formeln (39) oder (40) 
die Berechnung von v(t, x’t’) gestattet, da der Bereich, innerhalb 
dessen unter diesen Umstiinden v(xt, wt’) dargestellt wird, immer 
iiber ABCD hinausgreift. 


y 
\ 

















Fig. 6. 


§ 8. 
Nahere Ausfihrung fiir die Differentialgleichung der schwingenden Saite. 


Die im Vorigen fiir gewisse Gebiete ermittelten Beziehungen 
zwischen der Function v und nach Normalfunctionen fortschreitenden 
Reihen lassen sich noch etwas weiter ausfiihren fiir die bereits ofter 
herangezogene Aufgabe der Integration der Differentialgleichung der 
schwingenden Saite von variabler Dichte und endlicher Linge l. 

In diesem Fall hat man, wie friiher bemerkt, die Dichte als gerade 
periodische Function von der Periode 2/ fortzusetzen, wihrend Anfangs- 
lage und Geschwindigkeit durch ungerade Functionen von der nim- 
lichen Periode gegeben sind. In unserer Differentialgleichung wird 
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g(t) 1 und man sieht sogleich, dass die im vorigen Paragraphen 
mit y,(x%) bezeichneten Functionen selbst ungerade periodisch mit der 
Periode 21 werden. 

Die im Vorigen mit 7(¢, t’, 4,) bezeichnete Function wird hier 


sin 4, (¢ — t’) 








n(t, ’; an) = 1 
Die Gleichung (37) nimmt daher die Gestalt an 
_ - . — 
1 a 3 , »t; 2 ;t 
(41) sh(a) * J dz OE 309 21S? 
Vi(a') 


xy 
t 


, nT Yn(®) Yn (@') h(a’) sin 1, (t — t’) 
= | dz v(2’) > Yale )M@) 7 : 
0 0 Jrcw y>(u) dw 
.U 





Bei der nunmehr vorausgesetzten Beschaffenheit von h(x’), ~(x’) 
kann man aber jetzt nicht mehr die Coefficienten der willkiirlichen 
Function auf beiden Seiten ohne Weiteres vergleichen, wenn das Inter- 
vall w,...2, ganz oder theilweise iiber das Intervall 0...1 hinaus- 
greift. Eine willkiirliche Annahme iiber ~(x’) an einer Stelle des 
Intervalles bestimmt nimlich jetzt bereits auch die Werthe an den 
Stellen 

224 = a’ +- 2kl 


(2k -- 1)/ — & = 2oK41 
innerhalb des Intervalls, wenn k eine ganze Zahl bedeutet, und zwar ist 


W(ox) = O(2'), Hb (4en+1) = — ¥(7’). 
Zieht man nun durch den Punkt ~’, t’ eine Parallele zur Abscissenaxe, 
so schneidet diese die Charakteristiken durch x, ¢ in den Punkten 2,, x, 
und man hat alle Punkte 2, auf dieser Strecke positiv, alle Punkte 
f2.41 dagegen negativ in Rechnung zu ziehen, wenn 2, < 2, also 
t>t’ ist. Ist ¢< #’, so hat man die Zeichen entgegengesetzt zu 
nehmen. Man erhialt so fiir ¢ > ¢’ 


und an den Stellen 


3 
1 


1 3 
(42) Shia) 4 (ye (w, 5 Bony t’) W¥ (ex) — >To (w, ty eengit’) h 


ST Yn (@) Yq (’) h(w’) sin 2,(¢ —t’) 
i 


(@2 +) 





. Jaw y? (u) du 


Dabei ist die erste Summe iiber alle z2,, die zweite iiber alle 2.,4; des 
Intervalles z,2, zu erstrecken. Die Summe links ist Null, wenn kein 


Mathematische Annalen. XLVIII. 25 
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Punkt 4, oder 2,4: im Intervall z,, 2 liegt. Fir ¢ < ¢’ ist die 
linke Seite negativ zu nehmen. Um den Sachverhalt villig klar zu 
stellen, sind in der untenstehenden Figur 7 diejenigen Gebiete fiir 
x’, t’ bezeichnet, in denen die Summe rechts in (42) durch die namliche 
Forme! links dargestellt wird, wenn sowohl x als 2’ auf das Intervall 
0... beschrinkt werden, und A den Punkt zx, ¢ bezeichnet. Diese 
Gebiete sind von Charakteristikencurven begrenzt und die eingesetzte 


| 
| ‘ 
1 | 
} 
| 
| 0 oO } 
ie | 
} 4 
} ‘ ’ 
4 . <2! 
oh | PB 
~-t t} 4 & \ A 
| 8A 
| “| 
~ — 
7) t 
Fig. 7. 


Zahl giebt an, wie viele Glieder insgesammt links in (42) auf- 
treten. In dem mit -+ 1 bezeichneten Bereich liefert nach Ab- 
sonderung des Factors h(x’) die Summe rechts in (42) den positiven, 
in dem mit — 1 bezeichneten Bereich den negativen Werth von 


t V/h(2) h(x’) v(a,t; 2’t’), in den mit 0 bezeichneten Feldern ver- 
schwindet sie. Ausserdem sind noch fiir einen Punkt x’, ¢’ die Punkte 
Zen, Zep. eingezeichnet, wobei zx’ selbst als z, zu bezeichnen wire. 
Man bestiitigt dieses Verhalten durch directe Summation, wenn 
h(x) = 1 ist, weil dann die Summe rechts in (42) wird 


_ nnn. new . na(t — t’) 
s 


- 1n s1n sl 
Se alll ei 
ba n 

Q 


und in den ungeraden Feldern verschwindet, in den geraden ab- 


: 1 ; 
wechselnd die Werthe -+- — annimmt. 
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§ 9. 


Ueber die Schwingungen einer unendlich langen Saite von variabler 
Dichte. 


Die vorigen Entwicklungen zeigen merkwiirdige Beziehungen 
zwischen der Function v und den Normalfunctionen passend gewihlter 
Gebiete, und diese letzteren kénnen unter Umstiinden, die am Ende 
des §7 besprochen sind, beliebig gross sein, wenn sie nur endlich 
sind. Es wire nun zu erwarten, dass bei Ausdehnung der Gebiete 
in’s Unendliche ebenso wie bei der Fourier’schen Reihe brauchbare 
Integraldarstellungen aus den Reihen hervorgehen. Allein der Durch- 
fiihrung dieser Grenziiberginge stellen sich mannigfache Schwierig- 
keiten entgegen, von denen wir die wesentlichste nun erértern wollen, 
da das Resultat auch an und fiir sich ein gewisses Interesse hat. 

Soll aus der Reihe beim Grenziibergang ein brauchbares Integral 
werden, so miissen die 4, die ganze Strecke von 0 bis oo immer 
dichter und dichter erfiillen je grésser 1 wird, und zwar so, dass in 
jedem Theil dieses Gebietes bei gentigend grossen / beliebig viele 4 
liegen. Dies ist aber im Allgemeinen durchaus nicht der Fall, sondern 
bei bestiindiger Ausdehnung des Gebietes 1 werden im Allgemeinen 
die 4, nur gewisse nicht zusammenhiingende Gebiete immer dichter 
erfiillen, und diese getrennten Gebiete sind in unendlicher Anzahl vor- 
handen. Nur unter ganz speciellen Bedingungen schliessen sich diese 
getrennte Gebiete zu einem zusammen. In der Ausdrucksweise der 
Optik wiirde also die Schwingung einer unendlich langen Saite im 
Allgemeinen einen Bandenspectrum entsprechen. Um diese Behauptungen 
niher zu begriinden, betrachten wir eine nach beiden Seiten unbegrenzte 
Saite von variabler Dichte, deren Dichtigkeitsgesetz eine gerade perio- 
dische Function der Abscisse mit der Periode 21 ist- 

Die Differentialgleichung fiir die Normalfunctionen wird dann 
(43) y” + Arh(x)-y=0. 

Sei nun y,(z, 4) dasjenige Integral der Differentialgleichung, 
welches fiir x = 0 verschwindet, wihrend die erste Derivirte den 
Werth 1 annimmt, y,(z,4) dagegen dasjenige Integral, welches fiir 
z= den Werth 1 annimmt und dessen Derivirte verschwindet. Es 
ist dann y, eine ungerade Function von 2, y, aber eine gerade 
Function. Ferner ist 

' Yo(%, 4) y,'(@, 4) — y, (@, A) yy (@, 4) = 1 
fiir jedes x. 

Sind y, und y, von 0 bis 1 bekannt, so lassen sich aus diesen 
Werthen diejenigen fiir ein beliebiges ~ zusammensetzen. 

Ist niimlich Y(a#, 4) irgend ein Integral von (43), so ist auch 


25* 
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Y (x + 21, A) ein solches, und beide sind dann nothwendig durch y, 
und y, homogen und linear darstellbar. Setzt man daher 


Y¥ (x, 4) = ay,(x, 4) + By. (x, A), 
so bestehen 2 Gleichungen von der Form 
(44) ay, (w+ 21, 4) + By, (@ + 21, 4) = a’y, (x, 4) + By (@, A), 
ay, (x + 21, a) + By (@ + 21, 4) = ay, (x, 4) + By, (, 4). 
Wir wollen nun «@ und 6 so bestimmen, dass a’ =—oa, B'= of 


wird, also 


Y(a+ 21, 4) = @eY (2, A). 


Setzen wir in (44) die angenommenen Werthe fiir «’, 6’ ein und 
dann z = — 1, so erhalten wir mit Riicksicht darauf, dass y,, y,, un- 
gerade Functionen, y,, y,/ gerade Functionen von « sind: 


ay, (1,4) + By, (1, 4) = e(— ay, (1,4) + By, (1, a), 
ay, (1, 4) + By (l, 4) = 0( ay;'(l, 4) — By,’ (I, a)) 
und hieraus zur Bestimmung von @, «, B die Gleichungen 
a(1+e)y (@,4) + B(1— @) y (, 4) = 0, 
«(1 —e@) y(t, 4) + BL + @) yy (1, 4) = 0. 


Sollen diese Gleichungen méglich sein, so hat man mit Riicksicht auf 
den Werth von 4,4, — ¥,Y% =1 


(1 + @) Y; (J, a) (1 — @) Y2 (i, a) 
(l—e)w@,4) (+e), 4) 

= 0 — Zoe[y(l, 4) yo (l, 4) + yl, 4) w(l, 4)] + 1 = 0. 
Man erhilt also zwei Werthe von 9 


Q , , , \ 
a = y(t, a) ysl a) +4, 2) yal, a) 
+ 2y7y,(1, a) yl, a) ya (1, 4) yo’ (1, 4), 


wo der Ausdruck unter der Quadratwurzel wieder mit Hilfe von 
YI — Wn: = 1 
umgeformt ist. Ferner ist 9,9, = 1. 
Den beiden Werthen von g,, @, entsprechen dann zwei parti- 
culire Integrale Y,(z,4), Y,(a, 4), fiir welche die Gleichungen 
bestehen 


(46) 


(45) 





Y,(@ + 2kl, 4) = 9, ¥,(z, 4), 
Y,(a + 2k1, 4) = 0, ¥, (x, 4), 
wo k irgend eine positive oder negative ganze Zahl bedeutet. 


Aus den Integralen Y, und Y, kénnen wir aber wieder alle andern 
linear zusammensetzen. 





l- 
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Soll nun 
aY, (2, 2) + bY, (2, } 
eine Normalfunction des Stiickes der Saite sein, welches sich von — kl 
bis + kl erstreckt, so miissen die Gleichungen bestehen 
aY,(—kl,a4)+0Y,(— kl, 4) =0, 
aY,( kl,ay+b0Y,( kl, a4)=—0, 
und in Folge der Gleichungen (46) nimmt die zweite die Form an 
aot ¥,(— kl, 4) + bo: ¥,(— kl, a) = 0. 
Da nun aY, und bY, nicht gleichzeitig Null sein kénnen, so folgt 
hieraus 9,* = ,* oder wegen 9,09, = 1 
(47) 9,7* = 9,?* = 1. 

Mit Riicksicht auf die Werthe von g, und g, folgt hiermit: 

Es kinnen, wie immer die ganze Zahl k gewihit werden mag, nur 
solche Werthe 4 auftreten, fiir welche das Product 

Ys (2, 4) yo(l, 4) yy (L, A) yo’ (U, A) 
einen negativen Werth annimmt oder verschwindet. 

Diejenigen Werthe von 4, welche das obige Product zu Null 
machen, scheiden daher, wenn sie einfache Wurzeln desselben sind, 
das Gebiet der Variablen 4 in Theile, in welchen abwechselnd zu 
Normalfunctionen gehérige 4 enthalten sein kénnen oder nicht. 

Es ist aber leicht zu sehen, dass in der Niihe solcher 4 Werthe, 
fiir welche das obige Product negativ wird in der That sich immer 
mehr und mehr A, welche zu Normalfunctionen gehéren, finden miissen. 
Da niimlich ein complexes eg, dem absoluten Betrag nach immer gleich 
Eins ist, so giebt es in jeder Niihe von g, Hinheitswurzeln, und da g, 
eine stetige Function von A ist, so wird g, in einem Intervall fir 4, 
wo es complex ist, auch beliebig oft einer Einheitswurzel gleich. 

Hat dagegen die Gleichung 

yi(l, 4) (0, 4) wy (L, a) y’(l, 4) = 0 
lauter Doppelwurzeln, wie es fiir h(x) = const. der Fall ist, so hat 
das Product links iiberall das nimliche Zeichen, und zwar im all- 
gemeinen das negative. Die friiher getrennten Intervalle fiir 4 schliessen 


sich nun liickenlos aneinander, das Bandenspectrum wird zum con- 
tinuirlichen Spectrum. 











Construction du polygone régulier de 17 cétés au moyen du 
seul compas. 


Par 


Mr. L. Gérarp a Lyon. 


Il s’agit de la construction des irrationalités suivantes: 


i 17 1 17 
gan — 248 g,——1—-f ; 
4 4 


yaad PFI, cman t yee Fi, 
2 1 a 
t == 2 cos 73 y+ V — z*), 
A partir d’un point A du cercle O de rayon 1, je porte trois cordes 
consécutives AB, BC, CD égales 4 1. Je décris les cercles A(AC), 
D(AC), c'est a dire les cercles de centres A et D et de rayon AC, 
qui se coupent en un point E tel que 
OE=/2. 
Je décris le cercle D(j/2), cest & dire le cercle de centre D et de 
rayon /2, qui coupe le cercle O(1) en F et F’ et le cercle A(AC) 
en G et G’; puis je décris les cercles G(/2) et G’ (/2), qui se coupent 
en un point H milieu de AO. 

Je prends OD pour axe des abscisses et OF pour axe des ordon- 
nées et j'appelle X, X,, Y, Z, T les points de la droite OD qui ont 
pour abscisses respectives 7, 2, y, 2, t. 

Je décris le cercle H(1), qui coupe le cercle O(1) en deux points 
K, K’, qui ont pour abscisse —; et pour ordonnées +) _ is - Par 
conséquent, a 

’ , 17 1 3 
KX = KX, = K'X = K'X, = i t1—y=V?. 
Done les points X et X, sont a l'intersection des cercles K(j/2) et 


a 


*) Voir F. Klein. Vortrige iiber ausgewihlte Fragen d. Elementargeom., p 25. 
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Je construis les points LZ, L’ qui ont pour abscisse x et pour 
ordonnées + 1: ces points se trouvent a l’intersection du cercle X(1) 
et des cercles F(x) et F’(x) et on a 


LY¥=LY=yre+i+i= XE. 
Done le point Y est a l'intersection des cercles L(XE) et L'(XE). 
Je construis de méme les points M et M’ qui ont pour abscisse z, 
et pour ordonnées -+ 1, et je décris les cercles M(X,E) et M’(X,E), 
qui se coupent en Z. 





Je décris les cercles O(AZ) et Y(AZ), qui se coupent en deux 


; seal ae P 
points N et N’, qui ont pour abscisse 5y et pour ordonnées 


+V @+i—¥; 


de sorte que 


/f ar. 
NT=NT=/% —2+(e+1"—4£ 
=———~  z/f., 1,3 
—V#FEFI-/ (4+ +3 
=—VHZ'+ HB — ZB. 
Done le point 7 est a l'intersection des deux cercles N(ZB) et 
N' (ZB) inn 
OT = 2 cos 57 - 
Enfin, je décris le cercle 7'(1), qui coupe le cercle O(1) en P et 
P’: DP ou DP’ est le cdté du polygone régulier de 17 cdtés. 
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Remarque. 

Supposons qu’on opére avec deux compas: l'un d’ouverture constante 
et égale 4 1, l'autre d’ouverture variable et désignons: 

par C le tracé d’un ecercle, 

par C, Vaction de placer une pointe du compas en un point 
déterminé , 

par C, laction de placer une pointe du compas er un point 
indéterminé d’un cercle, 

par C, Vaction d’amener la deuxiéme pointe du compas en un point 
déterminé, la premiére restant fixe. 

La construction ci-dessus a pour symbole 

270 + 300, + C; + 8C,; 
elle exige donc le tracé de 27 cercles, 

Nous avons obtenu tous les sommets du carré et de lhexagone 
régulier. On peut trouver le cdté du pentagone et celui du décagone 
en tragant trois nouveaux cercles. En effet soit J le point d’intersection 
des cercles B(j/2) et B’(/2); on a 


Ol aa — 


nile 


one. So = + 2 cos =. 


P 2 

Done si J et J’ sont les points de rencontre des deux cercles [(1) 

et O(1), Jd’ est le cdté du pentagone et, AJ celui du décagone. 
Ou peut simplifier un peu la construction précédente on remar- 

quant que les quatre points L, M, L’, M’ sont sur un cercle ayant 


pour centre le milieu R de OH (qui est facile & construire) et pour 
rayon RE. 


Lyon, 8 Juillet 1896. 





Ueber Functionen zweier reeller Variablen. 
Von 


Orro Brermann in Briinn. 


Die Abhandlung des Herrn Pringsheim ,,iiber Functionen“ einer 


x reellen Variablen, ,,welche in gewissen Punkten endliche Differential- 
‘ quotienten jeder endlichen Ordnung aber keine Taylor’sche Reihen- 
entwicklung besitzen“*), veranlasste mich nach ganz analoger Methode 
Functionen zweier reeller Variablen ¢,, ¢, zu bilden, welche an keiner 
Stelle eines endlichen Bereiches durch eine Taylor’sche Reihe darstellbar 
aber an jeder Stelle des Bereiches sammt ihren partiellen Ableitungen 

1) von jeder endlichen Ordnung endlich und stetig sind. 
Da sich fiir Potenzreihen zweier complexer Variablen alle die Sitze 
_ beweisen lassen, deren Herr Pringsheim fiir Potenzreihen einer Variablen 
t x bedurfte, bevor er durch die Transformation 2 = e** von einer Potenz- 
rr reihe $$(z) mit endlichem Convergenzbereiche zu einer Function 


} (ef*) = f(4) von der gewiinschten Beschaffenheit gelangte, war es 
thatsiichlich méglich, den von Herrn Pringsheim eingehaltenen Weg 
schrittweise zu verallgemeinern und dann auf Grund einiger Sitze tiber 
convergente Doppelreihen solche Functionen von zwei reellen Variablen 
wirklich herzustellen. Diese Functionen erscheinen in der Form von 
Reihen, welche bei gliedweiser Differentiation die betreffenden partiellen 
Ableitungen liefern. Und gerade aus diesem Grunde darf vielleicht 
diese Untersuchung einiges Interesse beanspruchen, da sie einen 
Beitrag bildet zu gewissen Untersuchungen, welche in allerneuester 
Zeit Herr E. Borel iiber die allgemeinste Form derartiger Reihen an- 
gestellt hat**). 

Wir gehen von einer Potenzreihe in zwei von einander unab- 
hiingigen complexen Variablen x, und x, aus, die nicht tiberall divergire: 


oa 
P(x, Lo) = > Buy L" XQ”. 


4, y=0 


*) Math. Ann, Bd. 44, p, 41, 


**) Ann. de l’école norm. sup. 1896. No.2 et 3, pag. 79. 
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Es existirt also ein Convergenzbereich, der aus zwei in den Zahlen- 
ebenen der Variablen um 2, —0 und z, =O gelegten Kreisflichen 
mit Radien R, und R, besteht. Ist R die kleinere dieser Gréssen, so 
convergirt $3(z,, 2.) auch dort, wo |z,| << R und |z,| < R ist. Dieser 
Bereich sei durch (R) bezeichnet. 

Der grésste Bereich (R), in dem $$(%,, 2) convergirt, der so- 
genannte wahre Convergenzbereich ist dadurch ausgezeichnet, dass auf 
seiner Begrenzung mindestens eine singulire Stelle (c,, c,) liegt, d. h. 
eine Stelle, die von dem Convergenzbereich keiner aus der gegebenen 
Reihe direct ableitbaren Reihe 


BO +(e, — 4), 2 + (w,—2,)) = P(x, v,|",, 2) 
umfasst wird, wobei |z,)| und |z,| kleiner als R sind. 

Der Beweis fiir diesen Satz ist genau so zu fiihren, wie der fiir 
den entsprechenden Weierstrass’schen Satz von dem wahren Convergenz- 
bereich einer Potenzreihe einer Variablen. Daher schreiben wir hier 


nur behufs Einfiihrung spiiter néthiger Zeichen an, wie die direct ab- 
leitbare Reihe laute; es soll 


is 

P g , (a,— a)? (a, —ay')2 

P(X, , L, |x, 24) = > Borg (@, &) a . my : 
P,q=0 


gesetzt werden, dann bedeutet $f, ,(«,", 2°) den Werth der Reihe: 


ra Deeg) (arr 


M=P, = 
an der Stelle (7,, 7). 

Um iiber den wahren Convergenzbereich (R) einer Potenzreihe 
in zwei Variablen Aufschluss zu erhalten, diene zuniichst der folgende 
Hilfssatz, der auf Grund von bekannten Siitzen iiber unendliche Doppel- 
reihen leicht bewiesen wird. 

Ist 
Gu» (u,vy=O,1,2,...) 
eine Folge solcher Gréssen, dass die Gréssenmenge 
\“*Veu,v| (uw, v—=0, 1, 2,...) 
wo Y Coy = OG, sei, eine obere Unbestimmtheitsgrenze « < 1 besitzt, 


so convergirt die unendliche Doppelreihe 


wo 


> Cy,y 


My r=0 


absolut; wenn aber a > 1 ist, so divergirt die Doppelreihe 


D enct- 


My =0 
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Die Anwendung dieses Satzes auf diejenigen Reihen 


oe 
P(x, %) = > Qu» X"XLq" , 


&,7=0 
deren Coefficienten die Eigenschaft haben, dass die Gréssenmenge 


| er ,—— | 
\" Vy,» | (u, v =0, 1, 2,...) 


eine endliche obere Unbestimmtheitsgrenze z (R>0) besitzt, lehrt, 


dass die Reihe }$(x,, z,) den wahren Convergenzbereich (R) hat*). 

Auf der Begrenzung des Convergenzbereiches (R) jeder Reihe 
Y3(v,, %,) liegt mindestens eine singuliire Stelle, Sind die Coefficienten 
Gy, dieser Reihe von angebbaren Werthen m und n der Indices w und v 
ab alle positiv, so wird die Stelle (R, R) eine singulire. 

In der That betrachtet man die Werthe der Coefficienten der 
Reihenentwicklung $(x,, x, |2,, x): 

pi gi Baa, @%) (pm, @>n) 

an den Stellen (x,, x,!), wo die Betriige |x,|, |~,| die vorgegebenen 
Werthe &, und &,© haben, so werden diese Coefficienten zufolge der 
Ungleichungen: 


@ | 
 ono(6) (ements 


MSP, ¥=@ 


<B o(G) (ism 


=p, v= 





dann ihre gréssten Werthe annehmen, wenn 2, = &, und a, = &,( 
ist; und darum ist der Convergenzbereich (vr) keiner der abgeleiteten 
Reihen um eine der genannten Stellen kleiner als der Convergenz- 
bereich der Reihe P(a,, x, | &,.&), der (R—&) heisst, wenn die 
kleinere der Gréssen &, und &, mit & bezeichnet wird; denn der 
Convergenzbereich mindestens von einer der abgeleiteten Reihen kann 
nur bis an die Begrenzung des Bereiches (2) reichen. Die Stelle 
(R, R) ist also singulire Stelle. 


*) Der analoge Satz fiir Potenzreihen einer Variablen ist 1892 in Liouville’s 
J. von Herrn Hadamard weitliiufig besprochen worden. Dieser angeblich Hada- 
mard’sche Satz (siehe so Picard, traité d’analyse T.1, p. 211, T.II, p. 70) findet 
sich — wie ich einer Mittheilung des Herrn Pringsheim mit Dank entnehme — 
schon vollstiindig bei Cauchy (Analyse algébr. p. 151. Résum, analyt, p. 47). Nicht 
einmal die genauere Definition des Begriffes ,,limite superieure (bei Cauchy: 
y»la plus grande des limites“) riihrt von H. her, sondern ist seit Du Bois-Reymond 
als die ,,obere Unbestimmtheitsgrenze“ allgemein bekannt. 
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Von einer Reihe {(z,, 2,), zu deren singuliren Stellen auf der 
Begrenzung ihres Convergenzbereiches (R) die Stelle (R, R) gehére, 
gehen wir nun durch die Substitutionen: 


%= Re, 1, = Rez, 
zu einer Reihe 


PB (4, %) -»> Cu,y By" 24" , 
4,0 
die auf der Begrenzung ihres Convergenzbereiches (1) die singulire 
Stelle (1, 1) besitzt. 

Um thatsichlich eine solche Reihe zu erhalten, wahle man auf 
Grund der friiheren Siitze als Coefficienten ¢,, nur lauter positive 
endliche Gréssen von der Art, dass die obere Unbestimmtheitsgrenze 
lim “*Vepy = 1 (w,v=00; w—='00; v—=00) 
wird, 

Unterwirft man ausserdem die positiven Gréssen c,, solchen Be- 
dingungen, dass die Reihe {$(z,, 2.) sammt ihren Ableitungen §,,, (2,, 22) 
von jeder endlichen Ordnung an jeder Stelle der Begrenzung des 
Bereiches (1) unbedingt (und absolut) convergirt, so ist dann durch 
$(z,, 2.) eine analytische Function definirt, die auf der Begrenzung 
des Bereiches (1) sammt den Ableitungen von jeder endlichen Ordnung 
endlich und stetig ist, aber in keiner Umgebung der Stelle (1, 1) nach 
Potenzen von (z,—1) und (2,—1) entwickelbar ist, denn diese Stelle 
ist eine singulire. 

Zur Ermittlung solcher Bedingungen an die Gréssen ¢,,, beachte 


man, dass eine unendliche Doppelreihe aus positiven Gréssen ao, ve 
»v=1 
convergirt, wenn sich eine positive Grésse p, die beliebig wunig autiene 
als Eins zu sein braucht, so finden lisst, dass fiir wachsende uw und v 
lim (uw .v)? bu» 

endlich bleibt und dasselbe auch bei wachsendem yw fiir jedes endliche v 
und bei wachsendem » fiir jedes endliche w gilt*). Darnach fordere 
man nun zum besagten Zwecke, dass die Gréssen 


(uv) P Cu,y ’ (u)? Cu,0 ? (v)? Coy 
fiir jedwedes endliche positive p > 1 unter einer angebbaren Grosse 


bleiben und bei wachsendem mw und v oder w oder v die Grenzen den 
Werth Null haben. 


Jetzt handelt es sich darum, wirklich Gréssen von den verlangten 
Eigenschaften zu bilden. Setzt man 








*) S. Thomae, Abriss einer Theorie der compl. Funct. 2. Aufl. 1873, p. 70, 
Fussnote, 
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x —Py,y 108g (u-) 
Cuyy = (u . v) Puy? os Qa *#,7 "a M ; 


pees —Pu.d — p—Pu,y loge 
Cu,0 — (u) M9 == a My +] 


- - log» 
Cov = (v) POY — q P0,v'°8 . 


WO Pur» Pu,oy» Po» mit w und v oder w oder v unendlich werdende 
Gréssen seien und a> 1 sei, so wird den zuletzt ausgesprochenen 
Forderungen geniigt. 

Doch es soll auch 


lim “"Veu» = 1 (u, v0; w= 00; v—=00) 
sein. Weil aber jetzt 


Pus 70, 


Pu,0 v 
uty,— _ log, (u-¥) 4y— — —— logg («) ve log, (¥) 
V Cue == @ has . ? V Cu,o=@ # . ? VCoy =a Pm m 

ist, hat man die Bedingungen zu erfiillen: 


. Pury pot . Pu,d — 
Pea ew log, (u-v) = 0, howd - loga (u) = 9, 
- Poy 
jim ~~ loga (v) = 0; 
daher kann man 
Puy 08a (u'r) 1 Puyo 06a) 1 Poy 18a (*) 


’ ’ 
u+yv My» uw M.,0 v mM, 


setzen, WO Muy, Myo, Moy, Wieder mit w und v oder w oder vy unend- 
lich werdende Gréssen bedeuten, welche aber die Higenschaften haben, 
dass 





. m ‘ 1 
lim ——“*— —lim —-= 0 v=00; ==00: y= 
ute Py,» (u, > } ) 
log, (u-) 
° m ‘ ‘ m " 1 
en — ee See —* oe 0, lim —*" = lim — =0 
seo __ u u=ow £u,0 =e _ y= @ LOY 
log, (u) log, (¥) 
ist. Hierauf wird 
at 
Cuy =a HY, 


Fiihrt man nun die Function {(2,, 2), im der die Coefficienten 
in der eben genannten Art gewihlt seien, durch die Substitutionen: 


am i = poi 
Ze, 2, = ec,” 


welche die Einheitskreise der z, und z, Ebene derart auf die reellen 
Zahlenlinien der ¢,- und ¢,-Ebene abbilden, dass 2,0 die Stellen 
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t, =2nx und z,=—0 die Stellen ¢,—2nz entsprechen, in eine 
Function »(f,, f,) von ¢, und ¢, tber, so besitzt diese fiir alle reellen 
¢, und ¢, endliche Ableitungen von jeder endlichen Ordnung und ist 
sammt diesen Ableitungen eine stetige Function, aber sie ist in der 
Umgebung der Stelle (0,0) nicht nach der Taylor’schen Reihe ent- 
wickelbar, denn »(¢,,¢,) hat die singulire Stelle (0, 0). 

Diese Behauptung fliesst aus dem folgenden Satze: Ist die Func- 
tion (Reihe) $(z,, 2,) in einer angebbaren Umgebung einer Grenzstelle 
(¢,, ) ihres Convergenzbereiches (1) reguliren Verhaltens, so ist {S 
als Function von ¢, und ¢, betrachtet, auch in der Umgebung des Ab- 
bildes (¢,, ¢,) von (¢,, ¢.) entwickelbar; und umgekehrt wenn yp (¢, , ¢,) 
in einer angebbaren Umgebung einer Stelle (¢,, 4,0), wo ¢, und 
t, reell seien, entwickelbar ist, so lisst sich diese Entwicklung mit 
Hilfe der Substitutionen 


t, — t= = log (1+ 4— 1), t — f° = t log (1+ =) 
in eine andere nach positiven Potenzen von (¢,— c¢,) und (z,—c¢,) um- 
formen, und d. h. p(¢,, ¢,) geht in eine an der Stelle (¢,, c,) regulire 
Function von 2, und z, tiber. 

Darnach namlich entspricht jeder singuliren Grenzstelle des Con- 
vergenzbereiches (1) unserer Reihe $8(2,, 2.) eine singuliire Stelle 
(,, 4) von p(t,, ¢). 

Denken wir nun die Coefficienten c,, von friiher endlich auch 
noch so gewahlt, dass die singuliren Stellen auf der Begrenzung des 
Convergenzbereiches (1) von $$(z,, 2,) tiberall dicht liegen, und dass 
somit 3(¢,, 2) keine Fortsetzungen besitzt, aber noch immer an jeder 
Begrenzungsstelle sammt allen Ableitungen von endlicher Ordnung 
endlich und stetig ist, so wird die durch die friihere Substitution ent- 
stehende Function von ¢, und ¢, an keiner reellen Stelle (¢,, ¢,) ent- 
wickelbar sein. Versteht man also unter ¢, und ¢, reelle Gréssen und 
ordnet jeder Stelle (2,, 2,) auf der Begrenzung des Bereiches (1) in 
einer (¢,, ¢,) Ebene eine Stelle des Bereiches zu, wo 


O<t,< 2a, 0<t,< 22 


ist, so kann man y(¢,, ¢,) in diesem Bereiche (A) als eine eindeutige, 
stetige Function der reellen Variablen t, und t, bezeichnen, die wohl 
an jeder Stelle endliche Ableitungen von jeder endlichen Ordnung hat, 
aber nicht entwickelbar ist; sie ist durch eine Reihe gegeben, aus der 
man die Ableitungen durch gliedweise Derivation findet. 

Will man zu einem Beispiele gelangen, so handelt es sich zuniichst 
um die Herstellung von Potenzreihen, die iiber ihren Convergenzhereich 
(1) nicht fortsetzbar sind. 





gz 


a a, ad 
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Wenn die Coefficienten ¢,, der Reihe $(2,, 2.) positiv und so 
gewahlt sind, dass 


lim “*Vou» = 1 
ist, so wird der Bereich (1) Convergenzbereich, und die Stelle (1, 1) 
ist singulire Stelle. Bedeuten dann p, und q, solche mit u beziehungs- 


weise mit v unendlich werdende ganze Zahlen, dass p, durch p,, 
qv durch q, theilbar sind, wenn uw’ > uw, v' > v i8t; so ist 


@ 
(219 %) = > Cpu ay ey!” 


u,v =0 


eine in dem Bereiche (1) existirende analytische Function von z, und 2,, 
welche keine Fortsetzungen zulisst. 
In der That wenn man den Rest R,,,, der angeschriebenen Reihe: 


Pu dy 


~ Pu W 
_— Pu Pm\?m Gn\4n 
Ras = > py +I “gs? = > Crys dy af m) E (23 n) 


“=m, v=n .=m,v=n 


setzt, so erscheinen alle die Stellen auf der Begrenzung des Bereiches 
(1) singulir, fiir die 


am = 1, | 


ist; und weil man m und » beliebig gross wiihlen kann, werden die 
singulairen Stellen von R,,, und natiirlich auch die von /(4,, 2,) 
iiberall dicht auf der Begrenzung des Bereiches (1) liegen. 

Dann aber ist nach dem Voranstehenden 


Put 


~ 
. . Y m iat on 
f (2 , 2») oati a Purdy z u ” 


4,70 


eine allein in dem Bereiche (1) existirende analytische Function, die 
auf der Begrenzung desselben sammt den Ableitungen von jeder 
endlichen Ordnung endlich und stetig ist; und f(e"*, e**) ist in dem 
friiher genannten Bereiche (A) eine eindeutige, stetige Function der 
reellen Variablen t, und t,, die an keiner Stelle nach der Taylor’schen 
Reihe entwickelbar aber differenzirbar ist. 

Setzt man insbesondere 


we 
(log, (u-»))? 


Muy 


also 


— logy (u-¥) 
Cuy = (U-v) 
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und versteht nun unter a eine positive ganze Zahl grésser als Eins, 


so dass man auch 
setzen darf, so wird 


f (ef a e**) 


April 1896. 
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P=, =a 


=>) (atte) tote EN (erstyat (ehatye? 


u,y=0 


-»> q “t+ (et) (eh iyo”, 


“u,vy=0 











Projective Erzeugung der Curven m‘* Ordnung C™*). 
Von 


Cart Kipper in Prag. 


Einleitung. 


Die seit Chasles gebriiuchliche Begriindung (siehe Cremona, Ebene 
Curven, tibers. von Curtze) muss verworfen werden. Bringt man 
niimlich m in die Form 2+ v, so wird gezeigt, dass C?"+* stets 
mittels zweier Biischel (C"), (C"+”), welche keinen Basispunkt gemein 
haben, erzeugt werden kann. Dieses Theorem folgt sofort durch ein- 
fache Anwendung des bekannten Restsatzes, wenn feststehit, dass auf 
C2+" die n? Grundpunkte eines (C") liegen. Die bisher hieriiber ge- 
gebene Lehre beruht aber ganz auf dem Fundamentalsatz: 

»Gaeht irgend eine C*+" durch 3n — 2 beliebige Punkte f, so ent- 
hilt sie stets noch n? — (3n—2) Punkte, welche mit diesen f die Basis 
B eines Biischels (C") ausmachen.“ 

Wenn man nun (etwa bei Cremona) den Beweis nachsieht, so passt 
derselbe wortlich auf folgenden Fall (n—=3, v=0): 

Sind die 3n —2—7 Punkte f die Doppelpunkte einer C*, so 
miissten auf C® nothwendig 2 Punkte 2 vorkommen, welche mit den 
f die g Grundpunkte eines (C*) liefern. Alsdann schnitten die C* aus 
C® eine g) , und es wiiren alle cof C® mit den Doppelpunkten f hyper- 
elliptische Curven. Solcher giebt es aber nur s0°, wie bekannt und wie 
iiberdies spiater bewiesen wird. Da mithin unzihlige C® existiren, auf 
welchen die beiden x nicht sind, so liefert das iibliche Raisonnement 
ein evident falsches Resultat, muss somit aufgegeben werden **), 

Was ferner Herr de Jonquiéres***) vorbringt, stiitzt sich darauf, 
dass aus 2a Gleichungen zwischen 2a Coordinaten von «@ Punkten 
diese sich bestimmen. Soll dies eingesehen werden, so muss wenigstens 





*) Umarbeitung und Erweiterung einer in den Sitzungsb. der k. béhm, 
Gesellsch. d. W. 1896 enthaltenen Note gleichen Titels, 
**) Vgl. die Nr. 17 des Aufsatzes des Verf. ,,Hyperelliptische C°"“, Abh, d. 
k. béhm. Gesellsch. d. W. 1885. 
#**) ©. R. 1887. 
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klar sein, dass die Gleichungen unabhingig von einander sind, und 
sich nicht widersprechen. Eine solche Priifung der in der Luft 
schwebenden Relationen hat aber (aus nahe liegenden Griinden) gar 
nicht stattgefunden. Wie precir die Anwendung des hergeleiteten 
Princips ist, wenn es auf Curven mit Doppelpunkten ausgedehnt wird, 
hat sein Urheber (de Jonquiéres) durch die daraus abgeleiteten irrigen 
Folgerungen selbst gezeigt (s. Verf. in Math. Annalen XXXII, p. 282). 


I. 
Fundamentalsatz. 


Ich gebe zunichst einen Beweis des Fundamentaltheorems, Im 
Folgenden ist stets zu unterscheiden die factische Mannigfaltigkeit u 
der durch eine Gruppe von Q Punkten gehenden C™ von ihrer normalen 


by = = m(m-+3) —Q. Wenn w= uy, so liegen die Q Punkte normal, 
ist u > uw, anormal beziiglich C”. 
Wir nehmen in der Ebene o < £ a(n + 3) Punkte f an, so dass 


wenigstens eine irreducible C" sie enthilt, und dass die f normal 
gegen die C* sind. Die Zulassigkeit dieser Annahme ist unschwer 
nachzuweisen; sodann bilden die durch f méglichen C” eine irreducible 
; n(n+3) — p-fache Mannigfaltigkeit. Je zwei C” liefern die Basis B 
eines nicht zerfallenden Biischels (C"), seine n? Punkte sind anormal 
fiir die durch B gehenden C?"-*, normal fiir ihre C?"+’. 

Nunmehr bestimmen wir die Mannigfaltigkeit IN derjenigen C*"+’, 
wovon jede mindestens eine, nicht stets unendlich viele B trigt, und 
bezeichnen eine solche (projectiv erzeugbare) Curve mit ©?"+”. 

Wir erhalten It — a -+ 6; wenn co“ C*"+” durch die f gehen, 


von diesen oo eine bestimmte B enthalten, und oo? Gruppen B iiber- 
haupt existiren. 


Aber a = uw — (n*—) wegen der normalen Lage von B gegen 
2+"; ferner B = 2(; n(n-+- 3) —1 — 9); folglich 


M — uw — (p—3n+2). 
Dies besagt fiir mg > 3n— 2, dass es noch unzihlige Curven 
C2"+» giebt, welche keine B enthalten, also nicht ©?**" sind. 
Ist p = 3n —2, M—u, so folgt: 
Auf jeder der oo Curven C2"+” liegt wenigstens eine 
B, so dass alle diese Curven 6?"*” sind.‘‘*) 


*) Falls nicht auf jeder dieser 6"*" wnendlich viele B sind. 
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Wenn endlich gp = yg, = 3n —2— ~~ ist; also M, —w, +2 
wird, so muss eine Reduction des Mt, stattfinden, da Mt, seiner Be- 
deutung nach nicht iiber das entsprechende uw, steigen kann. In der 
That kommt diese Reduction dadurch zu Stande, dass jetzt ausser den 
3n —2— a=, Punkten / auf einer ©?" noch « Punkte E einer 
B beliebig wihlbar sind. 

Ist dies geschehen, so betrigt nach dem Vorigen die Mannigfaltig- 
keit der durch diese 3x — 2 Punkte gehenden ©?"+" genau uw, — 2, 
die totale mithin u,. 

Im Allgemeinen wiirden hiernach die auf einer 6?"+’ etwa be- 
findlichen B in endlicher Anzahl vorkommen, sobald 3m — 2 Punkte f 
der B angenommen sind. Aber es ist keineswegs ausgeschlossen, dass 
auf gewissen der co“ Curven ©?"+*, welche die 3n—2 Punkte f, 
enthalten, unendlich viele B existiren, das heisst, dass von einer B 
noch einer oder mehrere Punkte willkiirlich sind. Fiir derartige ©?"+” 
kann sofort eine maximale Mannigfaltigkeit gefunden werden. Wird 
angenommen, dass jeder beliebige Punkt EZ einer ©?"+” zu einer B 
gehért, so liegt ein E auf co“! Curven 2n + v'" Ordnung, jedoch 
nach Obigem nur auf co? @"+" (6 fallt um 2 Einheiten), Offenbar 
wiirde diese Mannigfaltigkeit um 1, 2... Einheiten kleiner ausfallen, 
wenn nebst FE noch 1,2,... Punkte von einer B annehmbar wiren. 
Nach Ausschluss aller dieser ©?"+” verblieben sonach noch unendlich 
viele ©?"+*, auf welchen die B ein- oder mehrdeutig bestimmt sein 
werden. 

Beispielsweise sei n=3; 3n—2=7: Die f bestimmen ein 
Netz von C*, das man zur Transformation einer ©*+* in dem Falle 
benutzen kann, wenn nicht eine derjenigen Curven zu Grunde liegt, 
auf welcher unendlich viele B existiren. Die Transformirte bekommt 
alsdann eine gewisse Anzahl von Doppelpunkten, und ebenso viele B 
treten auf ©*+” auf. Wenn etwa v = () ist, so erhilt man als Trans- 
formirte C!! (7-+-11—3.6), und da ihr Geschlecht 10 sein muss, wie 
fir ©, so hat sie 5. 9 — 10 — 35 Doppelpunkte. 


Wir wenden uns jetzt zur Untersuchung der Erzeugnisse €?"+" 
zweier projectiver Biischel (C*), (C"+”), welche @ Basispunkte D 
gemein haben. "+" erhilt dann die D zu Doppelpunkten; C?"+” ist 
das Zeichen fiir irgend eine Curve mit den Doppelpunkten D, wenn 
sie nicht auf diese projective Art hervorgebracht werden kann. Die D 
sollen normal besiiglich C” sein, daher ist 0< ; n(n +3) zu nehmen. 
Auf die Fallen = 1, also auch 0=1; n= 2, 0 < 4 ist es unnothig 
einzugehen, da ihre Erledigung sich ganz von selbst versteht. Dem- 
gemiiss ist » > 2 anzunehmen. 


26" 











404 Cant Kieren. 


Il. 
Unentbehrliche Hiilfssitze. 


1. Betreffend die Curven C; mit 6 gemeinschaftlichen Doppelpunkten D ; 
p=5(m— 1) (m — 2) — 90 (0 < o— 2"). 

A) Untersuchung der Lage, welche die D beziiglich ihrer C™ 
haben kénnen und der Constantenzahl c. d, welche die D absorbiren 
(ce < 3): 

Die Zahl = m (m+ 3)—3d—ua, giebt die normale, :m (m+3)—e.d 
die factische Mannigfaltigkeit u der C”; die Differenz u — u,—=(3—c)d 
nennen wir Excess §. Es sei uw > 0, mag wu, positiv oder negativ 
ausfallen. 

Um w wu finden, schneiden wir eine irreducible Cj" mit irgend 


einer zweiten in einer Gruppe G von Y= m?— 40 Punkten. Hat 
diese Gg auf Ci" die Beweglichkeit g, so folgt: 


u=q-+l. 

Wenn nun Ge die Beweglichkeit ¢, = @ — p hat, wofiir sich durch 
Einfiihrung der Werthe von Q, p die Zahl 5 m(m +3) —3d—1 
ergiebt, so kommt w = wy; das heisst, die D liegen normal beziiglich 
der C” und absorbiren 36 Constante. Bekanntlich tritt die Beweglich- 
keit g, dann und nur dann auf, wenn durch Ge eine adjungirte C"-* 
unmoglich ist. 

Aber wenn g=q,+§, €> 0 als Beweglichkeit erhalten wird, 
kommt wu =u, + €, oder (83—c)d = €, die D absorbiren cd < 30 
Constante, und haben anormale Lage gegen die C™. Damit dies 
eintrete, ist erforderlich und hinreichend, dass durch Gg genau 
coP-I-et+wtt == oof! adjungirte C™-* gehen (Riemann): ,,Kennt man 
demnach die Mannigfaltigkeit der adj. C™-* durch Gg gehend, so ver- 
mehre man diese um 1, um den Excess € = (3—c)é zu erhalten.“ 

Wir haben stillschweigend Q@ > 0, d, i. m? > 40 gedacht, weil 
in spaterer Anwendung allein diese Annahme ndéthig ist; gleichwohl 
gilt das Gesagte auch, falls @ =O wire. 

Folgerungen: 

a) Ist Q@ = m*? — 40 > 2p — 2, oder, was auf dasselbe hinaus- 
lauft, ist 0 <=, so muss, da keine adj. C™—* durch Gg méglich, 
€ = 0 sein, also normale Lage der D beziiglich C” stattfinden. 

b) Dagegen werden bei m? — 40 < p — 1 stets die D sich anormal 
gegen die C™ verhalten. Die hinreichende Bedingung der anormalen 
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Lage wire somit 30 > 5mm + 3), wobei als Voraussetzung fest- 
zuhalten ist, dass mehr als eine C™ existirt. 


c) Innerhalb der eben definirten Grenzen fiir 0 kann die eine 
oder andere Lage bestehen, Alsdann wird € verschiedene von @ ab- 
hingige Werthe annehmen; wir wollen den gréssten fiir € méglichen 
Werth bestimmen: dazu muss die Beweglichkeit g = Q — p + € der 


Specialgruppe Gj méglichst gross ausfallen. Nun ist aber bekanntlich 


immer: Y—p+6€ <3 Q; folglich €< 5 (2p — Q), oder 
(1) § <0 — 5(3m— 2). 


Ersetzen wir € durch (3 —c)0, so ergiebt sich: 
(2) e>2+4 >. 
Wenn demnach € iiber 0 wiichst, ¢ also unter 3 bleibt, so kann 


doch nie c unter 2 + “> 2 sinken. Der Bruch = 


da d> = (a), und nimmt seinen kleinsten Werth fiir 0 =" im >6) 
6m — 4 
m2 





Babe un 
“= ist ein echter, 


an. Folglich kann ¢ niemals kleiner als 2 + 
nicht alle C™ zerfallen. 

B) Liegt auf C;" eine Gruppe G5 ,., bestehend aus den D und e 
einfachen Punkten EZ, und will man iiber deren normale oder anormale 
Lage entscheiden; so hat man durch Gs,, eine zweite C;' zu legen, 
mit dieser die erste in weiteren Q Punkten zu schneiden. Stellt sich 
hierbei heraus, dass durch die Ge keine adjungirte C™— legbar ist, so 





werden, wofern 


1 
, : ; _ 3 m(m+3) — 3d- 
liegt Gaze normal und ist gemeinsame Gruppe fiir genau co? ™ y 


Curven C,". 

Fallt dagegen Ge auf eine adj. C™-*, so ist anormale Lage der 
Ga,. die Folge. 

2. Lehrsatz. ,,Wenn auf C?"*» mit 30 Doppelpunkten D eine 
Gruppe von n® — 0 Punkten E existirt, welche nebst D die Basis B 
eines Biischels (C”) liefern, so dass diese oo! C™ aus C®"+” eine gl), 
schneiden, so gehen durch eine beliebige Gruppe dieser Schaar genau 


1 
s+io+2) 2. ” . ia , 
oe adjungirte C+" .“« (Siehe meinen Beweis in den Sitzungs- 


berichten der béhm. Ges, d. W., Jahr 1888). *) 
Hiernach ist C?"+” projectiv erzeugbar mittels des Biischels (C') 





*) Die natiirlichste und keinem Zweifel unterworfene Herleitung beruht auf 
dem Riemann-Roch’schen Theorem, von welchem unser Satz sich als specieller 
Fall erweist. 
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in Verbindung mit einem (C"*+’), von dessen Basis 8 ausser den D 
noch 5(v-+1) (v-++2) Punkte auf C?*+” willkiirlich sind. Ist v = 0, 
so liefern die durch eine Gruppe Gi, der g%5 gehenden adj. C” eine 
Schaar Gy, in welcher auch die E als Gruppe vorkommen. Ent- 
nimmt man dieser Gj alsdann irgend zwei Gruppen, so giebt die 
eine mit den C zusammengenommen eine B, die andere eine $. Man 
darf den wesentlichen Unterschied nicht ausser Acht lassen, welchen 
die Fille »y > 0 und vy =O darbieten. Im ersten entsprechen einer B 


1 
a 5 +1) (0 +2) ' , , — ; 
auf G2"+" noch oo?”* $, einer B jedoch eine einzige B; im 


zweiten Falle entsprechen einer B noch co! %, ebenso umgekehrt. 
Die Kenntniss dieses Verhaltens hatte M. de Jonquiéres vor manchen 
falschen Schliissen geschiitzt (v. a. a. O.). 

3. Hauptsatz. ,,Befindet sich auf C?™*” eine Gruppe B, Basis 
eines irreduciblen Biischels (C”), zu dessen Punkten die D und n? — 0d 
Punkte E gehiren, weshalb dann &?"*+* vorliegt (Satz 2), so verhdilt sich 
B normal zu den sie aufnehmenden ©?"+".“ 

Beweis. 62"*" sei eine bestimmte dieser Schaar. Wir schneiden 
sie mit einer zweiten, bestehend aus einer irreduciblen Cy} unseres 
Biischels, und einer beliebig durch D, nicht aber durch B gelegten 
o"'”: Of liefert ausser den E noch n? + nv — @ Schnittpunkte &, 
welche (2.) mit den D den vollstindigen Schnitt von Cy} und einer 

** pbilden. O"*” liefert (n+-v) (2n+v)—20=Q Schnittpunkte, 
welche einer Specialschaar auf 6;"*” angehéren: GS, wobei 


MV 


q =5 (n+) (n+v+3) —d. 


Zufolge 1. wire nunmehr nur zu zeigen, dass unter den oo?—!—O+4 
durch Gg moglichen adjungirten C?"*+’-° es keine geben kann, welche 
die Punkte © enthilt. 


Da p—1= 5 (2n-+-v— 1) (2n+-v— 2) —d — 1, s0 ergiebt eine 
kleine Rechnung: p—1—~-Q+4q => (n—3)n; woraus erhellt, dass 


die durch Gg denkbaren adj. C?"+’-* zerfallen miissen in die C*+’, 


1 
. . ‘ > (n—3)n ,, 
welche die Gg lieferte, und die oo? Curven C-, 


Es ist demnach zu entscheiden, ob die © auf einer ("—* sein 
kénnen? Sicherlich nicht, wenn n? + nv — d > n(n—3), weil C; 
irreducibel ist. Fielen ferner bei n? + nv —d <—n(n—3) die © auf 
eine C*-°, so hitte dies zur Folge, dass der iibrige Theil des Schnittes 
von C;', Cyt’, namlich die D, in anormaler Lage beziiglich der CO", 
also auch der C” wiren. (Wir betonen nochmals, dass die fest an- 
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genommenen Basispunkte D des (C") normal zu diesen C” voraus- 
zusetzen sind.) 
Natiirlicherweise verhalten sich jetzt auch die D normal zu den 


C2+", von denen sonach genau co, w => (2n+v)(2n+v-+43) —3d, 


existiren. Tritt fiir d ein verschiedener Werth 0, auf, so wird das 
entsprechende w durch wu, bezeichnet. 


Ill. 
Sitze iiber projective Erzeugung. 


1. Bestimmung der grissten Mannigfaltigkeit IN derjenigen 62"+", 
von denen jede wenigstens eine B tragt. 

Da dies absolute Maximum dann und nur dann erhalten wird, 
wenn seiner Berechnung die Hypothese zu Grunde gelegt wird, dass 
nicht unendlich viele B auf jeder ©?"+” vorkommen, so hat die Be- 
rechnung keine Geltung, falls yO ist. Denn da es auf ©?" (Satz IT. 2) 
entweder keine, oder oo' B giebt, so kénnte hier das Maximum I 
nicht erreicht werden. Demzufolge sei 
(A) v>0. 

Zunichst bemerken wir, dass wenn Yt ermittelt ist, unter den 
coo™ Curven alle diejenigen einbegriffen sein werden, welche etwa 
co!, co? ... Gruppen B besitzen kénnten. Die maximale Mannig- 
faltigkeit letzterer ©?"+" betriige offenbar Yt— 1, M—2 u.s.f., und 
man sieht, dass hier jede dieser Mannigfaltigkeiten die nachstniedrige 
in sich schliesst. 

Nun wird man, genau wie in Abth. I verfahrend, erhalten 


M—a+ Bp, wo a=u—n' +d, B= 2(5n(n4+3) —1— 8). 


Namlich in der Ebene sind oof Gruppen B, und durch jede 
bestehen co* G?"+", So folgt: 
(A’) M — w — (9—3n+2). 

Mithin: ,,Wenn 0 > 3n — 2, so existiren unzahlige C?"+", welche 
keine B enthalten, nicht projective Curven sind.“ 

Ist 0d = 3n—2=—0,, so kommt Y{—y,. Da es unter diesen 
oo: 62"+” héchstens oo! giebt, auf denen unendlich viele B liegen, 
so bleiben nach Ausschluss derselben immer noch unzihlige €?*+” 
iibrig, auf welchen die B in endlicher Anzahl auftreten miissen. Unter 
Umstinden lisst sich diese Anzahl leicht finden (v. Beispiele in 
Nr. III, 2). 

Endlich sei d=3n—2—2—0,—x, 80 ergiebt sich w= yw,+3z2, 
M—u+ae—yu,+42; d. h. M tiberstiege w, was offenbar unmdglich 
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ist. Mithin muss eine Reduction des It eintreten, welche dadurch zu 
Stande kommt, dass auf jeder der co™ ©2"+” noch oo* B vorhanden 
sind. In der That, nimmt man auf einer ©?"+” von einer zu bestimmen- 
den B noch « einfache Punkte E an, so betriigt die Mannigfaltigkeit 
der durch die E méglichen ©?"+” nunmehr It — 2z, da das obige p 
um 2 abnimmt, « unverindert bleibt. 

Da M— 2% —u, + 2% —uw—~z, so gewahrt man, dass diese 
neue Mannigfaltigkeit einerlei ist mit der aller durch die E gehenden 
C2=+*, Wieder umfasst letztere jede niedrigere, woraus erhellt, das 


unter diesen co“-* G?"+” unzahlige sind, auf denen die B in endlicher 
Anzahl erscheinen. 


Wir haben hiernach festgestellt: 
»Alie C2"+* mit 8 Doppelpunkten lassen die vorgeschriebene 
projective Erzeugung nur dann zu, wenn 0d = 3n — 2 — a, 
so 0“ 
Dabei kénnen von den Basispunkten des Biischels (C'") immer 2, nicht 
aber mehr beliebig angenommen werden. Vom LErzeugniss (?*+" 


bleiben wihlbar 5 (m-+-v) (2n4+-v+3) — 3d — # Punkte. 


Wir wenden uns dem Falle zu, welcher zum grossen Schaden fiir 
die exacte Forschung nicht genug beachtet wurde: 


(B) v= 0, w= n(2n+3) — 30 (8 < jn(n+3)). 


Jede ©?" enthialt wenigstens oo' B. Nach Satz 2 bilden die n? —é 
Punkte, welche die D zu einer B erginzen, eine g) ,. 

Will man daher das Maximum (M' im vorliegenden Falle) finden, 
so muss man die weitest gehende Hypothese zu Grunde legen, dass 
nicht alle ©?" mebr als co' Gruppen haben. Wir bestimmen die 
maximale Anzahl der durch einen beliebigen Punkt E der Ebene 
moglichen ©": Auf jeder dieser ©?" befindet sich eine (oder mehrere) 
Gruppe B, zu welcher E gehért. Es giebt aber cof B, welchen E 


gemeinsam ist, wo B = 2(En(n+ 3) —d — 2), und durch jede B 
lassen sich oo*, « = su — (n?—d), ©" legen. Also erhalten wir die 
Mannigfaltigkeit 

u — (8 —3n +4) 
von Curven ©", welche sammtlich E aufnehmen, und so ergiebt sich 
(B’) M! = w — (0—3n+3). 

Waren von einer B auf allen ©?" 2 Punkte willkiirlich, d.h., giibe es 
auf den ©" oo? Gruppen, so nehme man zu E noch einen zweiten Punkt 
E, und verfahre analog; dann kommt als maximale Mannigfaltigkeit 
solcher ©2":3t'— 1, und es ist dieselbe offenbar ein Theil der Mt!. 








oe ww nae 





it 
ty 


ir 


n, 
88 


Ro o 


1€ 


BS 
kt 


1 








Projective Erzeugung der Curven mt Ordnung C”™. 409 





Hieraus schliesst man sogleich, dass unziahlige ©?" existiren, welche 
nicht mehr als oo! B besitzen. 

Die Formel (B’) lehrt: Wenn d >3n—3, also Mt! < u, existiren 
unzihlige C2", auf welchen keine B miglich ist. 

Z. Bua: d= 3n—2; M'—w—1. Es giebt wenigstens co! C™* 
ohne B. Hiermit ist der eingangs kritisirten Beweisfiihrung von Neuem 
das Urtheil gesprochen. 

In ganz analoger Weise, wie unter (A) verfahrend, finden wir: 
,Durch x beliebige Punkte HE der Ebene gehen co“-* Curven 6?*, 
wovon jede co! Gruppen B enthialt, denen die E gemeinsam sind, und 
unter diesen ©?" sind immer unzihlige, welche nicht mehr, als oo! 
solecher B haben.“ Ferner: 


» Alle C2" mit 8 gegebenen Doppelpunkten lassen nur 
dann unsere projective Erzeugung zu, wenn 


d=3n —3—Z2@z, «>0.“ 


Dabei kann man von der Basis B des einen Biischels x + 1 Punkte 
E beliebig annehmen, und gleichzeitig einen Punkt der zugehorigen 8. 
Sodann bleiben von dem Erzeugnisse noch n(2n-+3) — 3d — (a+ 2) 
Punkte willkiirlich. 

In diesen Ausspriichen ist ersichtlich der Ton auf das Wéortchen 
»Alle* zu legen. 

2. Zur Erliuterung dienende Beispiele. 

Zu (A). Wir betrachten erstens die C? mit 3.3—2=<—7 Doppel- 
punkten: w = 35—21—14. Ein Punkt E der Ebene gehért zu 
einer einzigen B von 9 Punkten, und durch diese gehen genau 
oo!4-2 = o0!? Curven C7. Somit existiren tiberhaupt nur co!® ©’, auf 
welchen von einer B noch ein Punkt willkiirlich angenommen werden 
kann, und es bleiben unzahlige ©’ iibrig, von welchen jede nur eine 
endliche Anzahl von B hat. Diese Anzahl ist hier leicht zu finden. 
Namlich unterwirft man eine der letztgenannten Curven ©,’ der Trans- 
formation mittelst des Netzes der co? C*, welche die 7 Doppelpunkte 


enthalten, so erhilt man eine neue ©, welche ebenfalls sieben 
Doppelpunkte haben muss, mithin kommen auf ©,’ sieben B vor. Die 
Transformation wire aber nicht anwendbar, wenn ©,’ unendlich viele 
B hiitte. 

Zweitens: C’ mit 7—2=—5D, w= 20. Wire auf ©’ von einer 
B kein Punkt E der Willkiir iiberlassen, so giibe es noch 20% = 007? &7; 
ware nur ein Punkt frei, so finde man Yt—21, Da beides unmdglich 
ist, indem es nur co”? C’ giebt, so miissen wenigstens 2 Punkte E,, E, 
von einer B beliebig wahlbar sein. Dann erhielte man co” @’, unter 
welchen auch diejenigen ©’ sich befinden, auf denen von einer B ein 
dritter EZ angenommen werden kénnte, und zwar gabe es solcher ©’ 
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héchstens co'®. Nach Ausschluss derselben blieben unzihlige ©’ iibrig, 
auf denen nur 2 Punkte E willkirlich von einer B wiren. 

Transformirt man jetzt eine dieser letzteren ©,’ durch das Netz 
der C*, welche die D und E,, E, enthalten, so findet man die Anzahl 
der auf ©,’ befindlichen B durch Zahlung der Doppelpunkte, welche 
die durch Transformation erlangte Curve haben muss. 

Zu (B). Besonders wichtiges Beispiel: C® mit 3n — 2 —T7D. 
Eine B besteht aus den D nebst 2 Punkten E, und ist Basis eines 
Biischels (C*). Nach unserer Darstellung giebt es unter den co® Curven 
C® héchstens oo*, auf welchen co! B sind (die hyperelliptischen C*). 
Auf den iibrigen unzahligen C* darf nun keine B vorkommen. 

Man wiirde irren, wenn man dies durch Transformation einer C* 
mittels des vorliegenden Netzes von C* beweisen wollte. Nimlich die 
Transformation ergiibe allerdings C* vom Geschlecht 3, also ohne 
Doppelpunkte; aber dieselbe ist gar nicht gestattet, bevor feststeht, 
dass auf C® keine B existirt. Denn liegt nur eine B auf C®, so muss 
jeder Punkt dieser Curve einer B angehéren (Satz Il, 2), d. h. die 
Transformationscurve, welche durch einen Punkt von C® geht, enthilt 
noch einen mitbestimmten Punkt, folglich ist die Transformation nicht 
moglich. Wendet man dagegen die Transformation bei einer C® an, 
auf welcher keine B liegt, so ergiebt sie nicht anderes, als die 
Voraussetzang. 

Zweitens: C® mit 3n — 3 = 6, oder 6 — x Doppelpunkten D. 

C® mit 6D ist nicht hyperelliptisch, obwohl sie das Maximal- 
geschlecht 6 — 2 einer solchen hat, statt eines 4-fachen Punktes jedoch 
6 Doppelpunkte auftreten: Nimmt man zu den 6D einen beliebigen E 
der Curve, so hat man ein brauchbares Transformationsnetz von C* 
festgelegt, weil die C*, welche einen 8'" Punkt der C® enthilt, nicht 
noch immer einen 9'*" enthalten kann, da sonst C® hyperelliptisch wire. 
Die Ordnung der sich ergebenden Curve wird 5, das Geschlecht 4; 
C® erhalt somit 2 Doppelpunkte; also 

pAuf C® mit 6D gehért jeder Punkt EF zu zwei Gruppen B.“ 
Wir sehen, dass von einer B auf C® nur 1 Punkt wihlbar ist. Deut- 
licher erhellt dies daraus, dass die 3 Punkte, welche die D zu einer B 
erganzen (Satz 2) eine g) bilden, mithin von einer Gruppe weniger 
als 3 — 1 beliebige Lage haben. 

Wenn endlich 6 — x Doppelpunkte D vorliegen, einer C°, Ge- 
schlecht 4+ 2, so tritt g{), auf. Von einer Gruppe sind hochstens 
3+2—2=—1-+2 Punkte LF willkiirlich, und es giebt auch unter 
den durch diese Z gehenden C® solche, auf welchen nur eine endliche 
Anzahl von B auftreten, denen die E gemeinsam sind. Die D nebst 
den E (x + 1 in der Zahl) liefern die Grundpunkte eines brauchbaren 
Transformationsnetzes (C*), weil C® wegen ihres Geschlechtes sicher 
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nicht hyperelliptisch ist. Durch die Transformation erhilt man C®+# 
vom Geschlechte 4~+- 2, also mit (x-+-1)(x-+-4) Doppelpunkten; deshalb 


bestehen auf C® ebenso viele der eben niaher definirten B, 
3. Von Interesse diirfte der Fall sein, wo d sein Maximum erreicht 
bei supponirter normaler Lage der D beziiglich C*, nimlich 


d= 5n(n+3) — 1. 


Hier liegen die D auf einer vollig bestimmten B,, so dass eine 
Singularitét des Satzes II, 2. in folgender Weise zu Tage tritt: Cy sei 
eine irreducible Curve durch B,; Gt" eine durch B, gelegte Curve mit 
den Doppelpunkten D, Nach Satz II, 2. muss Gi" von Gy ausser B, 
noch in »?— 0 Punkten © geschnitten werden, und diese miissen wieder 
die D zu einer 8 erginzen. Da aber die einzige B, besteht, so 
kénnte man leicht meinen, es zeige sich ein Widerspruch gegen 
Satz II, 2; bei genauer Priifung erkennt man jedoch, dass die Sache 
im vollen Einklang mit diesem Satze steht: Durch B, gehen genau 
oo, Gi", w = n(2n-+3) — 3d — (n?—0); und es folgt 

a = n(2n+3) — n? — n(n+3) +2 = 2. 

Diese oo? ©2" bestehen, wie man sieht, aus je zweien C* des 
Biischels B,, haben deshalb die »? Punkte der Basis B, zu Doppel- 
punkten*), Hieraus erhellt, dass wirklich co! Gruppen 8 zu denken 
sind, die nur einzeln genommen immer mit B, zusammenfallen. 

»Jede von den oo? &?" verschiedene C®” lasst die projective Er- 
zeugung nicht zu.“ 

Damit einem Missverstindniss vorgebeugt werde, bemerken wir, 
dass bei anormaler Lage der D gegen C”, das obige Maximum von é 
weit tiberschritten werden kann. Jeder mit den Raumcurven R?* ver- 
traute Geometer weiss ja, dass es Curven C** giebt mit n(m—1) 
Doppelpunkten, die der projectiven Erzeugung zugingig sind (vergl. 
Abh. der k. béhm. Gesellschaft Folge VII B. 4). 

4. Wir wollen hier die Frage beantworten, ob die méglichen 
"+" in Ansehung der D a) hyperelliptisch, b) die allgemeinsten 
ihres Geschlechtes sein kénnen? 

a) Das Maximalgeschlecht einer hyperelliptischen C™ ist bekannt- 
lich < m— 2, wenn C™ nur Doppelpunkte besitzt. Das Geschlecht 
einer §?"+" betrigt wenigstens: 


*) Letzteres erhellt direct durch Anwendung des Satzes II, 2, und bedingt 
das angegebene Zerfallen der @’", sowie ihre Mannigfaltigkeit 2. Uebrigens folgt 
sehr leicht: ,,Jede durch B, gehende 6?", welche Cf blos in den D beriihrt, 
muss Cy’ in allen n? Punkten der By beriihren.“ 
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+ (2n-+v—1) (2n+v—2) —(Fn(n43)—1) =p, 
und es wird die Differenz 
Py — (2n-++-v—2) = 5 (Bn? — 13n +8 +4 v(v-+4n—5)) 


mit v wachsen, daher wenigstens + (Bn? — 13n-+ 8) betragen. Sie 


bleibt sonach > 0, wofern » > 3; auch fiir n > 2, wenn zugleich 
vy>0. 

So findet sich: 

,,Bei einer hyperelliptischen ©?"+” miisste n = 3, v =—0, zudem 
ihr Geschlecht < 4 sein; und wirklich sind, wie wir oben sahen, die 
©* mit 7, resp. 8 Doppelpunkten hyperelliptisch.“ 

b) Zunichst werde hervorgehoben: 

Die auf ©"+" von den Geraden der Ebene ausgeschnittene g() |, 
ist Vollschaar, falls nicht nm = 3, v = 0 ist.“ 

Niamlich die D verhalten sich normal gegen die durch sie gehen- 
den C?"+’-4, sobald 2n + »—42>n, d. h.n >4 — n, eine Bedingung, 
die fiir v > 0 auf n > 2, fir vy =O auf n > 3 hinauskommt. 

Damit aber der Ausnahmefall stattfinde, muss die betreffende C‘ 
wenigstens 6D haben, die iiberdies auf einem Kegelschnitte liegen. 
Indem wir die hyperelliptischen €©°* aus sogleich ersichtlichem ‘“runde 
nicht beriicksichtigen, liefert die Projection der Raumcurve R® vom 
Maximalgeschlecht die einzige Ausnahme. 

Soll jetzt G5"*” die allgemeinste ihres Geschlechtes p sein, so darf 
sie (Brill-Néther in den Math. Annalen Bd. VII) keine g@) besitzen, 
fiir die 


2P 1 9. 
R<>4+2; 
mithin muss nothwendig sein 
2n+v>P+2, 
oder, indem man p durch 6 ausdriickt 
(1) 8 >5(2n-+v—2) (2n+v—4). 
Nun bleibt aber ~n(n+3) — 1 kleiner als 


+ (2n-+-v—2) (2n4+v—4), 
wenn » > 3, v wenigstens 1 ist. Also wire méglicherweise noch 
mit 8D, vom Geschlecht 7 die allgemeinste. Jedoch ist dies deshalb 
zu verwerfen, weil 7 eine i) 4 <5(7+3) besitzt, die auf der all- 


gemeinen C’ nicht bestehen kann (Riemann). 
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Handelt es sich speciell um ©", so darf man (III, Nr. 3) als grésst- 
miglichen Werth fir 3:5 n(n + 3) — 2 setzen, um die zerfallenden 


oo? Curven ©" auszuschliessen, Alsdann wiirde 0 <e 2n — 2) (2n— 4), 
2 


falls » > 4; so dass noch ©,° mit 12D die allgemeinste vom Geschlecht 9 
sein kénnte. Doch ist dies wieder abzuweisen deshalb, weil auf ©,° 


eine gi, 4 <5 (9+3) vorkommt, die auf der allgemeinen ©,° nach 
Riemann unméglich ist. Es eriibrigt noch, die médglicherweise allge- 
meinsten ©) aufzustellen: Eine solche muss wenigstens ; (6-2) (6—4)—4D 


besitzen und darf nicht hyperelliptisch sein, also nicht 7D haben; so 
dass ©° mit 4, 5, 6 Doppelpunkten méglich wiren. Man iiberzeugt 
sich auch leicht, dass diesen Curven die fragliche Allgemeinheit durch 
Anwendung des Riemann’schen Satzes nicht abgesprochen werden kann. 

Damit der Nutzen dieser letzten Betrachtung deutlich werde, 
verweise ich auf eine im 25. Bande der Math. Annalen 1885 publicirte 
Arbeit von Herrn Bobek, wo gestiitzt auf die fiir allgemeine Curven 
ihres Geschlechtes von Brill-Néther, Math. Ann. VII gegebenen Sitze 
die von uns hier erhaltene projective Erzeugung zu beweisen versucht 
wird*). Es leuchtet ein dass diesen Entwickelungen vermége ihrer 
Grundlage nur in so weit Beweiskraft innewohnt, als sie sich auf die 
eben genannten ©° beschriinken. 


IV. 
Zum Fundamentalsatz. 


Zum Schlusse gehen wir auf den fundamentalsatz (Einleitung und 1) 
naher ein. 

1. Die 3n — 2 Punte f seien fiir die co” hindurchgehenden C*"*+* 
einfache Punkte, 

Sie werden durch n? — 3” + 2 Punkte FE zu irgend einer Basis B 
erginzt, diese E bilden eine ergdnzende Gruppe G3. 

Es existiren tiberhaupt oo? B, wo B =n?—3n-+ 2. Aus unserer 
Untersuchung geht hervor: 

», Wenn nicht auf jeder der durch irgend eine B (etwa By) 
moglichen oco® 62"+”"(@—u—) unendlich viele B vorkom- 
men, so fallt auf jede der co“ 6?"+” wenigstens eine B; die 
siimmtlichen Curven 2n + v'* Ordnung, auf welchen die 
f liegen, sind alsdann 6?"+’“, 


*) Ich hatte vorher Herrn Bobek auf die sonstige fehlerhafte Argumentation 
bei Herleitung des Fundamentalsatzes aufmerksam gemacht (vgl. das in der Ein- 


leitung enthaltene Citat auf meinen Aufsatz ,,hyperelliptische C°"“). 
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Wir beweisen jetzt folgenden Satz: 

Soll auf jeder der durch B, méglichen co* ©?"** von 
einer zweiten B noch ein Punkt (E,) willkiirlich sein; so 
miissen die erginzenden Gruppen, in welchen E, vorkommt, 
sich anormal gegen die hier vorliegenden co* &2"+" ver- 
halten“. 

Durch E, gehen wenigstens so%—' unserer ©?"+"; ich zeige, dass 
bei normalem Verhalten der Ergiinzungsgruppen héchstens oot? (?*+" 
durch EF, mdglich sind. 

Nach unserer Voraussetzung enthalt jede durch E, legbare €?"+" 
mindestens eine B, von der E, ein Punkt ist, und solcher B giebt 
es co’-?, Bei normaler Lage der 6 ergiinzenden Punkte, unter welchen 
E, vorkommt, wiirden durch B, und eine bestimmte B blos cot? €?"+" 
méglich sein. Demnach folgt als maximale Mannigfaltigkeit der durch 
B, und E, legbaren €2*+": 6B —2+a—fB—=a—2. Also ist der 
Schluss berechtigt : 

»Bei normaler Lage der Ergiinzungsgruppen kénnen 
nicht auf jeder der durch eine beliebige B, méglichen ©?*+” 
unendlich viele B auftreten“. 

Diese normale Lage ist somit eine Determination fiir den Funda- 
mentalsatz, sie ist eine hinreichende Bedingung, aber auch nothwendig, 
wie man so erkennt: 

Die Mannigfaltigkeit der durch B, und irgend eine Erginzung 
Gg gehenden ©" sei jetzt >a— 6, d.h. die 6 Punkte seien 
anormal beziiglich der €?"+", auf welchen sich B, befindet. Es wire 
nun denkbar, dass auf jeder dieser Curven noch unendlich viele B 
sich befanden, und dies muss auch wirklich stattfinden: Niamlich bei 
Voraussetzung des Gegentheils wiirde, da durch B, und irgend eine 
Erganzung stets eine ©*" existirt, durch Zahlung saimmtlicher auf 
den co* ©*"+" vorkommenden B keine « tibersteigende Mannigfaltigkeit 
erhalten. Weil aber Ueberziihlungen stattfinden, so lasst sich mit 
Riicksicht auf diese ein Maximum £, fiir die itiberhaupt méglichen B 
ableiten. Irgend eine B wird offenbar co* mal gezihlt, weil sie auf 
co* der cot ©?"+” liegt; so dass man hat: 


B, + 2< 4; 
also wegen 2 > a — B: 
B,+a—B<a, 
oder 
B, < B. 


In der That existiren jedoch oof Gruppen B; mithin sind die 
beiden Annahmen a) Anormale Lage der 6 Punkte gegen die €?", 
und b) Nichtexistenz von unendlich vielen B auf jeder der co* Curven 
unvereinbar. 
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2. Die oo C2" mit d = 3n —2 Doppelpunkten D. 
(A) v» >0. In derselben Weise wie vorhin leitet man, falls 


»> 0, den Satz ab: 


»Auf jeder dieser co” Curven liegt dann, und nur dann, 
wenigstens eine B, zu welcher die D gehéren, wenn die 
Erganzungsgruppen normale Lage gegen diejenigen co* 
"+" haben, welche irgend eine B, enthalten“. 

(B) »=0. Umstindlicher ist der kritische Fall » =O zu be- 
handeln. Wir fanden III, 1, dass es bei d — 3m — 2 unzihlige C** 
giebt, ohne eine B; dass also der Fundamentalsatz keine Geltung hat; 
ferner, dass fiir 6 = 3n — 3 gilt: 

»,Wenn nicht auf jeder der durch eine B, gehenden 
2" mehr als oo' existiren, so liegen dann, und nur dann, 
auf jeder der co“: méglichen ©?" genau oo! B. 


(u, = n(2n + 3) — 3(3n — 3))*. 
Statt dieses Ausspruchs hat man den folgenden: 


ydede der co C2" enthdlt dann, und nur dann, genau 
oo! B, wenn die Erginzungsgruppen normale Lage besiiglich 
der oo* durch eine beliebige B, legbaren &*" haben“. 

Zunachst muss der Satz bewiesen werden: ,,Soll auf jeder der 
oo* ©?" mehr als ein Punkt E, etwa E,, E,, willkirlich von einer 
zweiten B sein, so miissen die Erginzungsgruppen, in welchen E,, FE, 
vorkommen, anormal zu den cot ©?" liegen“. 

Durch E,, E, gehen wenigstens oo*-* unserer ©*"; ich zeige, 
dass bei “ermalem Verhalten der bezeichneten Ergainzungsgruppen 
héchstens oo*—* €?" durch E, und EF, méglich sind. 

Hier bat man fiir die oo’ iiberhaupt existirenden B: 


B= 2(5 n(n + 3)—1—3n+43)—=n?—6+1, 


so dass eine Erginzung aus »? — 0d = 6 —1 Punkten besteht. Zu- 
folge unserer Voraussetzung enthilt jede durch E,, E, legbare der 
oot 2" mindestens eine B, zu welcher E,, FE, gehdren, und es giebt 
solcher B:cof*, Jede der co* ©" muss nun irgend eine dieser B 
aufnehmen; daher wiirden bei normaler Lage der 6 —1 Erginzungspunkte, 
unter welchen auch £,, EZ, sind, héchstens cof-4te——Va= ao*3 G2" 
durch B,, E,, EZ, méglich sein. Kénnen hiernach nicht auf jeder 
der oo* ©?" mehr als oo! B vorkommen, also miéissen auf jeder der 
co: ©2" genau co! B sein. 

Anders verhilt es sich, wenn man anormale Lage der Ergiinzungs- 
gruppen von 6 — 1 Punkten annimmt; alsdann miissen auf jeder der 
oot ©2" mehr als co! B vorkommen. Denn sind nur oo! B vorhanden, 
so zahlt man im Ganzen keine «-+ 1 iibersteigende Mannigfaltigkeit 
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der B iiberhaupt. Bei dieser Zihlung wird aber jede B, co*- mal ge- 
rechnet, wo x die Mannigfaltigkeit der ©?" bedeutet, auf welchen B, 
und B, sich befinden. Wegen unserer Annahme ist x > a — (8 — 1). 
Bezeichnet daher 8B, die maximale Mannigfaltigkeit der B, so hat man 
B, + 2<a+1; also 6, +a—(6—1)<a+1, oder B, <8, 
was nicht mdglich ist. 

Die ausdriickliche Voraussetzung, dass die Erginzungsgruppen 
normal gegen die durch eine B gehenden €* liegen, ist sonach eine 
gebotene Determination fiir den Satz, dass auf jeder der com ©" 
wenigstens eine (somit auch oo') B vorkommen. Die normale Lage 
als selbstverstiindlich ansehen, wie es bisher geschehen, hiesse den 
Fortschritt ignoriren, den die Geometrie, hauptsichlich durch die 
Arbeiten M. Néther’s, gemacht hat. 

Man hat verschiedene Mittel, um die normale Lage der Erginzungs- 
gruppen zu verbiirgen. Beispielsweise liege der Fall vor: 

B, sei eine beliebige Gruppe, B eine zweite, Gz, die ihr ent- 
sprechende Erginzung der f. Wenn Gz anormale Lage gegen die 
durch B, gehende ©?*+” hat, so muss offenbar Gg auch anormal be- 
ziiglich aller C+” liegen, die sich durch Gg legen lassen, folglich 
auch anormal gegen alle C*. Da nun Gz im vollstandigen Schnitt B 
zweier C” enthalten ist, so erheischt ihre anormale Lage beziiglich C’, 
dass die f auf einer C*~* liegen. Wegen der beliebigen Annahme 
der f kénnen wir dieselben normal beziiglich C*-° denken, so dass 
durch die f keine C*— existirt, wenn 3n — 2 > 5 (n —3)n, di. 
wenn n < 9. 

Bei dieser Beschrinkung des ist mithin die projective Erzeugung 
aller durch die f méglichen €?"+* gewiss. Man zeigt leicht, dass die 
Gewissheit ebenfalls besteht fiir beliebiges n, wenn zugleich v > n — 7. 
Ob man weiter gehen kann, bleibe einstweilen unentschieden. 


Prag, Mai 1896. 
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Zur Theorie der adjungirten Substitutionen*). 
Von 


Gustav Rapos in Budapest. 


Die Theorie der linearen Substitution 


(S,) Ya = Cai X1 + Conde, +: + Can Xn 
(a= 1,2,...,) 
ist im Wesentlichen eine Theorie der Gesammtheit der Werthsysteme 


Cuty Cady +> +> Can 
(ame 1,2,..., m), 
das heisst also die Theorie der Matrix 


|| Care | 
(a, B=1,2,.. +» 2); 
dieselbe gestaltet sich nur concreter, indem man dasjenige lineare 
Formensystem betrachtet, dessen Coéfficienten die Elemente der Matrix 
und die Unbestimmten die x, sind. Allein die Elemente der Matrix 
(Cog) an sich erschépfen noch nicht ihren Gesammtinhalt, vielmehr 
wird dieser erst durch den Inbegriff derjenigen Subdeterminanten ge- 
bildet, die aus der gegebenen Matrix hervorgehen, 
Es mégen 


) 
off, i ae .. 


(i—1,2, oves Gt u=(*)), 


diejenigen Subdeterminanten m-ten Grades bezeichnen, die man aus 
der Matrix bilden kann, Dabei ist 


Cik, Cijky + + Cikm 
Cink, Cigky + + + Cigk 


cp — 


| 
| 
| 





Cin hs Cin ke * oe Cimkm 


*) Diese Note ist 1891 im Anzeiger der ungarischen Akademie (,,Mathematikai 
és Természettudomanyi Ertesité“) in ungarischer Sprache erschienen. 


Mathematische Annalen, XLVIII. 27 
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und 
§ == (4,, 6, .- +) tm) 
Kk am (k,, hy, . . +) km) 
fiir die Combinationen m-ter Classe aus den Elementen 1, 2,3,...,n 
zur Abkiirzung gesetzt. 
Wir haben also aus der gegebenen Matrix die adjungirten Matrices 


la 
(§,%, = 1,2,3,..., 6; mml,2,3,..., 0) 
abgeleitet. Der Inbegriff derselben macht nun den ganzen Inhalt der 


gegebenen Matrix aus und die Erforschung ihrer Eigenschaften er- 
fordert die Betrachtung der linearen Substitutionen 


(Sm) Y¥;=— oO” X, + Cf X: + i + a Xu 
(¢==2 1,2,3,...,m; m=—1,2,3,..., mn). 


Auf diese Weise sind aus der Substitution S, » neue Substitutionen 
entstanden. Es sollen dieselben die adjungirten Substitutionen von 8, 
genannt werden. Theorie und Anwendungen verweisen gleicherweise 
auf die Untersuchung adjungirter Substitutionen; die geometrischen 
Anwendungen erheischen dieselbe geradezu, aber auch gelegentlich 
rein theoretischer Untersuchungen fiihrt eine zusammenfassende Be- 
trachtung adjungirter Substitutionen oft zu fruchtbaren Standpunkten. 
Den Gegenstand dieser Arbeit bildet der Beweis eines Hauptsatzes aus 
der Theorie der adjungirten Substitutionen sowie dessen Anwendungen 
nach mehreren Richtungen hin. Dieser Satz ist der folgende: 

Es seien 

1 Qos - ++) Qn*) 
die Wurzeln der charakteristischen Gleichung 


C145 —@ Co — | 
Coy Coo—@..- Oe | 
(0) =| ° sth tae, 
Cat Cae ak owe 
welche der linearen Substitution 
(S,) Ya = Cai Li + Can %e + -+ ++ Can Xn 


ow, (a= 1,2,..., 9) 
*) Wir setzen voraus, dass die Coéfficienten der Substitution (S,) voll- 
stindig unbestimmte Grissen sind. Unter dieser Voraussetzung sind die Werthe 


Or» Oe, -- +9 Oy 
verschieden yon einander, 
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entspricht; alsdann erhdlt man die Wurzeln der charakteristischen 
Gleichung fiir die m-te adjungirte Substitution 


m) (m) (m) 
| Ci — a Cre a Cin 
(m) (m) (m) 
21 C23" “= « = Cou 


®,,(@) | 





| 
| . . ‘es . 
en EO 
aus dem Producte 

Qi, Qi, + ++ Qin» 
indem man fiir i,, in, .-+) %m der Reihe nach scimmtliche Combinationen 
m-ter Classe aus den Elementen 1,2,3,..., setet. 

Die Gleichung ®,,(@) = 0 ist daher eine Resolvente der Gleichung 
®,(e) = 0, und zwar diejenige, mittels welcher die Factoren k-ten 
Grades von ®,(@) zu bestimmen sind*), 

Bei dieser Gelegenheit will ich — in der Hoffnung, auf andere 
Anwendungen desselben noch zuriickkehren zu diirfen — ausser dem 
Beweise des Satzes nur noch zwei Anwendungen von demselben mit- 
theilen. Die eine Anwendung bezieht sich auf die Factorenzerlegung 
ganzer Functionen und wird fiir die Darstellung der dort vorkom- 
menden Resolventen eine neue Methode liefern, die die bisherigen 
an Einfachheit iibertrifft. Es wird ferner der obige Satz zu einem 
neuen Beweise des aus der Theorie der Determinanten bekannten 
Franke’schen Satzes**) beniitzt werden, indem gezeigt wird, dass 
der Beweis desselben fast ohne Rechnung gefiihrt werden kann. 


I. Die charakteristische Gleichung adjungirter Substitutionen. 


1. Vor allen Dingen ist zu bemerken, dass wenn 


Ob = Cai bi + Cao be + +++ + Con En 
(a= 1,2,...,%) 


ist, wobei (€,, &,..., &) ein Werthsystem bedeutet, in welchem nicht 
jedes Element gleich Null ist, so ist @ Wurzel der charakteristischen 
Gleichung 

, (9) =0 


und man kann das Werthsystem 

*) Vergl. die Abhandlung des H. Julius Kénig ,,Die Factorenzerlegung 
ganzer Functionen und damit zusammenhdingende Eliminationsprobleme*‘ Mathe- 
matische Annalen Bd. 15, pag. 161. 

**) Franke: ,,Ueber Determinanten aus Unterdeterminanten® Crelle’s Journal 
Bd. 61. pag, 350. 


27* 
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g= (E,, E55 sey En) 
als Doppelelement der Substitution S, bezeichnen. 

Umgekehrt entspricht auch jeder Wurzel der Gleichung ®,(e) =0 
je ein Doppelelement, so dass deren Anzahl, wenn die Coéfficienten 
in S, als unbestimmte Gréssen angenommen werden, genau gleich n 
ist. Es seien die den Wurzeln @,, Q.,..-, Q, entsprechenden Doppel- 
elemente respective 

Ea, Ene, e2 % ben 
(6 = 1,2,3,...,%), 
so dass 
(1) Op Epa = Cat G91 + Caz S32 + +s +. Can Ean 
(a,B=—1,2,...,m), 


dann wird die Determinante 


| S11 Sus - - + bin | 
aed od 


Ent Ene a3 Ee. | 


von Null verschieden sein, wiederum wegen der Unbestimmtheit der 
Coéfficienten c.,. Um dies zu beweisen geniigt es zu zeigen, dass A 
nicht identisch Null ist, das heisst, dass es nicht bei jedem Werth- 
system der Coéfficienten ces verschwindet. Dies kénnen wir aus 
Folgendem erschliessen. Die lineare Substitution (S,) wird durch die 
Angabe von (n-+ 1) von Paaren entsprechender Werthsysteme voll- 
kommen bestimmt. Nimmt man dieselben so an, dass in den n ersten 
Paaren die Werthe gleich seien und die aus ihnen gebildete Deter- 
minante (€;) von Null verschieden sei (was man auf unendlich viele 
Arten bewerkstelligen kann), das (m + 1)-te Paar (&,4:, mn41) aber 
ganz beliebig bleibe, so wird alsdann die aus den Doppelelementen 
—. der so bestimmten Substitution (S,) gebildete Determinante A von 
Null verschieden sein. 
2. Bezeichnen wir nunmehr mit 


=—(m = (™) = (m) = (m) 
—il » —i2 » + * +9 sik p + + +9 amis 


(i= 1, 2, . «> B53 u =(")) 
die Subdeterminanten m-ten Grades der Matrix 


| Ei, i Ei2 e+e E,, ns || 
| 
§i1 Eis se 8 Sie | 


| 
? 


| Sén2 5,2 eee 5.0 


| 





wobei 
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Bin, Sit + + + Bik | 
ee 
: <n 





Binks Binks ae Finkm 


so ist nach dem Vorhergehenden klar, dass fiir jeden Werth von i 


die Reihe der 
= (m) 


=ik 
(Kam 1,2,..., @) 
auch von Null verschiedene Elemente enthilt; denn im entgegen- 
gesetzten Fall wire A gleich Null, was durch die Unbestimmtheit der 
Coéfficienten als ausgeschlossen erscheint. 
Nach dieser Bemerkung schreiten wir zur Bildung der Summe 


CO Sa + Of Sate + Ch Sin. 
Wie unmittelbar einleuchtend, ist dieselbe nichts Anderes, als die 
Product-Summe entsprechender Determinanten der Matrices 


| Cer Cee ++. Chm |) 
| Ckyi Chg? + + + Chyn || 
. . . . ° . |} 
|| Chi Ch? s+ + Ck 


m m™ 


und 
gi. aa ++ Gee 

Ei1 Ei.2 <<. Ein 
| Eigt Bina s+ + bige || 
und kann als solche nach dem Binet-Cauchy’schen Satze auf die Form 
einer Determinante m-ten Grades gebracht werden, deren Elemente 
durch Composition der Reihen der Matrices erzeugt werden. 

Es ist daher 


“ 
> OP Eu—| 
= | Loins fe Zeige ees es oii be 
wobei die in den Elementen der Determinante angezeigten Summa- 


tionen auf die Werthe 1, 2,..., » von @ zu erstrecken sind. 
Beriicksichtigt man nun die Relation (1), so kann man 


| 2 Che | Ck, « Saas oa » Che &.,0 | 
2 Cho Sie, ZCh,e Snes . » Bina 


Oi, Ei, k, Qi, Eink, : > O,, Sin ky | 
u 
P co” =(m)__ | % gi, k, Qi, Bik, ~ 7 Ein ie 
kt =il ae er | 


t=1 


Qi, &i, kn Qi, gi, hh ° : fies Km | 


= (m) 
= 0i,0i, - » Qi, Sik 
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setzen, so dass 


; Qi, Qi, - +> Gi, =ak ™ Cr” Si" + Ci? =i” i a war. 
Die Werthsysteme aa 

Sil S—i2 +--+ + Sip 

@=—1, 2,.. +» #) 

in deren jedem Einzelnen auch von Null verschiedene Elemente ent- 
halten sind, bestimmen daher die Doppelelemente der Substitution (S,,); 
folglich sind die w Producte 

Qi, Pin - + + Pin 
die Wurzeln der Gleichung 

On(e) = 0 


und zwar ihre simmtlichen Wurzeln, weil, wie leicht nachzuweisen 
ist, aus der Unbestimmtheit der Coéfficienten c,, die Verschiedenheit 
der Producte Q;, 9:, 9; resultirt. Damit ist der in der Kinleitung for- 
mulirte Satz vollstindig bewiesen. 


II. Die Factorenzerlegung ganzer Functionen. 


Mit Hilfe des in der I, Nummer bewiesenen Satzes kann nun 
eine Methode entwickelt werden, die zu einer neuen Darstellung der- 
jenigen Resolventen hinleitet, welche die Factorenzerlegung einer 
ganzen rationalen Function bewirken. 

Es gelingt namlich der Nachweis, dass man zu einer beliebig 
gegebenen Gleichung 


9(¢) Se" + ae" +--+ + Grie + an = 0 
(wobei die mehrfachen Wurzeln bereits entfernt sind) immer auf 
rationalem Wege eine lineare Substitution herleiten kann, deren 
charakteristische Gleichung mit der gegebenen Gleichung identisch 
ist. Bildet man zu dieser Substitution die adjungirten Substitutionen, 
so erhilt man mit den charakteristischen Gleichungen derselben zu- 
gleich alle Resolventen, deren Wurzeln dem urspriinglichen Rationalitiits- 
bereiche adjungirt, die gegebene Gleichung in Factoren zerspalten. 
Damit ist fiir die Bildung dieser Resolventen ein einfacherer Weg 
erschlossen, als der, den die bisherigen Methoden ergeben hatten, da 
hier bei Aufstellung derselben die Beniitzung von Irrationalitiiten 
strenge vermieden werden konnte. Andererseits kann auf Grund unserer 
obigen Entwickelungen jede dieser Resolventen in expliciter Form dar- 
gestellt werden. 
Unsere Methode stiitzt sich im Wesentlichen: einerseits auf den 
Satz tiber die charakteristische Gleichung adjungirter Substitutionen, 
andererseits auf die Bemerkung,.dass jede Gleichung als die charakte- 
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ristische Gleichung einer linearen Substitution angesehen werden darf, 
die auf rationalem Wege bestimmt werden kann. 
Diese letztere Bemerkung kénnen wir durch Folgendes begriinden. 


Es sei 
9x (0) = er * + a, Q™—** + + + nz} 


9x—-1(@) = O9e(@) + Ones. 
Die gegebene Function g(g) ist daher folgendermassen darstellbar: 


dann wird 
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daraus ist unmittelbar ersichtlich, dass die Gleichung 


g(e) = 
die charakteristische Gleichung der Substitution 


Y= —4%+ 40-2, 4+ 0-4, 4+--++ 0-2, 

Yo = — a, %, + O-n, + 1-4, + 0-4, +--+ +0-%, 
(2) Yg = — Gg %, + O-a, + O-ay + lea +--+ + 0-2 

Yn = — And, + 0-%, + O-r, + Om, +--+ + Od 
ist. 

Da die charakteristische Function simultane Invariante der in der 
Substitution enthaltenen linearen Formen ist, so kann man aus (2) 
beliebig viele lineare Substitutionen ableiten, deren charakteristische 
Gleichung gleichfalls 

g(e) =9 


ist. 


Ill. Der Franke’sche Satz. 

Dieser Satz bezieht sich auf die Subdeterminanten m-ten Grades, 
die aus einer Determinante gebildet werden kénnen und kann mit 
Hilfe der obigen Bezeichnungen durch folgende Gleichung ausgedriickt 
werden: 
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n—1 
| om ate | tan (O 
(i, Kae 1,2,...,@; @, B=—1, B—1,2,...,n). 
Diese Formel folgt unmittelbar aus dem in I. bewiesenen Satze. 


Denn man hat: 
=I = o,, (0) =] Je. Qi, ++ + Qin 
() 


wobei das Product auf alle Combinationen m-ter Classe zu erstrecken 
ist, die man aus den Elementen 1,2,3,..., bilden kann. 
Da TTQi,, Q:,+-- Qi, jedes @ so oft enthalt als Combinationen zur 


(m — 1)-ten Classe aus (n — 1) Elementen gebildet werden kénnen, 
so hat man 
(m1) | 


|C™| = (0102+ ++ Qn)” ; 





und da ferner 
0102 +++ On = 9, (0) = |Cea|, 
(a, B=1,2,...,m) 
so wird, wie zu beweisen war, 
| gym) | | 
|r| =| wal" 











Ueber transfinite Zahlen. 
Von 


WitHetm Kinume in Minster i./W. 


Bekanntlich haben in neuerer Zeit die Herren Cantor und Veronese 
den Versuch gemacht, das Gebiet der gewéhnlichen Zahlen ins Trans- 
finite zu erweitern, und sind dabei zu ganz verschiedenen Ergebnissen 
gelangt, so dass es unméglich ist, die von dem einen erhaltenen 
Zahlen durch die des andern darzustellen. Gewiss muss dies Resultat 
Befremden erregen, da es sich in beiden Fallen im Wesen doch um 
die Anzahl handelt. Aber diese Verschiedenheit zwingt noch nicht 
dazu, die Berechtigung der einen Theorie von vornherein zu leugnen ; 
denn es kommt Ofters vor, dass dasselbe Gebiet auf mannigfaltige 
Weise erweitert wird. Man darf aber keineswegs annehmen, dass die 
Verschiedenheit des Ergebnisses in der Ungleichheit der Methode be- 
griindet sei. Herr Cantor geht niimlich nur von der Gesammtheit der 
natiirlichen (positiven ganzen) Zahlen aus, wahrend Herr Veronese 
neben den positiven auch die negativen ganzen Zahlen von vornherein 
der Untersuchung zu Grunde legt. Da beide Wege natiirlich sind, 
muss man jede Erweiterung, die iiberhaupt berechtigt ist, auf beiden 
Wegen gewinnen kénnen. Sollte es also unméglich sein, von den 
natiirlichen Zahlen aus zu der Veronese’schen Erweiterung zu gelangen, 
so wiirde das schon einen schwerwiegenden Grund gegen diese Theorie 
abgeben. Indessen will ich darauf nicht eingehen, da der Zweck der 
folgenden Zeilen ein anderer ist, 

Nachdem ich in einer kleinen Arbeit, die dem Vorlesungs-Ver- 
zeichniss unserer Akademie fiir das Wintersemester 1895 /96 vorgedruckt 
ist, einzelnen meiner Bedenken gegen die Veronese’sche Theorie Aus- 
druck gegeben hatte, bat Herr Veronese darauf im 47. Bande dieser 
Annalen geantwortet (S. 423--432). Um namentlich denjenigen Lesern, 
denen meine Programm-Arbeit nicht zu Gebote steht, eine Priifung 
meiner Bedenken zu erméglichen, méchte ich diejenigen Punkte, die 
mir fiir die Beurtheilung der Theorie am wesentlichsten zu sein 
scheinen, hier in einiger Ausfihrlichkeit mittheilen. Dabei behalte 
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ich mir vor, die tibrigen Punkte an einem andern Orte ausfihrlicher 
darzulegen, als es im Programme bei der Beschranktheit des mir zur 
Verfiigung stehenden Raumes méglich war. 

1, Mit Herrn Veronese gehen wir von der Gesammtheit der posi- 
tiven und negativen ganzen Zahlen aus. Demnach denken wir in 
einem eindimensionalen Gebilde (etwa einer Geraden) zwei Punkte A, 
und A, gegeben, fiihren die Punkte A,, A,,...A,,... der Reihe 
nach durch die Forderung ein: 

A, A, = A,A,=—A,A,;=- ‘—_ Ay—1Ay = sihude 


und gelangen auf entsprechendem Wege zu den Punkten A_,, indem 
wir die Forderungen stellen: 


A, A, = A, A-1 = A_,;A_3= = A_yt1 A» =e 45 


’ 
wobei die Gleichheit in der Uebereinstimmung nach Grosse und Richtung 
bestehen soll. Die so gewonnenen Punkte A, bilden nach Herrn Veronese 
eine geordnete Gruppe; ein Punkt P, der entweder mit einem Punkte 
A, zusammenfallt oder zwischen zwei Punkten A, und A,4, liegt, 
gehért dem Gebiet der Scala in Bezug auf das Segment A,A, an. 
Beide Ausdriicke wollen auch wir der Kiirze wegen benutzen. 

Jetzt wollen wir annehmen, die Gerade enthalte einen Punkt B,, 
der dem Gebiet der ersten Scala nicht angehért. Indem wir eine 
Strecke B,B,(— A,A,) zu Grunde legen, gelangen wir auf die an- 
gegebene Weise fiir jede ganze Zahl v zu einem Punkte B,, der 
ebenfalls ausserhalb des Gebiets der ersten Scala liegt. Ist diese An- 
nahme berechtigt, so haben wir betreffs der Anordnung der einzelnen 
Gruppen in der Geraden zwei Fille zu unterscheiden: entweder geht 
jeder Gruppe eine andere unmittelbar voraus und eine andere folgt 
unmittelbar auf sie; oder zwischen zwei beliebigen Gruppen liegen 
jedesmal unendlich viele gleichartige Gruppen. MHiernach kann nur 
eine von vier Méglichkeiten bestehen: a) beide Falle sind zu verwerfen; 
b) der erste Fall ist berechtigt, der zweite nicht; c) nur die zweite 
Annahme ist zulassig; d) beide Fille sind méglich. Somit sind auch 
die transfiniten Zahlen entweder unberechtigt, oder sie kénnen nur 
auf einem der bezeichneten Wege gewonnen werden, oder beide Wege 
fiihren zu transfiniten Zahlen. Wofern die Untersuchung zu dem 
letzten Ergebniss fiihrt, miissen die beiden Systeme wesentlich ver- 
schieden sein, da ihre Grundlagen sich gegenseitig ausschliessen. 

2. Wir wollen jetzt die beiden Annahmen einzeln priifen und 
wenden uns zunichst der ersten zu, Ausserhalb des Gebiets, welches 
unter Zugrundelegung der Strecke A,A, den Zahlen 0, + 1,+2,.. 
..+w,... entspricht, aber in der positiven Richtung liege ein Punkt 
B,, von dem aus eine Messung in gleicher Weise und mit einer 
gleichen Lingeneinheit durchgefiihrt werden kann, wobei wir zu den 
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Punkten B, gelangen. Beide Gebiete sollen vollstaindig getrennt liegen ; 
wir setzen jedoch voraus, dass zwischen ihnen kein neues Gebiet der- 
selben Art eingeschoben werden kann. Dann soll in Bezug auf die 
Kinheit A,A, dem Punkte B, die Zahl w, dem Punkte B, die Zahl 
o-+v zugeordnet sein. Fiir positive Werthe von w und » gehéren 
die Gebiete, in denen die den Zahlen w und m —v entsprechenden 
Punkte liegen, der Strecke A,B, an. Zwischen dem Gebiet der Zahlen 
# und dem der Zahlen w — vy liegt kein Gebiet einer Scala; auch sind 
sie nicht durch eine Strecke getrennt, deren Masszahl endlich ist; also 
miissen sie durch einen Punkt verbunden sein. Diesem Punkte legen 
wir das Zeichen oo bei und miissen annehmen, dass ihm auch der 
Werth @ — co entspricht. Hiernach diirfen wir sagen: Alle Punkte, 
welche den positiven Zahlen mu entsprechen, haben ihre Grenze in 
einem festen Punkte der Geraden; derselbe Punkt bildet die Grenze 
fiir die Punkte @ — v-bei einem positiven, unbegrenzt wachsenden 
Werthe von ». 

Auf demselben Wege gelangt man zu den Zahlen po + », 
io? + uo+v u.s.w. Obwohl man unmittelbar iibersieht, dass hier 
die Eindeutigkeit und Stetigkeit vollstindig gewahrt wird, mége es 
gestattet sein, dieselben Zahlen auf einem andern Wege herzuleiten. 

3. Zu dem Ende ordnen wir vermittelst der Gleichung: 


(1) vig 


2 


allen werthen von u, die zwischen + 1 und — 1 liegen, die simmt- 
lichen reellen Werthe von v zu. Um dieselbe Gleichung aber auch fiir 
die tibrigen Werthe von uw zur Festsetzung einer eindeutigen Beziehung 
zwischen u und v zu benutzen, fiihre man eine neue Zahl @ ein, die 
dem gewoéhnlichen Zahlgebiet nicht angehért, bilde aus ihr durch 
Addition und Subtraction der gewéhnlichen Zahl v die Zahlen @ + »v, 
die unter einander und von den gewohnlichen Zahlen verschieden sind, 
und treffe folgende Festsetzung: Dem Werthe v = @ ordne man den 
Werth u = 2 und jeder Zahl v = m + v einen Werth von wu zu, der 


zwischen -+- 1 und + 3 liegt und der der Gleichung v = tg sad geniigt. 


Dadurch ist auch die Zuordnung innerhalb dieses Bereiches von wu ein- 
deutig. Nur dem Werthe « = 1 ist kein Werth von v zugeordnet; 
man lasse ihm den Werth » —-+ oo entsprechen und setze, da 1 
sowohl = 0- 1 wie gleich 2 — 1 ist, fest, dass der Werth + oo auch 
durch die Subtraction @ — oo erhalten werden soll. 

In thnlicher Weise kann man unbegrenzt fortfahren. Versteht 
man unter m irgend eine positive oder negative ganze Zahl, so bilde 
man die Zahlen m@ + vy fiir beliebige endliche Werthe von v und 
ordne jedem Werthe von u zwischen 2m -+ 1 und 2m — 1 diejenige 
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Zahl m@ + v zu, fiir welche vy = tg ist. Zugleich entspricht dem 


Werthe u = 2m-+ 1 der Werth v = m@ + ov. 
Das so gewonnene Zahlgebiet kann aber noch erweitert werden, 
indem man von den » Gleichungen ausgeht : 


Uy_1 ri 4 
2 ? 





u, = tg 2", u, = tg“, 15+, Un = tg 
und entsprechend den friihern Festsetzungen die Zahlen 
m, a" +- m, a"! +--+ +--+ M10 + 
bildet. Indessen glaube ich dies hier nicht naher darlegen zu sollen; 
ich will nur noch ftir die einfachsten unter diesen Zahlen eine Dar- 
stellung geben, die nicht ohne jedes Interesse sein diirfte. 

4. In einer euklidischen Ebene ziehen wir eine Reihe von unend- 
lich vielen parallelen Geraden. Jeder Geraden ordne man eine ganz- 
zahlige, positive oder negative Marke m derartig zu, dass die Linien 
in der Reihenfolge der zugehérigen Marken auf einander folgen. Hier- 
nach liegt die Gerade 0 zwischen den Geraden —1 und +1, die 
Gerade + 1 zwischen den Geraden 0 und +2 u. s. w. Um diese 
Geraden zu einem einzigen Zuge zu vereinigen, setzen wir fest, dass 
jede Gerade m zwei unendlich ferne Punkte hat, und dass der eine 
zugleich der Geraden m — 1, der andere zugleich der Geraden m+ 1 
angehort. Jetzt soll der Punkt mw-+-v der Geraden m angehéren 
und von einem in ihr gewahlten Punkte den Abstand v haben, der 
in der einen Richtung als positiv, in der andern als negativ angenom- 
men wird. Der Punkt m@ + co =(m-+1)@ —oo soll derjenige Punkt 
sein, in welchem die Geraden m und m-+ 1 mit einander verbun- 
den sind. 

Auch die héheren transfiniten Zahlen lassen sich in dhnlicher 
Weise darstellen, wofern man die Fiction eines mehr-dimensionalen 
euklidischen Raumes benutzt. Man sieht, dass der erste Fall, auf den 
wir in 1. gefiihrt sind, durchaus berechtigt ist. Es verdient bemerkt 
zu werden, dass wir auf diesem Wege die Cantor’schen Zahlen ge- 
wonnen haben; der hier benutzten Zahl @ legt Herr Cantor das 
Zeichen w* +- *@ bei. 

5. Wir gehen jetzt zur Priifung des zweiten Falles iiber und fragen 
uns, ob es gestattet ist, zwischen je zwei geordneten Gruppen, die 
auf einer Geraden liegen, jedesmal unendlich viele Gruppen derselben 
Art vorauszusetzen, mit andern Worten, ob wir das Gebiet einer Scala 
als Element eines eindimensionalen Systems betrachten diirfen. Sobald 
diese Frage bejaht ist, sind allerdings noch einige Nebenfragen zu 
erledigen; einigen Folgerungen, die Herr Veronese aus seiner Theorie 
wieht, wird man nicht ganz beistimmen kénnen; auch muss die 
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Anwendbarkeit auf den Raum noch eigens gepriift werden. Aber die 
arithmetische Berechtigung der Veronese’schen Zahlen wird man als- 
dann nicht mehr bestreiten kénnen. Damit ist naimlich die Zulissig- 


keit der Zahl co, bewiesen; mit Nothwendigkeit folgen daraus die 
Zahlen 


00," + My Fe 00,"—! - Mm, -F 00,"-* - Mm, ++ +5 
es scheint sogar, als ob man alsdann die Zahlen 
oo, 
0, Co, 

00, , CD, +. 
als berechtigt anerkennen miisse. Auch besteht jetzt kein wesentlicher 
Unterschied zwischen endlichen und unendlich grossen Segmenten ; 
daher muss man auch umgekehrt die unendlich kleinen Segmente zu- 
lassen. Es ist also angebracht, alle weiteren Fragen bei Seite zu 
lassen und nur zu priifen, ob die angegebene Annahme zulissig ist 
oder nicht. 

Zu dem Zwecke miissen wir etwas weiter ausholen. 

6. Die Punkte einer einfach zusammenhingenden Mannigfaltigkeit 
haben die Higenschaft, dass man sie in eine Reihe ordnen kann, welche 
den beiden Gesetzen geniigt: 

a) von zwei verschiedenen Punkten ist der eine jedesmal der 
spitere , 

b) wenn auf den ersten Punkt ein zweiter, auf diesen ein dritter 
folgt, so folgt auch der dritte Punkt auf den ersten. 

Um die gewdhnlichen Zahlen nach diesem Gesetze zu ordnen, 
setze man fest, dass von zwei Zahlen a und b die erste die gréssere 
sein soll, wenn die Differenz a —b positiv ist, und lasse die gréssere 
Zahl auf alle kleineren folgen. Die Zahlen des Herrn Veronese bilden, 
wie man sofort erkennt, eine Reihe derselben Art. Indessen ist diese 
Kigenschaft keineswegs fiir die eindimensioyalen Gebilde charakteristisch ; 
vielmehr kann eine derartige Zuordnung fiir beliebig viele Dimensionen 
durchgefiihrt werden. Ist z. B. in einem »-dimensionalen Raume jedem 
Punkte ein einziges Werthsystem (x, ... 2,) zugeordnet und entspricht 
umgekehrt jedem Werthsystem ein einziger Punkt, so setze man fest, 
dass fiir y, > x, der Punkt (y,...y,) auf den Punkt (2, ...2,) folgen 
soll; ebenso soll fiir y, = x, und Y,—1 > %—1 der Punkt (y,...Y%n—1, Yn) 
eine spiitere Stelle erhalten als der Punkt (x, ... 2,1, %,). In gleicher 
Weise fahre man fort, bis man zu Punkten gelangt, fiir welche nur 
die Werthe von 2, ungleich sind und die man nach der Grosse dieser 
Coordinate ordnet. Die Méglichkeit dieser Anordnung, welche, wie 
ich bemerken mochte, in den Arbeiten des Herrn Cantor eine wichtige 
Rolle spielt, gentigt demnach fiir sich noch nicht, um die oben gestellte 
Frage bejahen zu kénnen. 
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7. Ebensowenig folgt dies aus einer Eigenschaft, welche Herr 
Levi-Civita in seiner Arbeit: Sugli infiniti e infinitesimi attuali quali 
elementi analitici, (Atti del R. Istituto Veneto, 1893) fiir die von ihm 
eingefiihrten Zahlzeichen beweist. Da Herr Veronese sich mehrmals 
mit besonderem Nachdruck auf diese Arbeit beruft, so miissen wir ihr 
einige Worte widmen. Dabei glaube ich dem Leser das Verstiindniss 
zu erleichtern, wenn ich von einer geometrischen Darstellung aus- 
gehe, die zwar in der Arbeit selbst nicht erwihnt wird, die aber sehr 
nahe liegt. 

Man bestimme die Lage eines Punktes auf einem geraden Kreis- 
kegel 1) durch den Abstand @ des Punktes vom Scheitel, indem man 
diese Grésse auf dem einen Mantel positiv, auf dem andern negativ 


sein lisst, und 2) durch die Zahl v = tg? » wo die durch den Punkt 


und die Axe gelegte Ebene mit einer festen Ebene den Winkel » 
bildet. Hingt man die Marke v an a an, so geniigt das Zeichen a,, 
um die Lage des Punktes zu bestimmen. Alle Punkte 0, — 0 fallen 
im Scheitel zusammen. Sollen die Punkte a_, und a... verschieden 
sein, so muss man durch den Kegelmantel einen Schnitt lings einer 
Erzeugenden fiihren. 

Das Gebiet dieser Zahlen kann in folgender Weise erweitert werden. 
Man lasse der Gruppe 

Cm a +a +a +-., 

die eine endliche oder unendliche Anzahl von Elementen enthilt, alle 
Punkte a{?, a®)... angehdren und betrachte die Gesammtheit dieser 
Punkte wieder als eine Zahl, wenn entweder die Anzahl der Marken 
V,,V,+.+, die grésser ist als eine beliebig gewihlte Zahl, endlich 
ist, oder wenn in der Gruppe nur eine endliche Anzahl von Marken 
vorkommt, die kleiner sind als eine beliebig gewahlte Zahl. Im ersten 
Falle wird die Zahl eine elliptische, im zweiten eine hyperbolische 
genannt. Alle elliptischen Zahlen (und ebenso alle hyperbolischen) 
kénnen in eine Reihe von der in 6. angegebenen Eigenschaft gebracht 
werden. Herr Levi-Civita zeigt aber weiter, dass man auf die neuen 
Zahlen die Addition, Subtraction und Multiplication anwenden kann, 
ohne dass die fiir die reellen endlichen Zahlen geltenden Gesetze eine 
Aenderung erleiden. So kann man mehrere Punktmengen, die 
elliptischen Zahlen entsprechen, durch Operationen, die vollstiindig 
auf ganze rationale Functionen hinauskommen, zu einer neuen Punkt- 
menge vereinigen, welche wieder durch eine elliptische Zahl dargestellt 
wird. Dasselbe gilt fiir transcendente Functionen, welche im Endlichen 
tiberall den Charakter ganzer Functionen haben. 

Obwohl dies Resultat an sich ohne Zweifel Interesse beanspruchen 
darf, ist es fiir die Frage, ob die elliptischen Zahlen eine eindeutige 
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stetige Mannigfaltigkeit bilden, ohne jede Bedeutung. Denn das ge- 
fundene Ergebniss gilt im erhéhten Masse fiir die complexen Zahlen. 
Auch lassen diese sich in eine Reihe der angegebenen Art bringen. 
Dennoch hat bisher niemand aus diesen beiden Eigenschaften der 
complexen Zahlen den Schluss ziehen wollen, dass sie eine eindimen- 
sionale stetige Mannigfaltigkeit bilden; auch ist hierfiir meines Wissens 
bisher kein Beweis versucht, viel weniger erbracht wordeen. 

8. Herr Veronese glaubt die Stetigkeit durch seine sechste und 
achte Hypothese begrtinden zu kénnen. Die sechste Hypothese geht 
von einer endlichen Strecke XX’ aus und lisst ihre Endpunkte sich 
in entgegengesetztem Sinne bewegen, und zwar so, dass die Strecke 
unbegrenzt klein wird; dann wird angenommen, die Strecke enthalte 
einen Punkt (und damit eine unendlich kleine Strecke) ausserhalb des 
Gebiets der Veranderlichkeit der Endpunkte. 

Bei den Anwendungen dieser Hypothese kommt es darauf an, 
eine bestimmte unendlich kleine Strecke zu erhalten; zu dem Zwecke 
muss aber ein Gesetz gegeben sein, nach welchem die Veriinderung 
der Endpunkte vor sich gehen soll; ein solches Gesetz kann doch wohl 
erst dann angegeben werden, wenn den rationalen Zahlen Punkte zu- 
geordnet sind. Zum mindesten aber muss es méglich sein zu beurtheilen, 
ob die wihrend der Veriinderung erhaltene Strecke jedesmal eine end- 
liche Masszahl in Bezug auf die gegebene Strecke hat. Will man dies 
feststellen oder will man, was fiir den ersten Zweck nothwendig ist, 
den rationalen Zahlen Punkte zuordnen, so muss bewiesen sein, dass 
jede Strecke in beliebig viele gleiche Theile zerlegt werden kann, was 
in dem Veronese’schen Werke erst an einer spiiteren Stelle gezeigt wird. 

9. Indessen will ich auf diese Bedenken nicht naher eingehen, 
auch die achte Hypothese keiner Besprechung unterziehen; vielmehr 
wende ich mich der Frage zu, ob wirklich vermittelst dieser beiden 
Hypothesen die Stetigkeit begriindet sei. Diese Frage muss verneint 
werden; denn selbst zugegeben, dass hierdurch jedes endliche Segment 
als stetig erwiesen sei, folgt daraus noch nicht, dass auch die wnend- 
lichen Segmente dieselbe Eigenschaft haben. Mit andern Worten: Soll 
die Grundform eine stetige eindimensionale Mannigfaltigkeit bilden, so 
miissen die einzelnen in ihr enthaltenen (Veronese’schen) Gruppen zu 
einem zusammenhingenden Ganzen verbunden sein. Eine derartige 
Verbindung ist aber unméglich, weil das Gebiet jeder Scala unbegrenzt, 
ohne festen Anfangs- und Endpunkt, verliiuft und zudem zwischen 
zwei beliebigen derartigen Gebieten unendlich viele Gebiete derselben 
Art enthalten sind. 

Betrachte ich z. B. die Bewegung (Verinderung) eines Punktes 
auf einer Geraden (Grundform). Der bewegte Punkt gehort stets einem 
einzigen Gebiete an, gebt aber von einem zum andern iiber, Das letztere 
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ist nur mdglich, wenn er beim Uebergange entweder keinem derartigen 
Gebiete angehért oder wenn er eine Grenzlage zwischen beiden Ge- 
bieten annimmt. Beide Méglichkeiten werden in dieser Theorie aus- 
geschlossen. Somit sind die einzelnen Bestandtheile nicht zu einer 
einzigen stetigen Mannigfaltigkeit vereinigt. 

10. Um dies noch deutlicher einzusehen, bringen wir an der 
Darstellung, welche Herr Veronese von seinen Zahlen giebt (S..166 
der italienischen, S. 184 der deutschen Ausgabe), eine kleine Aenderung 
an. (Dass dabei die unendlich kleinen Segmente nicht vorkommen, 
ist belanglos.) Wir gehen von einer horizontalen Geraden a aus und 
ordnen jeder reellen, rationalen oder irrationalen Zahl in der bekannten 
Weise einen einzigen ihrer Punkte zu. Durch jeden rationalen Punkt 
lege man eine verticale, durch jeden irrationalen Punkt eine horizontale 
Gerade, und zwar so, dass alle diese Geraden mit der Geraden a rechte 
Winkel bilden, Jetzt betrachte man die Gesammtheit der Punkte, die 
auf den so gezogenen Geraden liegen. In jeder verticalen Geraden 
lasse man die héher gelegenen Punkte auf die niedriger liegenden 
Punkte folgen, und in jeder horizontalen Geraden lasse man die Punkte 
von links nach rechts verlaufen, Wenn endlich zwei Punkte P und Q 
verschiedenen Geraden des Systems angehdren, so soll der Punkt Q 
spiter zu setzen sein als P, wenn dem Punkte, den die durch Q ge- 
legte Gerade des Systems mit a@ gemein hat, auf @ eine grdéssere 
Masszahl zugeordnet ist, als dem Schnittpunkt mit der durch P gehen- 
den Geraden des Systems. Hierdurch sind alle Punkte des Systems in 
eine feste Ordnung gebracht; zudem sind die endlichen Segmente stetig; 
aber dem Ganzen kann man keine Stetigkeit beilegen, weil ein Zu- 
sammenhang zwischen den einzelnen Geraden nicht besteht und nicht 
herbeigefiihrt werden kann. 


Miinster, den 27. Juni 1896. 





Ueber Zahlengruppen in algebraischen Korpern. 


Von 


H. Weer in Strassburg. 


Der vorliegende Aufsatz bildet die Hinleitung und nothwendige 
Grundlage zu einer eingehenden Untersuchung gewisser algebraischer 
Zahikérper, deren Ergebnisse ich in einem folgenden Aufsatze aus- 
fihrlich mitzutheilen hoffe, iiber die aber schon hier einige vorliufige 
Angaben Platz finden mogen. 

Die Resultate beziehen sich zuniichst auf einen imaginiren 
quadratischen Korper, fiir den bis jetzt allein die néthigen Hilfsmittel 
bereit sind, wiewohl es wahrscheinlich ist, dass die ganze Theorie einer 
wesentlichen Verallgemeinerung fiahig ist. 

Aus einem quadratischen Kérper (mit negativer Grundzahl) liisst 
sich eine Kette héherer Kérper ableiten, die gewissen Zahlengruppen 
in dem quadratischen Kérper entsprechen. Der erste unter diesen 
Kérpern ist der aus der complexen Multiplication der elliptischen 
Functionen bekannte Classenkiérper, dessen Galois’sche Gruppe der 
Gruppe der Idealclassen im quadratischen Kérper isomorph ist; daran 
schliessen sich die gleichfalls in der Theorie der complexen Multipli- 
cation vorkommenden Korper, die in gleicher Weise den Gruppen der 
Idealelassen in den verschiedenen Ordnungen des quadratischen Korpers 
entsprechen, die ich die Ordnungskérper nennen will. Diese sind 
relativ Abel’sche Kérper in Bezug auf den gegebenen quadratischen 
Korper. 

Ueber jedem dieser Kérper giebt es dann wieder eine unendliche 
Zahl héherer Kérper, die in Bezug auf einen dieser Ordnungskérper 
Abel’sche sind; diese Kérper erhalt man aus der Theilung der elliptischen 
Functionen mit einem singuliren Modul und sie sollen daher Theilungs- 
korper genannt werden. Der Theiler, den ich den Modul dieses 
Korpers nenne, kann dabei ein beliebiges Zdeal des quadratischen 
Korpers sein. 

Um die Entstehung und gegenseitige Beziehung dieser Korper 
deutlich darlegen zu kénunen, sind die in der vorliegenden ersten Arbeit 
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gegebenen Ausfiihrungen nothwendig, deren Bedeutung besser erkannt 
wird, wenn sie gleich allgemein, fiir beliebige Kérper durchgefiihrt 
werden. Ich mache hier schon auf die allgemeine Definition der Genera 
oder Geschlechter (§ 6) aufmerksam, die eine weit tiefer gehende ist, 
als die in § 13 des zweiten Bandes meiner Algebra gegebene*). 

Die erste und wichtigste Frage, der sich die weitere Untersuchung 
zuwenden muss, ist die Gradbestimmung dieser Kérper oder die 
Irreducibilitét der die Kérper definirenden Gleichungen. Als Hilfs- 
mittel fiir diese Untersuchung hat sich bis jetzt nur eines in allen 
Fallen als wirksam erwiesen, was bereits in der Kreistheilungstheorie 
gute Dienste thut, und das sich auf die Dirichlet’schen Formeln fiir 
Classenzahlen stiitzt**). 

Mit jedem solchen Irreducibilititsbeweis ist zugleich der Beweis 
eines Satzes iiber unendlich viele Primideale in einer gewissen Ideal- 
gruppe gegeben, wie mit dem entsprechenden Beweise der Irreducibilitat 
der Kreistheilungsgleichung der Satz von den unendlich vielen Prim- 
zahlen in einer arithmetischen Progression ***). 

Der relative Grad eines Ordnungskérpers in Bezug auf den Korper, 
der ausser den rationalen Zahlen beliebige Einheitswurzeln enthilt, 
ergiebt sich auf diesem Wege gleich der Anzahl der in dem Haupt- 
geschlecht enthaltenen Idealclassen, und daraus erhilt man zugleich 
aufs Kinfachste den Beweis des Dirichlet’schen Satzes, dass durch jede 
quadratische Form unendlich viele Primzahlen darstellbar sind, die 
zugleich in einer gegebenen mit den Charakteren der quadratischen 
Form vertriglichen Linearform enthalten sind. (Freilich bis jetzt nur fir 
negative Discriminanten.) Dieser tiefere Zusammenhaag des Dirichlet’- 
schen Satzes, der bisher ziemlich unvermittelt aufgetreten ist, mit der 
Theorie der quadratischen Kérper und der von Kronecker entwickelten 
Zerfallung der Classengleichung in der complexen Multiplication durch 
Adjunction gewisser Quadratwurzeln, ist mir besonders tiberraschend 
und interessant gewesen. Es folgt daraus, dass eine weitere Zerfallung 
der Classengleichung, selbst nach Adjunction beliebiger Kreistheilungs- 
zahlen unméglich ist. 

Der Relativgrad eines Theilungskérpers in Bezug auf den zu Grunde 
gelegten Ordnungskérper, der einen realen oder idealen Modul m hat, 
ist gleich der Anzahl zu m theilerfremder, nach m incongruenter 
Zahlen , getheilt durch die Anzahl der nach dem Modul m incongruenten 
Kinheiten des Kérpers (die letztere Zahl ist beim imaginiaren quadra- 

*) Weber, Lehrbuch der Algebra, Braunschweig 1894, 1896. 

**) Wahrscheinlich hat Kronecker dies oder ein sehr verwandtes Beweis- 
mittel in der Theorie der complexen Multiplication angewandt (Monatsberichte 
der Berliner Academie 26. Juni 1862). 

***) Vgl. Algebra, Bd. II, zweiter Nachtrag. 
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tischen Koérper im allgemeinen = 2, in zwei bekannten speciellen 
Fallen = 4 oder = 6.) 

Mit diesem Beweise ist der Beweis eines neuen Satzes iiber un- 
endlich viele Primideale verbunden, der geradezu als eine Verall- 
gemeinerung des Satzes von den unendlich vielen Primzablen in arith- 
metischen Progressionen aufgefasst werden kann. Wenn man nimlich 
die Ideale des quadratischen Kérpers in der Weise in Classen theilt, 
dass zwei Ideale nur dann in eine Classe aufgenommen werden, wenn 
ihr Quotient eine nach dem Modul m mit einer Einheit congruente 
Zahl ist, so ergiebt sich, dass in jeder dieser Classen unendlich viele 
Primideale ersten Grades vorkommen; und darin ist als specieller Fall 
der Satz enthalten, dass durch eine Linearform a& + £, in der «a, B, 
feste ganze Zahlen ohne gemeinsame Theiler und & eine variable 
ganze Zahl des quadratischen Kérpers bedeuten, unendlich viele com- 
plexe Primzahlen dargestellt werden kénnen. 

Die so gewonnenen Resultate bahnen den Weg zu einer genaueren 
Untersuchung der Grundzahl und des Grundideals des Classenkérpers, 
die urspriinglich das Ziel der ganzen Arbeit bildete, insbesondere zum 
Beweise des von Kronecker vermutheten Satzes, dass das Partial- 
grundideal des Classenkérpers in Bezug auf den gegebenen quadra- 
tischen Korper gleich 1 ist. 

Ich stiitze mich auf die Darstellung der Theorie der algebraischen 
Zahlen, die ich im zweiten Bande meines Lehrbuches der Algebra 
gegeben habe. Ausserdem ist aber noch eine Reihe von Sitzen iiber 
die Theilung der elliptischen Functionen erforderlich, die noch wenig 
oder gar nicht bekannt sind, die daher auch noch abgeleitet werden 
miissen, Dies aber muss auf eine spiitere Abhandlung verspart werden. 


§ 1. 
Abel’sche Gruppen. 


Es sei G ein System irgend welcher Elemente 


a, B, y,.-.(@), 


die eine endliche oder unendliche Abel’sche Gruppe bilden, so dass sich 
aus zwei Elementen a, 8 des Systems ein bestimmtes drittes ableiten 
lisst, das mit «B bezeichnet wird, also etwa 


(1) apB=y, 


dass bei dieser Zusammensetzung das associative und das commutative 
Gesetz 


(2) (aB)y =a(By), «B= Ba 
gilt, dass endlich, wenn «, y gegeben sind, immer ein Element £ 
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gefunden werden kann, was der Bedingung (1) geniigt. Dies Element 
bezeichnen wir mit 


(3) pBotmyra. 


Es folgt dann, dass es ein Element 1 in G giebt, das fiir jedes a der 
Bedingung 1.a—a.1—a geniigt, und dass die Regeln des Rechnens 
in dieser Gruppe genau iibereinstimmen mit den Regeln der Multipli- 
cation und Division im Zahlenreich (ohne die Null). Demnach werden 
wir auch die Ausdriicke Product und Quotient fiir die Verbindungen 
«B und y:a@ brauchen. 


Wenn A, B irgend zwei Theile von G sind (Gruppen oder nicht) 
so verstehen wir unter dem Product AB das System der Elemente af, 
wenn @ alle Elemente von A, 6 alle Elemente von B durchiiuft, 
wobei ein Element, was mehrmals in der Form «@ dargestellt werden 
kann, nur einmal in AB aufgenommen wird. (Composition der Theile, 
Algebra Bd. II, § 4). Ist A eine Gruppe, und B ein Theil von A, 
so ist hiernach A= AB. Sind A und B zwei Gruppen, so ist auch 
AB eine Gruppe, die das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von 
A und B genannt wird. Aber auch der kiirzere Ausdruck ,, Product 
von A und B* ist nicht misszuverstehen, und soll daher in der Folge 
gebraucht werden. Wenn die beiden Systeme A, B gemeinschaftliche 
Elemente haben, so bilden diese ein System D, das der Durchschnitt*) 
von A und B heisst. Ein solcher Durchschnitt ist immer vorhanden, 
wenn A und B Gruppen sind, da sie ja dann wenigstens die 1 gemein 
haben, und D ist dann selbst wieder eine Gruppe. Zwei Gruppen, 
die nur das Element 1 gemein haben, heissen theilerfremd oder 
relativ prim. 

Ist A eine Gruppe, und sind @, 6 irgend zwei Elemente aus G, 
so haben die beiden Systeme 9A, 6A entweder kein einziges Element 
gemein, oder sie sind ganz identisch. 

Die Systeme 9A heissen die Nebengruppen zu A. Zwei Elemente 
aus G, die in derselben Nebengruppe vorkommen, heissen dguivalent 
mach A. Aequivalente Elemente sind auch dadurch definirt, dass ihr 
Quotient in A enthalten ist. 

Es seien jetzt A und B zwei Gruppen in G, von der Art, dass 
alle Elemente von B zugleich in A enthalten sind, wofiir wir auch 
sagen, dass B ein Theiler von A ist. 

Wahit man die Elemente a, a’, a”,... aus A so aus, dass unter 
den in A enthaltenen Nebengruppen 


*) Indem ich den Ausdruck ,, Durchschnitt“ statt des lingeren ,, grisster 
gemeinschaftlicher Theiler“ brauche, folge ich einem Vorschlag von Study, 
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(4) eB, a’ 3B. a'B,... 
niemals zwei identisch sind, so sind zwei Faille mdglich: 
1) Die Reihe (4) bricht nach einer endlichen Anzahl von Gliedern 


ab. Dann zerfallt A im eine endliche Anzahl von Nebengruppen a B, 
deren Zahl wir den Index des Theilers B von A nennen und mit 


(5) j= (A, B) 
bezeichnen. Wir setzen nach einer von Galois gebrauchten Bezeichnung 
(6) A=aB+oe’B+a"B+.---=—2aB 


und nennen «, a’, a” ein volles Repriisentantensystem von A nach B. 
In diesem Falle heisst B ein Theiler von A von endlichem Index. 

2) Die Reihe (4) bricht nicht ab. In diesem Falle geben wir 
dem Zeichen (A, B) die Bedeutung 
(7) (A, B) =0 
und nennen B einen Theiler von A ohne Index oder vom Index Null. 

Ist B ein Theiler von A von endlichem Index, so bilden die 
Nebengruppen (4) unter sich eine endliche Abel’sche Gruppe, wenn wir 

«Bea’'B=aca'B 

setzen, weil das System wa’B ja auch unter den Nebengruppen (4) 
vorkommt. Diese Gruppe kann der Quotient von A durch B genannt 
und mit A|B bezeichnet werden (Algebra, Bd. I], § 4). Der Grad 
dieser Gruppe ist gleich (A, B). 

Wenn zwei solche Gruppen A|B und A’|B’ isomorph sind (ein- 
stufig) so setzen wir auch kurz 

A|B=A'|B, 

was zur Folge hat, dass auch (A, B) = (4’, B’) ist. 

Wir beweisen zuniichst eine Reihe von Satzen tiber Gruppentheiler: 

I, Ist B ein Theiler von A und C ein Theiler von B 
so ist auch C ein Theiler von A und 

Denn jede Nebengruppe eB zerfallt in ebenso viele Nebengruppen 
«BC =«'C als B in Nebengruppen #C zerfiallt. 

Es ergiebt sich daraus, dass, wenn (A, C) von Null verschieden 
ist, keine der Zahlen (A, B), (B, C) gleich Null sein kann. 

Il. Ist B ein Theiler von A, und C so beschaffen, dass 
B der Durchschnitt von A und BC ist, so ist 
(AC, BC) =(A, B). 

Wenn nimlich «B und «’B zwei verschiedene Nebengruppen zu 
B sind, so kénnen die Nebengruppen « BC, «’ BC nur dann identisch 
sein, wenn a: «’ in BC enthalten ist. Wenn nun aber, wie voraus- 
gesetzt, B der Durchschnitt von A und BC ist, so miisste hiernach 
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«:e’ in B enthalten, also @B und a’ B nicht verschieden sein, wie 
doch angenommen war. Die Anzahl der von einander verschiedenen 
Nebengruppen «BC ist also gewiss nicht kleiner als die Anzahl der 
«B, und folglich ist (AC, BC) =0, wenn (A, B) =0 ist. Ist aber 
(A, B) von Null verschieden, so ist 
A=2«B, AC=ZaBC, 

woraus sich die Formel II ergiebt. 

Die im Satze II tiber C gemachte Voraussetzung ist immer erfiillt, 
wenn C ein Theiler von B ist, oder wenn C theilerfremd zu A ist. 

Daraus ergiebt sich leicht der Satz: 

Itt. Ist B ein Theiler von A und B, ein Theiler von 
A,, und ist A, relativ prim zu A, so ist 


(AA,, BB,) = (A, B)(A,, B,). 

Die Voraussetzung involvirt zugleich, dass B theilerfremd zu <A, ist, 
und demnach ergiebt sich durch zweimalige Anwendung des Satzes II. 
(AA,, BA,) = (A, B), 

(BA,, BB,) = (A,, B,) 

und daraus nach I die zu beweisende Formel, 
IV. Ist A’ ein Theiler von A von der Art, dass 
(8) A=A'B, 
so ist, wenn B’ der Durchschnitt von A’ und B ist 
(A, B) =(A, B). 


Die Voraussetzung (8) besagt namiich, dass in jeder Nebengruppe aB 
ein Element aus A’ vorkommt, dass also, wenn aB eine beliebige 
Nebengruppe zu B in A ist, man immer eine «@’ in A’ finden kann, 
so dass « B = a’ B wird. Sind dann a,’ B, «a, B verschiedene Neben- 
gruppen zu B in A, so sind a,’ B’, a,’ B’ verschiedene Nebengruppen 
zu B in A’ und umgekehrt. Daraus ergiebt sich unmittelbar unsere 
Formel. Wir sprechen noch den folgenden, hieraus fliessenden Satz aus: 
V. Reducirt man G auf einen Theiler G’ und sind 
A’, B die Durchschnitte von G’ mit A und B, so ist unter 
der Voraussetzung, dass A = A’ B ist, d. h. dass in jeder 
Nebengruppe «B ein Element aus G’ vorkommt, 


(A, B) = (4, B). 
Ist j = (A,B) von Null verschieden, so ist in der Gruppe A|B die 
Gruppe B selbst das Einheitselement. Nach einem bekanuten Satze 


der Gruppentheorie ist daher die j'* Potenz einer jeden Nebengruppe 
«B mit B selbst identisch. Wir formuliren dies als sechsten Satz: 
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VI. Ist der Index j von B in Bezug auf A von Null 
verschieden, so ist die j Potenz eines jeden Elementes « von 
A in B enthalten. 
Wir machen noch den 
Zusatz. Wenn a* die niedrigste Potenz von a mit 
positiven Exponenten ist, die in B enthalten ist, so ist k ein 
Theiler von j. 


§ 2. 
Potenzgruppen. 


Kin Element der Gruppe G, von dem eine Potenz mit endlichem 
Exponenten =—1 wird, kénnen wir eine Einheitswurzel (in G) nennen. 
Nehmen wir nun ein Element «, in G, welches keine Einheitswurzel 
ist, so bilden die Potenzen a%, wenn 4, alle positiven und negativen 
ganzen Zahlen durchlauft, eine unendliche Abel’sche Gruppe A,. Wir 
nehmen nun, wenn es moglich ist, ein zweites Element a, von der 
Art, dass a nur fiir x, = 0 in A, enthalten ist, und erhalten in der 
Gesammtheit der Elemente a*:a%: eine neue Gruppe A,. So fahren wir 
fort und bilden eine Gruppe A,, indem wir in 


; th x 
(1) a= a,'a,"... 0 ™ 


die Exponenten ,, 7,,..., %m alle ganzzahligen Werthe durchlaufen 
lassen. Es ist hierbei fiir jedes m vorausgesetzt, dass a nur dann in 
A,»—: enthalten ist, wenn 2, =O ist. Daraus folgt, dass zwei Ele- 
mente a mit verschiedenen Exponenten x niemals einander gleich sein 
kénnen, und dass in allen Gruppen A,, keine Einheitswurzel ausser 1 
vorkommt. 

Die Gruppe A,, mége eine Potenegruppe heissen. 

Das System 
(2) Gy» Boy + + oy hm 
heisst eine Basis der Gruppe A,,. Wenn nun 

By, Boy» + +» Bn 

gleichfalls eine Basis von A,, ist, so kénnen wir ohne Beschrankung 
der Allgemeinheit » > m annehmen, und da die # selbst der Gruppe 
A», angehéren, so lassen sich die Exponenten a,,, so bestimmen, dass 


i ae a a 
wird, und dann ist, wenn y,, y,,--.-, Yn die Exponenten des Elementes 
« fiir die neue Basis bedeuten 
(3) Ly = My Yy +++ + Grn Yn- 


Nach dem Begriff der Basis miissen, wenn die x, =O gesetzt werden 
auch die y, sammtlich verschwinden. Es muss also n<—m, und 
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folglich nach unserer Voraussetzung » = m sein. Ausserdem muss die 
Determinante 


| Gr, s| —_ 2+ Ay; Ayo oe + Onn 
von Null verschieden sein. Da sich aber fiir ganzzahlige Werthe von 
x, aus (3) immer ganzzahlige y, ergeben miissen, so muss nach einen 
bekannten Determinantensatze 


| Gr, | — + 1 


sein. 


Die Zahl m ist also fiir die Potenzgruppe A,, invariant und soll 
der Rang der Potenzgruppe genannt werden. 

Wir beweisen folgenden Satz: 

VIl. Jeder Theiler B der Potenegruppe A,» ist selbst 
Potenzgruppe von nicht hiherem Rang als m, Sind die 
Durchschnitte 
(4) Bins Baee: Bates! 
von B mit An, Am-1, Am—2,..-1 alle von einander ver- 
schieden, so ist der Rang von B gleich m, und der Index 
(Am, Bm) ist von Null verschieden. 

Um diesen Satz zuniichst fiir m — 1 zu beweisen, bezeichnen wir 
mit (@) die aus allen Potenzen irgend eines Elementes « bestehende 
Potenzgruppe ersten Ranges. Ist nun B ein von 1 verschiedener 
Theiler von («), so giebt es eine gewisse kleinste positive Zahl b fiir die 

B= 
in B enthalten ist und dann ist B die Potenzgruppe (8). Zugleich ist 
(@) = (8) + (8) +--+ + +106) 
also der Index 


(6) (a), (B)) =>. 
Nun kénnen wir den allgemeinen Beweis unseres Satzes durch voll- 
stindige Induction fiihren. 


Ist B ein Theiler von A,,, so kénnen wir m so klein annehmen, 
dass B = B,, nicht zugleich Theiler von A,_, ist. 

Es giebt dann eine gewisse kleinste positive Zahl b, von der 
Beschaffenheit , dass ohm in der Gruppe BA, enthalten ist, und 
jeder andere Exponent 2, fiir den a@* in dieser Gruppe enthalten ist, 
ist ein Vielfaches von b,,. 

Setzen wir also 

arm — B., ’ 
und bezeichnen mit # irgend ein Element aus B,,, so giebt es einen 
Exponenten y, so dass 6f;,” in A,_; und folglich auch in B,,_; ent- 
halten ist. Daraus folgt 


(6) Br — (Bm) By-1. 
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Da nun #2 nur fir y = 0 in B,_, enthalten ist, so folgt, wenn By-1 
bereits als Potenzgruppe nachgewiesen ist, dass auch B,, eine Potenz- 
gruppe von einem an 1, héheren Rang als By_, ist. 

Unter der in VII gemachten Voraussetzung ist B,-2 von Bn_1 
verschieden, und folglich B,,—-; nicht in A,»—2 enthalten. Wir nehmen 
demgemiss als bereits erwiesen an, dass (A»—1, B,—-1) von Null ver- 
schieden ist. 

Nun ist 


(7) Am = (¢m)Am— 
und da («,,) theilerfremd zu A,,_; ist, so ergiebt sich nach dem Satze III 
aus (6) und (7) 
(An, Bm) = (Am—1, Bn—1) ((am) (Bm)) 
und folglich nach (5) 
(8) (An, Bn) — bn(Am—15 Bn-1); 
wodurch das Theorem VII bewiesen ist. 


Ueber die Bestimmung des Index kénnen wir noch hinzufiigen: 
Sind 


Orns bn-s; eeey b, 
die kleinsten positiven Zahien, fir die die Potenzen 
6 , 6 
a*, gw . ao 


. m SD ls a 
In 

BaAn—i; Bry-1 An-2,; ee 09 B, 
enthalten sind, so ist 


(9) (Am, Brn) = b, b, eee Dm: 


§ 3. 
Zahlengruppen und Idealgruppen in einem algebraischen Korper. 


Die simmtlichen Zahlen eines algebraischen Kérpers 2, mit Aus- 
schluss der Null, bilden, wenn die wirkliche Multiplication und Division 
als Regel der Zusammensetzung gilt, eine Gruppe Q, von der in § 1 
betrachteten Art, die wir jetzt eine Zahlengruppe nennen wollen. Jede 
Zahlengruppe enthalt die Zahl 1. Eine solche Zahlengruppe ist auch 
das System der in Q enthaltenen Einheiten und diese Gruppe soll 
durchweg mit E bezeichnet werden. 

Kine Gruppe wird auch noch gebildet von den simmtlichen Ein- 
heitsfunctionalen*) des Kérpers 2, und diese Gruppe bezeichne ich 
mit Z. Ist dann @ irgend ein ganzes oder gebrochenes Functional 
in Kérper Q, so ist 
(1) pE=a 

*) Algebra, Bd. II, § 138. 
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ein Ideal in 2, und dies Ideal findert sich nicht, wenn p durch ein 
associirtes Functional ersetzt wird. Wir sagen, das Ideal « wird durch 
das Functional  erzeugt. Ist m eine Zahl, so ist « ein Hauptideal, 

Die Ideale des Kérpers Q bilden eine Gruppe, wobei die Multi- 
plication und Division der Ideale als Compositionsgesetz gilt. Eine 
solche Gruppe soll eine Idealgruppe heissen. Die aus allen Idealen 
von Q gebildete Gruppe bezeichne ich mit Q,. Die Hauptideale in Q 
bilden gleichfalls eine Idealgruppe, die mit EQ, zu bezeichnen ist. 
Zwei Ideale a, 6 sind nach EQ, aquivalent, wenn der Quotient a: } 
ein Hauptideal ist, oder, was dasselbe ist, wenn der Quotient der sie 
erzeugenden Functionale gm, w mit einer Zahl associirt ist. Die Neben- 
gruppen zu EQ, in Q, sind die Idealclassen. Da nach einem Funda- 
mentalsatz der Idealtheorie die Anzahl dieser Classen endlich ist, so 
ist der Index 
(2) h = (Q,, EQ,) 
immer von Null verschieden. Er heisst die Classenzahl des Kérpers Q. 

Man kann die Ideale a,, a), ..., a in Q so auswihlen, dass 
(3) My = MyM HF A.M + ++ + + HQ 
wird. 

Ist O eine in Q, enthaltene Idealgruppe und O der Inbegriff der 
Zahlen w, deren Hauptideale Za in O enthalten sind, so ist EO die 
Gruppe der in O enthaltenen Hauptideale, und O ist eine in Q, ent- 
haltene Zahlengruppe. Wenn nun noch die Bedingung 


(4) Q, = OQ, 
erfillt ist, so ist nach dem Satze §1, V 
(5) h= (2, EQ) hee (0, EO). 


Die Bedingung (4) besagt, dass in jeder Idealclasse (3) ein Element 
aus O vorkommen muss, und diese Bedingung ist nach einem be- 
kannten Satze der Idealtheorie z. B. dann erfiillt, wenn O die Ge- 
sammtheit der Ideale in O und folglich O die Gesammtheit der Zahlen 
in Q bedeutet, die zu einem gegebenen Ideal a relativ prim sind*). 

Ist O’ ein Theiler der Zahlengruppe 0, so ist EO’ Theiler von 
EO. Ist a irgend ein Ideal in O, so nennen wir das System a0’ 
eine Idealclasse nach O', und es ist eine wichtige Aufgabe, die Classen- 
zahl nach O’, d. h. die Zahl 


*) Unter Zahlen oder Idealen, die zu einem gegebenen Ideal a relativ prim 
sind, verstehe ich solche Zahlen oder Ideale, die, bei ihrer einfachsten Dar- 


stellung durch Idealbriiche, weder im Ziahler, noch im Nenner mit q einen ge- 
meinschaftlichen Theiler haben. 





(6) 


fol 
vol 


Gh 
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(6) h’ = (0, EO’) 
za bestimmen. Diese Aufgabe lisst sich, wenn h bekannt ist, durch 
folgende Betrachtungen auf eine einfachere, namlich auf die Bestimmung 


von Indices in Zahlengruppen zuriickfihren. 
Nach § 1, | ist 


(7) (0, EO’) = (0, EO) (EO, E0’) 
und nach § 1, II 
(8) (Z£0, EO’) =(E0O, EEO’) = (0, EO’). 


Ist nun ferner E’ der Durchschnitt von E mit O’, d. h. die 
Gruppe der in O’ enthaltenen Einheiten, so ist nach § 1, I 


(9) (0, EO’) (EO’, 0’) = (0, 0°) 
und nach § 1, Il 
(10) (E0O', O’) = (EO’, E'0') = (E, E’). 


Also nach (8), (9), (10) 

(EO, E0’) (£, E’) = (0, 0’) 
und nach (7) ae a te 

(E, E’) (0, EO") = (0, 0’) (0, EO) 
oder endlich 
(11) (E, E’) hi =(0, O’)h. 
Wenn also (0, O’) von Null verschieden ist, so ist auch (HZ, E’) 

von Null verschieden, und es folgt 


’ > Zn 0,0). (7 F 
(12) (0, EO’) = EE (0, EO). 
§ 4, 
Normalordnungen. 


Ks sei jetzt Q ein beliebiger algebraischer Zahlkérper, R der 
Korper der rationalen Zahlen, » das System der ganzen Zahlen in Q, 
r das System der ganzen Zahlen in R. 

1. Wir nehmen irgend ein ganzes Ideal t in Q an und 
betrachten das System o' aller Zahlen in », die nach dem 
Modul € mit einer rationalen Zahl congruent sind und nennen 
o’ durch das Ideal € erzeugt. . 

Das Zahlensystem 9’ ist ein Specialfall der Zahlensysteme, die von 
Dedekind Ordnungen*) genannt werden. 


*) Vorlesungen tiber Zahlentheorie, 4. Auflage, § 170, ,,Ueber die Anzahl 
der Idealclassen in den verschiedenen Ordnungen eines endlichen Kérpers‘*, Fest- 
schrift zur Sacularfeier von Gauss Geburtstag (1877). ,,Ueber die Discriminanten 
endlicher Kérper“, Abhandlgn. der Ges. d. Wiss, zu Géttingen 1882. 
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2. Es kann vorkommen, dass durch zwei verschiedene 
Moduln £, & dasselbe System »' erzeugt wird. Wenn dies 
eintritt, so erzeugt auch der grisste gemeinschaftliche Theiler t, 
von € und f° dasselbe System 9’. 

Um dies nachzuweisen, bezeichnen wir fiir den Augenblick mit 
0» die dureh f, erzeugte Ordnung »’, so dass zu zeigen ist, dass jede 
Zahl @’ aus 9’ in 9, vorkommt, und dass auch umgekehrt jede Zahl 
@) aus 0, in 9’ enthalten ist. 

Bezeichnen wir mit 7, r’, 7) ganze rationale Zahlen, so sind die 
Zahlen @’ durch die Congruenzen 

a =r(mod.f), ow =,’ (mod. f’) 
charakterisirt, und es muss also r =r’ =r, (mod. f,) sein. Es ist 
also auch 
a’ =r, (mod. f,), 
also @’ in 0, enthalten. 

Um auch das Umgekehrte nachzuweisen, sei @, eine beliebige 
Zahl in 9,. Dann kénnen wir, wenn mit mu irgend eine durch f, theil- 
bare Zahl aus » und mit r eine rationale Zahl bezeichnet wird 
(1) a=r+u 
setzen. Wir nehmen nun eine durch f theilbare Zahl @ und eine 
durch f theilbare Zahl @ in 9 so an, dass f, der grésste gemein- 
schaftliche Theiler von @ und @’ ist, was nach einem bekannten Satze 
der Idealtheorie immer mdglich ist; dann lassen sich, wie gleichfalls 
aus der Theorie der algebraischen Zahlen bekannt ist, die Zahlen &, &’ 
in 9 so bestimmen, dass 


(2) w= ab+ a's’ 
wird*), und daraus folgt dann nach (1) 
(3) @, =r + a& (mod. Ff). 


Nun ist r+ a@§ =r (mod. f) und daher in »’ enthalten. Demnach 
ist nach unserer Voraussetzung r+ a& =r’ (mod. f') und folglich 
nach (1) und (3) 

@, =r’ (mod. f’) 
also @,) in »’ enthalten, wie bewiesen werden sollte. Daraus 
schliessen wir: 

3. Unter allen Moduln f, die dieselbe Ordnung »' er- 
zeugen, giebt es einen bestimmten von kleinster Norm ; dieser 
wird der Fiihrer der Ordnung genannt. 

Die Zahlen von » bilden, wenn die Addition als Compositions- 
gesetz und die Null als Gruppeneinheit gilt, eine Abel’sche Gruppe. 
Die Zahlen 9 zerfallen nach dem Modul f in Classen, deren Anzahl 


*) Lehrbuch der Algebra Bd, II, Seite 524, 3. Seite 543, 4. 








t 


a 
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gleich der Norm N(f) von f ist, und wenn wir daher unter f zugleich 
den Inbegriff aller durch f theilbaren Zahlen in » verstehen*), so ist 


(4) (0, ) = N(f). 
Andererseits ist nach der Definition 1. 
(5) (o’, f) —_ (r, f) — Q, 


wenn @ die kleinste durch f theilbare natiirliche Zahl ist, und folglich 
ist nach § 1, I. 


7. Nig) 
(6) (9, 0) —— (o', ft) Q 


Diese Formel gilt, mag nun f der Fiihrer von o’ selbst sein, oder 
ein anderes die Ordnung 0’ erzeugendes Ideal. Sie liasst sich aber 
verwenden, um den Fiihrer einer Ordnung zu ermitteln, Wenn nimlich 
f und f, dieselbe Ordnung 9’ erzeugen, so wird 9’ auch von jedem 
Theiler f' von f, der durch f, theilbar ist, erzeugt. Denn die durch 
f' erzeugte Ordnung ist, da f' Theiler von f ist, in 9’ enthalten, und 
enthilt 9’, da f, Theiler von f ist. 

Verstehen wir nun unter » ein in f aufgehendes Primideal und 
unter p die durch » theilbare natiirliche Primzahl und setzen f= pf’, 
so wird nur dann f und f dieselbe Ordnung 9’ erzeugen, wenn 

Nit) (f) 
(7) Q = Q’ ’ 
wenn Q’ die kleinste durch f’ theilbare natiirliche Zahl, also 
Q=Q oder Q=—7Q'; 
nun ist N(f) = N(p) N(f'), und wenn » vom Grade f ist, 


N(p) = pl. 


Q = p/Q, 


Also ergiebt sich aus (7) 


und das ist nur dann méglich, wenn f=—1 und Q=—pQ’ ist. Wir 


kénnen das Resultat in folgendem Satze zusammenfassen: 

4. Das Ideal € ist dann und nur dann der Fihrer 
der durch € erzeugten Ordnung, wenn fiir jedes in € auf- 
gehendes Primideal ersten Grades die durch €:} theilbare 
kleinste natiirliche Zahl auch durch € theilbar ist. 

Ist diese Bedingung nicht erfiillt, so erhalt man den Fiihrer der 
durch € erzeugten Ordnung, wenn man, eins nach dem andern, die 
Primideale ersten Grades weglisst, die der Forderung des Satzes 3. 
nicht entsprechen **), 

Wir wollen jetzt unter f den Fiihrer der Ordnung 0’ selbst ver- 
stehen und noch folgenden Satz beweisen : 


*) Dies ist nach Dedekind’s Definition das Ideal f, 
**) Dedekind, Discriminanten endlicher Kérper Seite 28, Anmerkung, 
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5. Ist a ein zu £ theilerfremdes ganzes Ideal des Korpers Q, 
so existirt in 9’ eine durch a theilbare Zahl wo’ = am von 
der Art, dass das Ideal m relativ prim ist zu einem beliebig 
gegebenen Ideal b in Q*). 

Zum Beweise nehme man eine durch a theilbare Zahl 
(4) wan 
so in 9 an, dass n relativ prim zu f und zu 6 wird, und ferner eine 
durch f theilbare Zahl @ relativ prim zu wu. Dann kann man die 
Zahl & aus » durch die Congruenz 
1 + &a = 0 (mod. uw) 
bestimmen**) und daher 
1+ fa—uB 
setzen, worin 6 eine zu @ theilerfremde Zahl in 9 ist. Nehmen wir 
jetzt 
(5) o =1-+ a+ aun = w(B + an), 
so geniigt diese Zahl der Forderung unseres Satzes 3., wenn wir 7 in 
o so bestimmen, dass jeder Primtheiler von 6 in einer und nur in 
einer der beiden Zahlen B und y aufgeht. Denn dann ist nach der 


ersten Darstellung (5) w’ = 1 (mod. f), also in 0’ enthalten; es ist 
ferner wegen (4) ’ durch a theilbar, und 


tebe m = n(B + @n) 
ist relativ prim zu b. 


6. Ist a ein zu € theilerfremdes ganzes Ideal, und a 
eine beliebige Zahl in 0, so kann man die Congruenz 
@ = a (mod. a) 
durch eine Zahl @ in »’ befriedigen. 

Man nehme niamlich eine durch q theilbare, zu f theilerfremde 

Zahl w in » beliebig an und bestimme § aus der Congruenz 
@ =a + uw& =1 (mod. f), 
dann erfiillt @ die gestellte Forderung. 

Die Ordnungen 9’ geben nun Anlass zu Zahlengruppen im Sinne 
von § 3. Es sei 9’ eine solche Ordnung und f ihr Fihrer. Wir 
entfernen zunichst aus 0 alle Zahlen, die zu £ nicht relativ prim sind, 
und nehmen auch noch die Quotienten aller in » tibrig bleibenden 
Zahlen. Der Inbegriff der so entstandenen Zahlen ist nach der Definition 
von § 3 eine Zahlengruppe, die wir mit O bezeichnen. Ebenso ver- 
fahren wir mit 0’, indem wir aus 0’ alle Zahlen, die mit f einen 
gemeinsamen Theiler haben, ausschliessen, und die Quotienten je 


*) Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung des oben angewandten Satzes 
(Algebra Bd, II, Seite 524, 3). Vgl. Dedekind, Gauss Festschrift Seite 28, 
**) Algebra II, § 149, 1. 
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zweier der tibrigen Zahlen nehmen. Das so entstandene System 0’ 
ist gleichfalls eine Gruppe und zwar ein Theiler von 0. 

O umfasst alle Zahlen m des Kérpers Q die zu € fremd sind in 
dem Sinne, dass in der einfachsten Darstellung von durch einen Ideal- 
bruch sowohl Zihler als Nenner relativ prim zu f sind. Um den 
Index (O, O’) zu ermitteln, betrachten wir noch die durch die symbo- 


lische Congruenz 0, = 1 (mod. f) 


definirte Gruppe, die aus allen nach dem Modnl f£ mit 1 congruenten 
Zahlen @ besteht, und die, da @ mit rationalem zu f theilerfremden 
Nenner dargestellt werden kann, in O’ enthalten ist. 

Bezeichnen wir nun mit yw(f) und g/(f) die Anzahl der Zahl- 
classen nach dem Modul f, die in O und in O’ enthalten sind, so ist, 
wenn @ wie oben die kleinste durch f theilbare natiirliche Zah], und r 
die in Q aufgehenden natiirlichen Primzahlen bedeuten, 


(6) v(t) = 9(@) = ef Ja—3), 
v(t) = on Ae wie Fo Re 


und es ergiebt sich 


: (0,0.)=¥(f), (07,0) = (8), 
und folglich 


» _ vit) 
(7) (0,0) = ott). 

Daraus, dass (O’, O,) einen endlichen Werth hat, lasst sich leicht 
beweisen, dass jede ganze Zahl in O’ in der Ordnung »’ enthalten ist, 
oder mit anderen Worten, dass, wenn eine Zahl in » durch eine 
andere theilbar ist, auch der Quotient in »’ enthalten sein muss. 

Jede Zahl @ in O’ liisst sich nach der Definition so darstellen: 

a 
ow 


B 
worin a, 6 zu f theilerfremde Zahlen in ’ sind. Weil nun (0’, O,) 
endlich ist, so ist eine gewisse Potenz von 6 mit positivem Exponenten, 
6”, in O, enthalten, also 6™ = 1 (mod. f). Hiernach wird 
a= a6" 
3” 
also ist m nach dem Modul f mit einer rationalen Zahl congruent, 
d.h. in » enthalten. 
Auf die gleiche Weise lisst sich der folgende besonders hervor- 
zuhebende Satz beweisen: 
7. Die Gruppe O° ist der Inbegriff aller zu t theiler- 
fremden, ganzen oder gebrochenen, Zahlen in Q, die nach 
dem Modul k mit einer rationalen Zahl congruent sind. 





= af" (mod. f), 


*) Dedekind, Vorlesungen iiber Zahlentheorie 4. Aufl., Seite 569 
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Denn ist 


@ = 5 =r (mod. f) 


theilerfremd zu f, so kann man die ganzen Zahlen a, B selbst relatiy 
prim zu f annehmen. Dann muss eine gewisse Potenz B™ von # in 
0 enthalten, also mit einer rationalen Zahl congruent sein, und es 
ist dann auch 
ap™—! = Br =r’, (mod. f). 

Demnach ist o = «f6™-!: 6™ als Quotient zweier Zahlen in 9’ in 0 
enthalten. 

Um nach der Formel § 3 (12) die Anzahl der Idealclassen 
(O, EO’) zu bestimmen, ist es noch ndthig, den Index (E, E’) w 
ermitteln. Diesen erhalt man aber aus den Siitzen des § 2, 

Das System FE besteht nach dem Satze von Dirichlet aus den in Q 
enthaltenen Einheitswurzeln, die durch die Potenzen von einer von ihnen 


(8) a Se 


erschépft werden kénnen, und aus einer Potenzgruppe F,_; vom Range 
v — 1, wenn v die Anzahl der reellen Kérper, vermehrt um die Anzahl 
der imaginaren Paare unter den mit Q conjugirten Kérpern bedeutet. 
Ein Element von E,.. mége in der Form dargestellt sein 


(9) é= et ae ss: Paares 
Daneben betrachten wir noch die Potenzgruppen FE, mit der Basis 
Ges Gap » ove te 
Wegen der Endlichkeit von (O, O’) giebt es zu jeder Zahl « in 0 


einen positiven Exponenten 4, so dass ¢ in O’ enthalten ist, und 
daraus ergiebt sich, dass die Durchschnitte 


, , 
Ey-1,; w—-2 e+ E, 
4.85 ..: 2% 


alle von einander verschieden sind. (Denn es giebt immer Zahlen in 
E,, die zwar in O’, also auch in FE’, aber nicht in Z,_,; enthalten 
sind.) 

Bezeichnen wir also mit 4, den kleinsten positiven Exponenten 
fiir den Pa in O’ E,_; enthalten ist, ferner mit 2, den kleinsten posi- 
tiven Exponenten, fiir den 9* in O’ vorkommt, so ergiebt sich nach 
§ 1 und § 2: 

(10) (BE, EB’) = Aya, a, .:. Ai *). 


von E’ mit 


*) Nach der von Dedekind in § 4 der Gauss- Festschrift gegebenen Defi- 
nition ist der Inbegriff aller Zahlen in o’, die durch irgend ein zu f theilerfremdes 
Functional m theilbar sind, ein ,,Jdeal in 9“. Ich will es hier das durch @ er- 
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Wir wollen jetzt annehmen, es sei Q ein Normalkirper. Wir 
bezeichnen seine Galois’sche Gruppe mit © und die Substitutionen 
dieser Gruppe mit g und wir bedienen uns tiberhaupt hier der Be- 
zeichnung wie in Bd. II, § 160 der Algebra, so dass w|q die Zahl 
bedeutet, die durch die Substitution » aus der Zahl @ hervorgeht. 
Es sei o° ferner eine der durch 1. definirten Ordnungen. Von 
dieser Ordnung wollen wir aber ausserdem voraussetzen, dass die 
Gesammtheit ihrer Zahlen durch die Substitutionen von ® ungeiindert 
bleibt, oder dass 


(11) o|\o=v 

sei. Eine solche Ordnung kénnen wir eine Normalordnung in Q nennen. 
Wenn eine Normalordnung durch den Modul £ erzeugt wird, so wird 
durch f|@ dieselbe Ordnung erzeugt, und nach 2. wird dann dieselbe 
Ordnung durch den gréssten gemeinschaftlichen Theiler aller f|@ er- 
zeugt. Der Fiihrer einer Normalordnung muss also ein Normalideal 
sein, wenn wir unter Normalideal ein solches verstehen, was mit allen 
seinen conjugirten identisch ist, was also der Bedingung 

(12) tlp—t 

geniigt. 

Umgekehrt erzeugt jedes Normalideal eine Normalordnung und 
um den Fiihrer emer solechen Ordnung zu ermitteln, haben wir den 
Satz 4. anzuwenden. Ist m der Grad des Kérpers Q und » ein Prim- 
factor ersten Grades der natiirlichen Primzahl p, sind ferner },, ).,...) Pe 
die mit » conjugirten Primideale (einschliesslich )), so ist 


(13) P=(PriPo-+-Pe)% n= eg*). 


Ist nun £ = pf’, so ist f als Normalideal auch durch },, )., ... Pe 
theilbar, und die kleinste durch f’ theilbare natiirliche Zahl Q’ ist 


zeugte Ideal in 9 nennen, Werden die Ideale a’, 6’ in o durch die Functionale 
@ und w erzeugt, so wird ab durch py erzeugt. 
Zwei Ideale a’, 6’ in » heissen dquivalent, wenn es eine Zahl w giebt, so 
dass im Sinne von Dedekind : : 
au=b 
ist, d. h. so dass jedes Product von w mit einer Zahl in q’ gleich einer Zahl in 
b’ ist. Die Zahl w ist also darstellbar als Quotient zweier Zahlen in 9’, und ist 
also, da sie zu f theilerfremd ist, eine Zahl in O’. Sind aq’ und 6’ durch die 
Functionale m und » erzeugt, so ist also w:q associirt mit w, und m und » sind 
daher aiquivalent nach HO’ (in dem in § 3 festgesetzten Sinne). Wenn um- 
gekehrt » und w nach EO’ iiquivalent sind, so sind auch die durch @ und yw er- 
zeugten Ideale a’, 6’ iiquivalent im Sinue von Dedekind, und daraus ergiebt 
sich, dass die Gruppe 
0 | EO’ 
isomorph ist mit der Gruppe der Idealclassen in 0’. 
*) Vgl. Algebra II, § 160. 
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daher gewiss immer dann durch f theilbar, wenn e > 1 ist. Ist aber 
e=1, also g=n, p=y", und y»* die héchste in f aufgehende 
Potenz von p, so ist Q’ nur dann nicht durch f theilbar, wenn 
* = 1 (mod. %) ist, und wir erhalten also den Satz: 

8. Ist die Primzahl p die n* Potenz eines Primideals 
p, so kann der Exponent der hichsten Potenz von », die im 
Fiihrer einer Normalordnung aufgeht, nicht congruent 1 
nach dem Modul n sein. 

Oder auch: 

9. Ist p=y", und f= ppt’ ein Normalideal, in 
dem 4 eine positive ganze Zahl und f' nicht mehr durch » 
theilbar ist, so erzeugen € und pt’ dieselbe Normalordnung vw’. 

Wenn in der Gruppe O’ Zahlen mit negativer Norm vorkommen, 
so bilden die Zahlen mit positiver Norm einen Theiler O04 von 0’, 
dessen Index 


(O'" O+) =2 
ist. Bezeichnen wir mit Hy das System der in O’ enthaltenen Ein- 
heiten mit positiver Norm, so ist (E’, Ei) 2 oder = 1, je nach- 


dem es in EF’ Einheiten mit negativer Norm giebt oder nicht giebt. 

Wenden wir dann die Classenzahlformel § 3 (12) auf Oj; an, so 

ergiebt sich 

(0, H04;)= (0, ZO’) im Falle (E’, Ej) =2 
und 

(0, EO) =2(0, EO’) im Falle (E’, Ei) =1. 

Hierzu wollen wir noch bemerken, dass in dem Falle, wo Q iiber- 
haupt nur Zahlen mit positiver Norm enthalt, O; mit O’ iiberein- 
stimmt. Wenn aber in Q auch Zahlen mit negativer Norm vorkommen, 
so giebt es auch in O’ Zahlen mit negativer Norm; denn wenn « 
eine Zahl in Q mit negativer Norm und z eine durch f theilbare ganze 
rationale Zahl ist, so ist 1 + az in O’ enthalten und die Zah] x lasst 
sich so gross annehmen, dass 


N(l + ax) = N(a)a*+.--- 
im Vorzeichen mit N(«) iibereinstimmt. 
Dagegen kann es wohl vorkommen, dass es zwar in O, aber nicht 
in O’ Einheiten mit negativer Norm giebt. 

10. In der Gruppe O giebt es eine durch ein be- 
liebiges zu £ theilerfremdes Ideal « theilbare ganze Zahl 
a=am, so dass das Ideal m theilerfremd zu einem be- 
liebigen Ideal % ist. 

Denn nach dem Satz 5. giebt es zuniichst eine solche Zahl in 9’ 
und folglich auch in O’. Nun kann man aber die ganze rationale 
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Zabl x durch a und durch § theilbar und zugleich so gross an- 


nehmen, dass N(«-+ x) positiv wird, und dann geniigt die Zahl 
a+ <a dem Satze 10. 


§ 5. 
Ordnungen im quadratischen Kérper. 


In einem quadratischen Kérper Q ist eine natiirliche Primzahl 
entweder selbst noch Primzahl, oder sie zerfallt in zwei Primfactoren 
ersten Grades, und daraus ergiebt sich nach § 4, 4. und 8., dass jeder Fiihrer 
einer Ordnung »’ eine rationale Zahl sein muss, und dass jede natiirliche 
Zahl auch Fiihrer einer Ordnung sein kann. Da ferner der quadratische 
Kérper ein Normalkérper ist, so ist auch 9 eine Normalordnung*). 

Was uns hier noch interessirt, ist die Beziehung der Classen 
nach einer Gruppe O’ (§ 3). Zu den Classen der Irrationalzahlen 
eweiten Grades (Algebra Bd. I, § 122f.) und zu den Gauss’schen 
Classen der quadratischen Formen. 

Bedeutet d eine feste positive oder negative ganze rationale Zahl 
ohne quadratischen Theiler, so haben alle Zahlen eines quadratischen 
Kérpers Q die Form 


(1) o=«+yV4d, 


wenn x und y rationale Zahlen sind. Die ganzen Zahlen des Korpers Q 
sind immer in der Form enthalten 


(2) o — St 904, 


worin x und y ganze rationale Zahlen sind. 

Wir nehmen nun eine beliebige natiirliche Zahl Q als Fiihrer 
einer Ordnung 9’ an, und suchen die Bedingung dafiir, dass eine Zahl 
von der Form (2) mit einer rationalen Zahl nach Q congruent ist. 
Setzen wir 


wf a 2-98 





? 


© 
“ 


so muss auch @’ derselben rationalen Zahl congruent sein, und folglich 


muss @ — @' =—y/d durch Q theilbar sein. Dies ist aber, da d 
keinen quadratischen Theiler hat, nur dann méglich, wenn y durch Q 
theilbar ist. Demnach sind alle Zahlen von 9’ in der Form 


3) o — eters 
enthalten, worin 2, y ganze rationale Zahlen sind. Es ist aber ausser- 
*) Die Ordnungen im quadratischen Kérper sind eingehend untersucht in 


§ 187 der 4, Aufl. von Dirichlet-Dedekind, Zahlentheorie, 
29* 
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dem noch néthig, dass @ selbst eine ganze Zahl sei, wofiir die noth- 
wendige und hinreichende Bedingung die ist, dass 


P , at —ytQrd 
ata=—z2z, oo —“—#¢s 


ganze rationale Zahlen sind. MHieraus ergeben sich folgende Be- 
dingungen in drei Fallen: 


Q@d=0 (mod. 4), = 0 (mod. 2), 
(4) Q@?d=1 (mod. 4), x =y (mod, 2), 
Q? d = 2,3 (mod. 4), x = y = 0 (mod. 2). 


Diese Bedingungen sind zunichst nur nothwendig und hinreichend 
dafiir, dass m eine ganze Zahl sei. In den beiden letzten Fallen (4) 
ist @ ungerade, und es folgt 2@ = sx (mod. Q), woraus hervorgeht, 
dass @ auch zu 9 gehdrt. Im ersten Falle (4) aber ist Q gerade und, 
wenn wir daher z=22,, Q=2Q, setzen, so folgt nur = 2, (mod. Q,). 
Soll also zu 9 gehéren, so muss es nach dem Modul Q mit einer 
rationalen Zahl von der Form 2, + Q,2 congruent sein, d. h. es muss 
yVd nach dem Modul 2 mit einer rationalen Zahl congruent sein. 
Ist nun d= 2,3 (mod. 4), so ist dies nur dann mdéglich, wenn y 
gerade ist. Ist aber d= 1 (mod. 4), so ist y/d =y (mod. 2) und y 
kann beliebig sein. Wir haben demnach vier Fille zu unterscheiden, 
in denen wir als nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass 
die durch (3) dargestellte Zahl @ zu »’ gehdrt, folgende erhalten: 


1. @d=0, d=1_ (mod.4), z=0 (mod, 2), 
P 2. @d=0, d=2,3 (mod.4), x=0, y=0 (mod. 2), 
© 3 ga=1 (mod.4), 2=y (mod. 2), 
4, @d=2,3 (mod. 4), z=0, y=O0 (mod. 2). 
Die Kérperdiscriminante A ist in den Fallen 1., 3. = d, in den 


Fallen 2, 4 4d, und wenn wir daher Q?A = D die Discriminante 
der Ordnung 9° nennen, so erhalten wir folgende Zusammenstellung: 
1 @d=0, d=!1 oder Q?d=1 (mod. 4), 
D=@a, o—2t? 
(6) 2. @d=0, d=2,3 oder Q?d=2,3 (mod. 4), 


D=4@d, O=</D. 


SI 





Zur Bestimmung des Vorzeichens mag festgesetzt sein, dass // D 
bei positivem D positiv, bei negativem D gleich i, multiplicirt mit 
einer positiven Zahl (positiv imaginir) sein soll, so dass © fiir die 
Ordnung 9’ eindeutig bestimmt ist. 
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Es ist dann die hierdurch eingefiihrte Zahl © eine durch Q theil- 
bare ganze Zahl, und es ergiebt sich: 

1. Durch 
(7) o=2+ yO 
werden alle wnd nur Zahlen der Ordnung »' dargestellt, 
wenn x, y ganze rationale Zahlen sind. Die Zahlen 1, © 
bilden eine Basis von 9’. 

2. Aus dem Ausdruck o =xz-+ yO erhdlt man alle 
Zahlen der Gruppe O', wenn man fiir x,y auch gebrochene 
rationale Zahlen setat, von denen x im Zihler und Nenner, 
y im Nenner relativ prim zu Q ist. 

Ist der Kérper Q imaginir, so ist O’ zugleich die Gruppe O01, 
wihrend bei einem reellen Kérper O° noch in zwei Nebengruppen 04. 
und OW zerfallt. 

Es sei jetzt a ein beliebiges zu Q theilerfremdes Ideal in Q. Wir 
bestimmen ein dies Ideal repriisentirendes Functional in 9’. Zu dem 
Ende bezeichne ich mit 
(8) a, = &,1 = 0 (mod. a) 
die kleinste durch q theilbare natiirliche Zahl, und mit ag die kleinste 
natiirliche Zahl, fiir die ae. mit einer rationalen Zahl — a;,2 con- 
gruent wird, und setze 


(9) a, = A1,2 + 2,2 6 =0 (mod. a). 


Jede durch « theilbare ganze rationale Zahl ist dann durch a;,; theil- 
bar, und wenn 

(10) oa=—xz+y0 

eine durch q theilbare Zahl in 9 ist, so muss y durch de, theilbar 
sein. Demnach ist auch a;,; durch ag,2 theilbar. Hieraus aber ergiebt 
sich : 

3. Jede durch « theilbare Zahl a in vo lésst sich in 
der Form 
(10) & = 2,0, + Ly My 
darstellen, worin x,, %_, ganze rationale Zahlen sind. 

Hieraus ergiebt sich nach § 4, 5., dass a der grésste gemein- 
schaftliche Theiler von a, und @, ist, und dass also 
YP = Ht, + Ml, 
ein das Ideal a repriisentirendes Functional ist. 

4. Wir nennen eine Basisform von a in vo, und 
verstehen darunter also eine Linearform, aus der sich alle 
durch « theilbaren Zahlen in » wnd nur diese ergeben, wenn 

fiir die Variablen ganze rationale Zahlen gesetet werden*). 





*) Algebra Bd. II, § 166. 
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Wenn wir x und y volle Restsysteme nach den Moduln a,:, de,» 
durchlaufen lassen, so erhalten wir aus (10) lauter nach dem Modul « 
incongruente Zahlen, und nach § 4, 6. erhilt man also auf diese 
Weise ein volles Reprisentantensystem von Zahlen in » nach dem 
Modul a. Daraus ergiebt sich 
(11) N (a) = 41,1 3,2, 
woraus noch folgt, dass a;,; und de. relativ prim zu @Q sind. 

Die Discriminante des Zahlensystems a, , @, ist 

(@, a — a, a,")° = a), da D. 
Sind nun 
B, = @,%, + @ 2, B, = a4, + OY, 
zwei durch « theilbare Zahlen in 9’, so ist deren Discriminante gleich 
i,1 03,2 D(x, Y. — 2244), 
und daraus ergiebt sich der Satz (vgl. Algebra Bd. II, § 147, 2.): 
5. Sind B,, B, zwei durch a theilbare Zahlen in v’, 
deren Discriminante gleich dem Product 
DN(a)* 
ist, so ist B,t, + B,t, eine Basisform von a in wv. 

Bildet man die Norm von g, so folgt aus (11), dass 2a). durch 

2,2 theilbar ist, und wenn wir noch zur Abkirzung 


(12) N(@) = — @44,142,2, 
(13) a2,2=e, H,1 = ec, 24,.= e(b — 8 — 0’) 
und 
(14) ane Te 

% Oy 
(15) gp = ec(t, + ot,) 
setzen, so erhalten wir 

_b+0-—0' b+4VD 

(16) o = “= = 


Die Zahl @ geniigt wegen (12) und (13) der quadratischen 
Gleichung 
(17) ca® =a+ ba 
und folglich ist, was sich leicht durch Rechnung aus den Formeln (13) 
bestitigen lasst 
(18) D=0 4+ 4ac. 

Nach (16) ist @ eine bestimmte der beiden Wurzeln der Gleichung 
(17). Die Zahl ¢ ist als die kleinste natiirliche Zahl bestimmt, die cw 
zu eimer ganzen Zahl macht, Denn nach (16) miissen, wenn ¢, diese 
kleinste Zahl ist 

e4(@ + @) = “2 
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ganze Zahlen sein; und da ¢ relativ prim zu Q ist, so muss ¢, durch 
c theilbar und also = ¢ sein. 

Die Zahl ist nach der Algebra I, § 122 angewandten Ausdrucks- 
weise eine qguadratische Irrationaleahl mit der Discriminante D. Sie 
ist durch das Ideal a vollkommen bestimmt bis auf eine willkiirlich 
bleibende additive ganze rationale Zahl. Nennen wir also ein System 
von Zahlen, die sich durch additive willkiirliche ganze rationale Zahlen 
von einander unterscheiden, eine Schaar, so kénnen wir den Satz 
aussprechen ;: 

6. Zu einer Ordnung o des quadratischen Kéorpers Q 
mit dem Fiihrer Q und der Discriminante D und zu jedem 
zu Q theilerfremdeu Ideal a in Q lésst sich eine und nur 
eine Schaar von quadratischen Irrationalzahlen eweiten Grades 
mit der Discriminanie D bestimmen. Ist w eine Zahl dieser 
Schaar, ¢ die kleinste natiirliche Zahl, die cw ganz macht, 
und ec die kleinste durch « theilbare natiirliche Zahi, so ist 


(19) ” = ec(t, + at,) 
eine Basisform in 9’ des Ideals a. 

Hier ist unter den beiden Wurzeln der Gleichung (17) fiir @ die 
zu wihlen, bei der das Zeichen von YD so wie in (6) bestimmt ist. 
Es ist aber zu bemerken, dass 

P, = ec(t, — at) 
gleichfalls eine Basisform von a ist. Man erhilt also Basisformen des 
mit a conjugirten Ideals a’ in der Form go = ec(t, + @'t,), wenn o’ 
die zweite Wurzel der Gleichung (17) ist. 

Von der Zahl e ist die Zahl @ nicht abhiingig, und wenn wir 
also das System der Formen g, die sich nur durch die verschiedenen 
Werthe von e unterscheiden, eine Formenschaar, und die dadurch 
reprisentirten Ideale eine Idealschaar nennen, so fihren alle Ideale 
einer Schaar zu derselben Zahl w. Der Quotient zweier Ideale einer 
Schaar ist mit einer rationalen Zahl aiquivalent, und folglich sind die 
Ideale einer Schaar aquivalent nach O’, und sogar nach O1,. 

Es gilt nun auch der umgekehrte Satz: 

7. Ist @ eine zur Discriminante D gehirige quadratische 
Irrationalzahl und c die kleinste natiirliche Zahl, fiir die 
co ganze wird, und c relativ prim zu Q, ferner e eine be- 
liebige zu Q theilerfremde natiirliche Zahl, so ist 

p = ec(t, + at,) 
Basisform in »' eines 2u Q theilerfremden Ideals a. 

Damit o eine zur Discriminante D gehérige quadratische Irrational- 
zahl sei ist nothwendig und hinreichend, dass es die Wurzel einer 
quadratischen Gleichung 
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(20) co? =—a-+ ba, b+ 4ac=D 
sei, in der a,b,c ganze Zahlen ohne gemeinschaftlichen Theiler sind. 


Wir nehmen ec positiv und relativ prim zu @Q an; dann ist ¢ die 
kleinste natiirliche Zahl, fiir die cw ganz wird. Es ist dann 


und © + cm ist eine ganze rationale Zahl. Bezeichnen wir nun das 
durch das Functional 


(21) 9 = ec(t, + of) 
reprasentirte Ideal mit a, so ergiebt sich hieraus leicht dass e die 
kleinste natiirliche Zahl ist, fiir die e¢@ nach dem Modul a mit einer 
rationalen Zahl congruent ist, und ec die kleinste durch q theilbare 
natiirliche Zahl, und dies besagt, (mach (8) und (9)), dass (21) 
eine Basisform von a ist. 
8) Wenn wir daher die durch (20) definirten, zur 
Discriminante D gehdrigen quadratischen Irrationalzahlen, 


im denen c relativ prim zu Q ist, in Doppelschaaren ein- 
theilen 


+o-+r 


wortn v das System der ganzen rationalen Zahlen bedeutet, 
so entspricht jeder solchen Doppelschaar nach den Sétzen 6., 7. 
eine Schaar zu Q theilerfremder Ideale in Q, und wmgekehrt 
auch jeder solchen Idealschaar eine Doppelschaar von Irrational- 
zahlen. 
Wir nehmen zwei von den in 8, charakterisirten Irrationalzahlen 
@, @, und bilden die ihnen entsprechenden Basisformen 


yg =c(t, +o ¢t,), 
22 ; 
=) P,:= C(t, + @, t,). 


Die Zahlen @,, @ heissen aiquivalent, wenn es ganze rationale Zahlen 
P, %, 7, & giebt, so dass 


(23) o,— Pett, ps—qr—=+l. 
Ich will sie ganz dquivalent nennen, wenn N(r@--s) positiv, also 
(24) 0<cN(r@a+s) = —ar’?+brs+ces?=¢,, 


positiv ist. Aus der Zusammensetzung der linearen Substitutionen 
ergiebt sich dann leicht, dass, wenn zwei Zahlen w, und o, mit einer 
dritten ganz dquivalent sind, w, und @, auch unter einander ganz 
diquivalent sind. Ist N(rw-+s) negativ, so mégen und o, halb 
aquivalent heissen. Wir beweisen den Satz: 
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9. Wenn @, w, dquivalent sind, so sind m und g, 
diquivalent nach O' und wenn w,@, ganze dquivalent sind, 

so sind p und gy, dquivalent nach O1.. 
Machen wir namlich die Substitution (23) in (22), so ergiebt sich 


(r@+s)p, =¢, (u,+u,@), 


U,= st +t, u—rt, + pl, 
gesetzt ist. Da die Determinante dieser Substitutionen = +- 1 ist, so 
ist c(u,-++u,.@) mit @ associirt*) und folglich ist p:m, mit c(r @-+s):¢, 
associirt, Damit ist der Beweis des Satzes 9 gefiihrt. 

Wir beweisen nun noch die Umkehrung dieses Satzes; und nehmen 
zu diesem Zweck an, die beiden Functionale , , in (22) seien aquivalent 
(nach O° oder O1,). 

Wir nehmen ein Functional 
(25) y= c(t,+t,n) 
in der Classe , die zu der Classe von  reciprok ist, und es soll darin c’, 
dieselbe Bedeutung fiir » haben, wie c und @ fiir gm, so dass also c’ 
positiv und relativ prim zu Q ist. Dann giebt es eine ganze Zahl & 
in O oder in O4 und eine Functionaleinheit ¢, so dass 
(26) yp et 
und ¢ und ¢ sind die absoluten Normen von g und y, d. h. die 
Normen der durch g und y repriisentirten Ideale. Setzen wir 

N(v) = yu = 2¢,¢, 
so ist ¢, eine Kinheitsform, und aus (26) folgt durch Multiplication 
mit 


wenn 


- ==’ Sy Vv; 
worin ¢, eine Kinheit ist. Setzen wir daher 
cp __ ce (ty mty) 
g E -” 
so ist y ein mit 7’ associirtes ganzes Functional, und daraus folgt, dass 
6, = ie B, = > a 
ganze durch 7’ theilbare Zahlen in o’ sind. Da die absolute Norm 
von § = cc’ ist, so ist die Discriminante dieses Zahlensystems 
A(B,, B.) = ¢?D 
und daher ist nach dem Satz 5 
B; t, + Bot, 


eine Basisform von wy. Da nun andererseits c’(¢,-+7¢,) gleichfalls 


*) Algebra, Bd. II, § 147. 
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eine Basisform von y’ ist, so folgt die Existenz einer linearen Sub- 


stitution (?: £) mit der Determinante -+- 1, so dass 
? 


B, ae 7 — e (ry +s), 
(27) 


6, = = = ¢ (py +4) 


und bei der Aequivalenz nach O%, ist N() und damit N(ry'-+s) positiv. 
Aus (27) aber folgt 

Tr 
(28) o= as 
d. h. @ ist mit 7 aquivalent und zwar, bei der Aequivalenz nach 0%, , 
ganz dquivalent. 

Lassen wir nun g, an Stelle des iiquivalenten Functionales » 
treten, so kann w und daher auch y’ ungeandert bleiben, und es folgt, 
dass auch @, mit y' und folglich auch @ mit @, fquivalent ist, und 
zwar (bei der Aequivalenz nach O04.) ganz dquivalent. 

Da nun zwei in derselben Doppelschaar vorkommende Zahlen @ 
ganz fquivalent, und zwei in derselben Schaar vorkommende Ideale 
aquivalent nach O' sind, so ergiebt sich 


10. Die Classen der zu Q theilerfremden Ideale in Q 
nach O und die Classen der ganz diquivalenten zur Diseri- 
minante D gehorigen Irrationalzahlen zweiten Grades lassen 
sich gegenseitig eindeutig einander so zuordnen, dass die Be- 
ziehung zwischen je einem Reprisentanten einer Classe der 
einen und der anderen Art durch die Formel (15) gegeben ist. 
Die Anzahlen beider Arten von Classen stimmen iiberein. 

Hierzu ist noch zu bemerken, dass bei negativer Discriminante 
die Normen aller Zahlen positiv sind, dass daher O04 von O' nicht 
verschieden ist, und dass ebenso die ganze Aequivalenz mit der 
Aequivalenz tiberhaupt zusammenfiallt. 

Bei positiver Discriminante giebt es immer Zahlen mit negativer 
Norm und es sind zwei Fille zu unterscheiden. 

1) Wenn die Gliederzahl einer Periode der Kettenbruch-Entwickelung 
von @ ungerade ist, wenn also die Pell’sche Gleichung 7? — DU? =—4 
lésbar ist, so giebt es auch Einheiten mit negativer Norm. Daher ist 
zwar O', von O' verschieden, aber die Aequivalenz von O44 ist mit 
der Aequivalenz nach O' identisch. Ebenso ist auch bei den Zahlen @ 
die ganze Aequivalenz mit der Aequivalenz schlechtweg gleichbedeutend, 
und die Anzahl der Idealclassen nach O’ oder nach O04 ist gleich der 


Anzahl der verschiedenen zu der Discriminante D gehérigen Ketten- 
bruchperioden. 
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2) Ist aber. die Gliederzahl der Kettenbruchperiode gerade, so 
haben alle Einheiten positive Norm. Die Zahlen einer Kettenbruch- 
periode zerfallen bei der ganzen Aequivalenz in zwei Classen und die 
Aequivalenz nach 0% ist von der Aequivalenz nach 0’ verschieden. 
Die Anzahl der Idealclassen nach 0’ ist also gleich der Anzahl der 
Kettenbruchperioden, und die Anzahl der Idealclassen nach O% ist 
doppelt so gross. 


Diese Betrachtungen geben nun auch Aufschluss tiber die Be- 
ziehung der Zahl der Idealclassen zu der Classenzahl quadratischer 
Formen von gegebener Determinante nach Gauss. 

Jeder zur Discriminante D gehérigen Irrationalzahl » entsprechen 
nach der Gauss’schen Bezeichnung zwei primitive quadratische Formen 
der Determinante D, 

+ = + (A, B, C) 
so dass @ eine Wurzel von wy = 0 ist. 

Zwei conjugirte Zahlen , wm’ entsprechen denselben Formen -+- y. 
Sonst aber gehdren zu verschiedenen Zablen @ auch verschiedene 
Formenw. Aequivalenten Zahlen w entsprechen eigentlich oder uneigent- 
lich aquivalente Formen y. 

Da nun zwei Zahlen @, —o uneigentlich und zugleich ganz 
fiquivalent sind, so kénnen wir in jeder Classe der Zahlen @ einen 
Reprisentanten auswahlen, in dem der irrationale Theil ein bestimmtes 
Vorzeichen hat, so dass von zwei conjugirten Zahlen nur die eine 
zur Verwendung kommt. Es ergiebt sich nun fir die drei Fille 
Folgendes. 

1. Wenn die Discriminante negativ ist, so sind zwei Formen 
+a, —v nicht dquivalent. Wir beschrinken uns auf die Formen 
mit positiven fusseren Coefficienten. Zwei Zahlen w mit positivem 
imaginaérem Bestandtheil kénnen niemals uneigentlich Adquivalent sein, 
und wenn wir uns also auf Zahlen mit positivem imaginirem Bestand- 
theil beschriinken, so entsprechen sich die Zahlen w und die Form ~ 
gegenseitig eindeutig. Aequivalente Zahlen w entsprechen eigentlich 
aiquivalenten Formen ~ und umgekehrt. Es ist also die Anzahl der 
Classen positiver Formen gleich der Anzahl der Classen der Form a. 

2. Wenn die Discriminante positiv ist und die Periode der Ketten- 
bruchentwickelung von @ aus einer ungeraden Gliederzahl besteht, so 
ist die Form (A, B, C) mit (—A, B, —C) eigentlich aiquivalent, und 
da (—A, B, —C) mit (—A, —B, —C) uneigentlich fquivalent ist, 
so ist in diesem Fall » mit — w uneigentlich aquivalent. Ist daher 
C=@,@,,,.. eine Classe aquivalenter quadratischer Irrationalzahlen, 
so erhalten wir entsprechend ein System von Formen F'=-+-y, + y,,... 
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die mit einander eigentlich oder uneigentlich ‘aquivalent sind; und die 
also eine oder zwei Gauss’sche Classen vertreten, je nachdem y zu einer 
Anceps-Classe gehért oder nicht. Die zu C conjugirte Classe C’ 
ergiebt nun dasselbe System S; und da die Formen der Anceps-Classe 
dadurch charakterisirt sind, dass bei ihnen @ und @' uneigentlich 
iquivalent sind, so folgt, dass C’ mit C identisch ist, oder nicht, je 
nachdem F' eine oder zwei Gauss’sche Classen umfasst. Es stimmt 
also auch hier die Anzahl der Gauss’schen Classen mit der Anzahl der 
Classen C iiberein. Einer Anceps-Classe entspricht eine Classe C, und 
einem Paar entgegengesetzter Formenclassen ~, y ein Paar conjugirter 
Classen, C, C’. Es ist jedoch hierdurch trotz der Uebereinstimmung 
der Anzahl, keine eindeutige Zuordnung der Formenclassen zu den 
Zahlenclassen (oder Idealclassen) gegeben. 

3. Der dritte Fall unterscheidet sich von dem zweiten dadurch, 
dass y und — w nicht dquivalent sind. Daher entsprechen jedem con- 
jugirten Classenpaar C, C’ vier Gauss’sche Formenclassen, oder, wenn 
C mit C’ identisch ist, zwei Anceps-Classen. Die Gauss’sche Classen- 
zahl stimmt mit der Anzahl der Classen der Ganz- Aequivalenz iiberein. 
Wir erhalten daher das Ergebniss. 


Die Gauss’sche Classenzahl primitiver quadratischer Formen stimmt 
in allen Fiillen tiberein mit der Anzahl der Idealclassen in der Ordnung 
0 bei der Aequivalenz nach O1,. 

Dabei ist noch zu bemerken, dass die eigentlich primitiven Formen 
(Formen erster Art) dann auftreten, wenn b gerade, also D = 0 (mod. 4) 


und die Gauss’sche Determinante ;D ist, die uneigentich primitiven 


Formen oder Formen zweiter Art, wenn b ungerade, also D=1(mod.4), 
und D selbst die Gauss’sche Determinante ist. 

Um eine eindeutige Zuordnung der Idealclassen zu den Formen- 
classen zu erhalten, schlagen wir folgenden Weg ein. 

Wir betrachten die Ideale a, die relativ prim zu @ sind, und 
wollen auch (zur Vereinfachung) annehmen, dass q keinen rationalen 
Factor hat, dass also die oben mit e bezeichnete Zahl — 1 sei; dies 
ist gentigend, da durch Wegnahme eines rationalen Factors die Classen- 
eintheilung, auch bei der Aequivalenz nach O',, nicht geandert wird. 
Dann ist ¢ die kleinste durch « theilbare natiirliche Zahl, und die 


rationale Zahl b wird durch die Bedingung, dass 5 (b+ YD) eine 


durch a theilbare ganze Zahl sein soll, nach den Modul 2c bestimmt. 


Hierbei ist /D in der frither festgesetzten Weise bestimmt. Es ergiebt 
sich dann eine Irrationalzahl 


b+VD 
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die die Wurzel einer Form 
y=(c, —b, —a) 
ist, in der der erste Coefficient ¢ positiv ist. 
Hierdurch ist eine bestimmte Form  (genauer eine Schaar paralleler 
Formen) dem Ideal a eindeutig zugeordnet. 
Wir nehmen nun ein volles Reprisentantensystem der Idealclasse 
nach O04, 
Gy, Ugg ee ey 
und wollen noch, zur Vereinfachung des Folgenden, annehmen, was 
gestattet ist, dass von den Zahlen 


Cas Cap > 0 09M 
keine zwei einen gemeinschaftlichen Theiler haben. Daraus leiten wir 
ein volles Repriisentantensystem von Zahlen @ her 


yp Days 9 M 
von denen keine zwei fiquivalent sind. Diese Zahlen sind Wurzeln 
der Formen 


Wi» Wor- ++) Vay 


und diese Formen sind iniquivalent nach der Gauss’schen Definition. 
Denn zwei dieser Formen %,, ¥, kéunten nur dann fquivalent sein, 
wenn die entsprechenden Zahlen @,, @, halbiiquivalent wiiren, was 
im Falle3 méglich ist. Ist aber w, mit @, halbaquivalent, so kann 
die Aequivalenz nur eine wneigentliche sein (wegen des Vorzeichens 
von ¢,,¢, und /D) und es ist y, mit — y, uneigentlich iquivalent. 
Wiren also y, und y, eigentlich iiquivalent, so wire ~, mit — y, 
uneigentlich fquivalent, und daraus kénnte man eine Liésung der 
Pell’schen Gleichung 7? — Du? = — 4 ableiten*), die im Falle 3 
nicht existirt, 
Setzen wir 
& = 1M, 
so ist nach unserer Voraussetzung, dass c,, ¢, ohne gemeinsamen 
Theiler sind 
C= CC, 
die kleinste durch a theilbare natiirliche Zahl, und wenn wir b aus 
den Congruenzen 
b= 5b, (mod. 2c,), b=b, (mod. 2¢,) 
bestimmen, so ist 
er. VD 


2c 





eine durch q theilbare ganze Zahl. Die Form %, deren Wurzel @ ist, 


*) Ebenso wie bei Dirichlet-Dedekind, Zahlentheorie 4. Aufl. § 62. 
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ist dann aus den beiden Formen y,, Y, componirt und die Composition 
der Formen und Formenclassen entspricht daher der Multiplication der 
Ideale und der Composition der Idealclassen. 


§ 6. 
Genera in den Ordnungen. 

Wir kehren nun wieder zu allgemeineren Betrachtungen zuriick, 
indem wir unter Q einen beliebigen Normalkérper, unter 9° eine darin 
enthaltene Normalordnung von der in § 4 betrachteten Art mit 
dem Fiihrer f, und unter Q die kleinste durch f theilbare natiir- 
liche Zah] verstehen. Aus 9’ leiten wir die Gruppe O14 her, und be- 
zeichnen mit O die Gruppe aller zu f theilerfremden (ganzen und ge- 
brochenen) Ideale des Kérpers Q. Unter Aequivalenz soll in diesem 
Paragraphen immer die Aequivalenz noch O% verstanden sein. 

Wir nehmen irgend eine natiirliche Zahl m, und bezeichnen die 
endliche Gruppe vom Grade »(m) = w der nach dem Modul m genom- 
menen rationalen Zahlclassen, die nur relative Primzahlen zu m ent- 
halten, mit M. 

Alle Zahlelassen der Gruppe M, deren Zahlen mit Normen von 
Zahlen w' aus 9’ nach dem Modul m congruent sein kénnen, bilden 
eine in M enthaltene Gruppe M’, deren Grad w’ sei, und wir be- 
zeichnen die Gruppe M’ durch die symbolische Congruenz 
(1) N(o@’) = M’ (mod, m). 

Unter den Idealen der Gruppe @ werden nun solche enthalten 
sein, deren Normen in M’ enthalten sind, fiir die also, wenn a ein solches 
Ideal ist, eine Zahl w° in O4 existirt, die der Bedingung 
(2) N(a) = N(@’) (mod. m) 
geniigt. 

Diese Ideale a bilden eine in O enthaltene Gruppe %,,, die wir 
das Hauptgeschlecht fiir den Modul m nennen wollen. 

In der Gruppe %,, ist die Gruppe der Hauptideale FE 0‘, enthalten, 
und wenn a in Y%, enthalten ist, so sind auch alle mit a nach 0}. 
iiquivalenten Ideale zugleich darin enthalten. Das Hauptgeschlecht Y,, 
enthilt also nur vollstindige Idealciassen nach O'., und wir fassen daher 
%,, jetzt nicht mehr als Gruppen von Idealen, sondern als Gruppen 
von Idealclassen auf, die in der Gesammtgruppe der Idealclassen 
(3) G6=0| EO, 
enthalten ist*). Da aq’! mit a fquivalent ist, so kénnen wir die 
Definition nach (2) so fassen: 


*) Die Unterscheidung von 0’, und O’ ist, wie schon oben bemerkt, nur in 
dem Falle néthig, wo es Zahlen, aber darunter keine Einheiten, mit negativer 
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1. Hine Idealclasse A der Gruppe & gehirt der Gruppe 
Un, oder dem Hauptgeschlecht fiir den Modul m an, wenn 
in A ein Reprisentant a existirt, der der Bedingung 
(4) N(a) = 1 (mod. m) 
geniigt. 
Setzen wir nun 
h=(0, E04), kn=(O, Un), Im = (Un, EO), 
so ist 
(5) h = hnkn, 


und k,, ist die Anzahl der Geschlechter fiir den Modul m, h, die An- 
zah] der in jedem Geschlechte enthaltenen Classen. 

Bezeichnen wir mit M” die Gruppe der zu m theilerfremden, nach 
dem Modul m genommenen Zahlclassen, deren Zahlen mit Normen von 
Idealen aus O nach dem Modul m congruent sind, so ist M” ein 
Theiler von M und M’ ein Theiler von M”, und es ist 
(6) hy = (M", M’) = Grape 
Da eine Congruenz (4) nach dem Modul m die gleiche Congruenz fiir 
jeden Theiler von m zur Folge hat, so gilt der Satz: 

2. Ist m, ein Theiler von m, so ist A, ein Theiler 
von Wn, 

Daraus ziehen wir noch weitere Schliisse. 

3. In der Gruppe & der Idealclassen ist eine Gruppe A 
enthalten, die aus allen Idealclassen A von © besteht, die 
die Eigenschaft haben, dass fiir jeden beliebigen Modul m 
ein der Bedingung 
(7) N(a) = 1 (mod. m) 
geniigender Reprisentant a von A existirt. 

Dass eine soleche Gruppe X& immer existirt, ist von vorn herein 
klar, da ja die Hauptclasse EO‘, gewiss diese Eigenschaft hat. 

Diese Gruppe % nennen wir das absolute Hauptgeschlecht und die 
Nebengruppen zu % die absoluten Geschlechter, Aus der Definition 
ergiebt sich unmittelbar, dass 2% in jeder Gruppe YL, enthalten ist, 





Norm giebt. Wollte man die Unterscheidung nicht machen, so wiirde EO’ nicht 
immer in %,, enthalten sein, und es wiirden dann durch die Geschlechterein- 
theilung die Classen nach O° von selbst in zwei Theile zerlegt werden, Wollte 
man das vermeiden, so miisste man die Gruppe M’ durch die Congruenz 

N,(@') = M’ (mod, m) 


definiren, wenn NW, die absolute Norm bedeutet, erhielte aber dann eine minder 
scharfe Eintheilung. 
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und dass umgekehrt jede Classe, die in allen %,, vorkommt, auch in 
M enthalten ist. 
4. Das absolute Hauptgeschlecht ist daher der Durch- 
schnitt aller relativen Hauptgeschlechter. 

Wenn wir m durch Hinzufiigung eines Factors zu m, erweitern, 
so verengert sich die Gruppe %,,, wenn nicht A, — Un, ist. Schliess- 
lich miissen wir also zu einem Modul m, kommen, so dass durch 
weitere Hinzufiigung von Factoren zu m, die Gruppe Y,,, nicht mehr 
eingeengt werden kann. Dann ist A,,— A. Es giebt also gewisse 
Moduln m, fiir die das relative Hauptgeschlecht mit dem absoluten 
iibereinstimmt, und wenn m, ein solcher Modul ist, so hat jedes Viel- 
fache von m, die gleiche Eigenschaft. Man kénnte einen, etwa den 
kleinsten unter diesen Moduln m, vor den andern auszeichnen, jedoch 
spricht dafir kein innerer Grund, da es z. B. vorkommen kann, 
dass A, — A, — A ist, wenn p und gq zwei verschiedene villig gleich- 
berechtigte Primzahlen sind. 

Es gilt aber auch der folgende Satz: 

5. Sind m,, m, relativ prim, so ist Un,m, der grisste 
gemeinschaftliche Theiler von Un, und Um,. 

Nach 2. ist zunachst Ym, ein Theiler, sowohl von %,,, als von 
Y,»,- Es ist also noch zu zeigen, dass eine Idealclasse A, die sowohl 
in A,, als in Ap», vorkommt, auch in Ym, enthalten sein muss, oder 
dass, wenn es in A zwei Ideale a,, a, giebt, die den Bedingungen 


(7) N(a,) = 1 (mod. m,), Na.) = 1 (mod. m,) 
geniigen, in A auch ein Ideal a existirt, so dass 
(8) N(a) = 1 (mod. m,m,) 


ist. Da a, und a, aquivalent sind, so giebt es eine Zahl ow’ in O' 
so dass 


ist. Bestimmen wir nun die ganzen rationalen Zahlen x,, x, so dass 
(9) x“, =1 (mod, m,), %_, = 0 (mod. m,), 
= 0 (mod. m,), = 1 (mod. m,) 


und dass N(x, + «2,@') positiv wird, und setzen 


a= a, (%,+2,@), 
so ist a in der Classe A enthalten, und 
N (a) = N(a,) (mod. m,), N(a) = N(a,) (mod. m,) 
also ist auch, wie verlangt, die Congruenz (8) befriedigt und das 
Theorem 5. bewiesen. 


Um iiber die Anzahl der Genera niheren Aufschluss zu erhalten, 


betrachten wir zunichst die Gruppen der Zahlclassen M, M’ nach einen 
beliebigen Modul m. 
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Es sei 
m= Mm, mM, 
und m,, m, relative Primzahlen. Es mégen ferner M,, M,’; M,, MU,’ 
dieselbe Bedeutung fiir m,, m, haben, wie M, M’ fiir m. Dann ist 
der Grad von M gleich dem Product der Grade von M, und YM, und 
dasselbe gilt von den Gruppen M’, M,’, M,’. Das erstere ist bekannt; 
um auch das zweite einzusehen, braucht man nur zu erwigen, dass 
eine Zahl a, die zu M gehdrt auch in M, und in M, enthalten ist, 
dass aber auch umgekehrt eine Zahl a, die zugleich zu DZ, und zu MU, 
gehort, in M enthalten sein muss. Denn ist 
N(@,) =a (mod. m,). N(@,) =a (mod. m,) 
so ist, wenn wir 2,, 2, durch (9) bestimmen, 
N(x, @, + 2, @,) = a (mod. m), 

also a auch in UM enthalten. Hieraus folgt (§ 1, III) 
(10) (iM, M’) = (M,, M,’) (M,, M,’). 
Ist nun m=’ eine Primzahlpotenz, so bezeichnen wir die ent- 
sprechenden Gruppen M, M’ mit Py, Pi und ihre Grade mit 2, 2’. 
Dann ist bekanntlich, so lange 4 > 1 ist, a —paj. Ferner ist 
jede Zahl a, die in P,’ enthalten ist, auch in Pj, enthalten. Ist 
nun a eine Zahl aus Pj_i, so giebt es eine Zahl w, die der Bedingung 

N(@) = a (mod. p’—) 
geniigt. Wenn nun fiir jedes a aus dieser Congruenz auch die Még- 
lichkeit der Congruenz 

N (@) =a (mod. p*) 
folgt, so ergeben sich zu jedem a nach dem Modul p*-" p verschiedene 
Zahlen nach dem Modul p’, d. h. es ist in diesem Fall 

my = pUjy1 
in den anderen Fiillen ist aj kleiner als paj_,, und da 2zj_, ein 
Theiler von 2,’ sein muss, so ist in diesen Fillen 2,’ = 2j_,. Hieraus 
ergiebt sich im ersten Fall 
(Pi, P;) —_ (Pi 1) Pi-1), 
im anderen Falle 
(Pi; P;) —_ (Pin, Pi). 

6. Definition. Wir nennen eine Primzahl p, bei der 
fiir irgend eine Potenz p* die Gruppe Pj von P, verschieden 
ist, eine charakteristische Primzahl der Ordnung 0’, und die 
hichste Potenz p*, bei der (Pi, Pz) noch von (Py-1, Pi-1) 
verschieden ist, die charakteristische Potenz von p. 

Nehmen wir einen Modul m, der alle charakteristischen Primzahl- 
potenzen (deren Anzahl, wie sich gleich zeigen wird, endlich ist) als 
Theiler enthalt, so ist 


Mathematische Annalen. XLVIII. 30 
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(11) (M, M’) =] [ (Pi, Px), 


das Product TT ausgedehnt iiber alle charakteristischen Primzahlpotenzen 
von 9. Dieser Ausdruck ist aber unabhingig von der sonstigen Be- 
schaffenheit von m und ist der Ziihler in dem Ausdruck fiir die Anzahl 
der absoluten Geschlechter. Der Nenner dieses Ausdrucks (M, M”) 
ist daher in demselben Umfang von m unabhingig. 


§ 7. 
Die charakteristischen Primzahlen. 


Zur naheren Bestimmung der charakteristischen Primzahlen und 
ihrer Potenzen fiihren die folgenden Siitze, in denen der Grad des 
Kérpers Q immer mit ” bezeichnet ist. 

Es handelt sich zuniichst darum, zu entscheiden, wenn p eine 
natiirliche Primzahl und a eine durch p nicht theilbare rationale Zahl 
ist, unter welchen Umstiinden die Congruenz 
(1) N(@) =a (mod. p) 
durch eine Zahl @ in 9’ lésbar ist. 

1. Wenn p in Q aufgeht, so kann die Congruenz (1) 

dann und nur dann durch eine Zahl in »' gelist werden, 
wenn a mit der ni Potenz einer andern rationalen Zahl b 
congruent ist: 

(2) a = b" (mod. p) 
oder was dasselbe ist, wenn 0 den grissten gemeinschaftlichen 
Theiler von p— 1 und n bedeutet unter der Bedingung 

o~s 

(3) a’ =1 (mod. Pp). 

Denn ist erstens die Bedingung (2) erfiillt, so wird (1) durch die in 
9 enthaltene Zahl m = b befriedigt. Ist umgekehrt (1) befriedigt, 
und £ der Fiihrer von 9’, so giebt es nach der Definition von 9’ ein 
rationales 6, so dass 

a = b (mod. f), 
also auch, wenn @; die mit @ conjugirten Zahlen sind 
a; = b (mod. f), 
Also, indem man hiervon das Product nimmt 
N(a@;) = b" (mod. f) 
und diese Congruenz besteht auch nach den Modul p. 

Wenn zweitens p nicht in Q aufgeht, also relativ prim zu f ist, 
so ist jede Zahl in 9 nach den Modul p mit einer Zahl in 9’ congruent. 
Denn wir kénnen dann die Congruenz 
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Q— = ao (mod. p) 
durch eine Zahl & in o befriedigen und Q& ist in 9’ enthalten. Ist 
also die Congruenz (1) in © zu befriedigen, so kann sie auch in 9’ be- 
friedigt werden. Wir zerlegen p in seine Primideale 


(4) P= (Pir Por-++> Pe)”, eg = n*) 

worin ),, 5, --+) Pe Von einander verschiedene Primideale f'" Grades 
sind, und worin g ein Theiler von n ist, der nur dann grosser als | 
ist, wenn p in der Grundzahl & des Kérpers Q aufgeht. 

In der Gruppe ® des Kérpers Q ist eine Gruppe X vom Grade g 
enthalten, deren Substitutionen x fiir jede Zahl m in » der Bedingung 
(5) o|y =o (mod. ») 
geniigen, wenn ) irgend einer der Primfactoren von p ist. Ausserdem 
giebt es eine Substitution f'*" Grades, y,, fiir die 

@|%) =o? (mod. yp), 
also fiir jeden Exponenten 4 
(6) |v) = @”* (mod. y). 
Die Gruppe gf‘ Grades 
W=X4 Xoo t+ + Xo 


ist dann die Gruppe des Primideals »; ihre Substitutionen werden mit 
w bezeichnet. Aus (5) und (6) aber folgt fiir jedes @ 


y 
[Tow = gvite+--+e") (mod. p), 


und wenn wir 

n = oitet:+p/—! 
setzen, so ist 

n? = (mod. p). 
Das ist aber (vgl. Algebra Bd. II, § 150) die nothwendige und hin- 
reichende Bedingung dafiir, dass 4 mit einer rationalen Zahl ¢ con- 
gruent ist. Also: 


w 
(7) [[ow=¢ (mod. p). 


Eine soleche Congruenz gilt fiir jedes m, und wenn daher 9 eine nicht 
in ¥ enthaltene Substitution von @ ist, so ist auch 


w 
[] lve =c! (mod. p). 


Multiplicirt man alle diese Congruenzen mit einander, und bezeichnet 
mit b eine rationale Zahl, so folgt fiir jede Zahl in » 


*) Algebra, Bd. II, § 160, 168. 
30* 
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(9) N(@) = b’. (mod. p), 
und diese Congruenz besteht daher auch fiir den Modul p. 

Aber es gilt auch umgekehrt, dass eine Congruenz (9), wenn ) 
eine beliebige rationale Zahl ist, immer in 9 lésbar ist. Wenn namlich 
b durch p nicht theilbar ist und y eine primitive Wurzel von », be- 
deutet, so kann man den Exponenten x immer so bestimmen, dass 


>= yt itet--+ef—") (mod. p) 
wird. Nun nehmen wir eine Zahl @ an, die den Congruenzbedingungen 
@ = y* (mod, p,), 
@ = 1 (modd. p,, py... -, Pe) 
geniigt. 
Um eine solche Zahl zu finden, nehme man eine Zahl a«, die 


durch yp, theilbar, durch p,, ..., ~e nicht theilbar ist, und bestimme 
die Zahl & aus 


@ = af + y* = 1 (modd. py, ..., Pe). 


Dann ist , 
@ 49° = y=" (mod. p,), 
und fiir jede nicht in Y enthaltene Substitution » 
; |g = 1 (mod. p,), 
folglich 
N(o) = yorte+--+e/—!) = b? (mod. p,). 
Wir haben also 
2. Wenn p nicht in Q aufgeht, so ist die nothwendige 
und hinreichende Bedingung fiir die Liésbarkeit der Con- 
gruenz (1) in 0 die, dass 
a = b9 (mod. p) 


oder also, wenn 0 der grisste gemeinschaftliche Theiler von 
g und p — 1 ist 
p—1 
a*® =1 (mod. p). 
Wenn die Congruenz 


(10) N(o’) = a (mod, p*) 
fiir irgend einen positiven Exponenten 4 durch eine Zahl in »’ lésbar 
ist, so setzen wir 

N(@) =a-+ pa’ 
und bilden eine Zahl 

n= o' (pot +1), 
worin « rational, und & eine Zahl in 9 sein soll, deren Spur S(&) nicht 
durch p theilbar ist (wenn eine solche Zahl existirt). Dann ist 


N(n) =a-+ p' (a’ + 2 S(é)) (mod. p*+*) 
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und daher. wenn x der Congruenz 
(11) «2 S(&) + a’ =0 (mod. p) 
geniigt, 
N(y) = a (mod, p+"), 
Wenn sich also € und « so bestimmen lassen, dass 1+ p’x€& zu vo’ 
gehért, so folgt, dass wenn die Congruenz (10) in »' lésbar ist, auch 
(12) N (@') = a (mod. p*+") 
lésbar ist. 

Die Zahlen §, x, wie sie hier vorausgesetat sind, existiren immer, 
wenn p theilerfremd zum Fiihrer € von vy und zur Grundzahl A des 
Korpers ist, oder wenn p nicht im Grade n des Korpers Q aufgeht. 

Denn die Grundzahl A ist, wenn @,, @,, ...,@, eine Basis der 
ganzen Zahlen von Q bedeutet, gleich der Determinante 

A= | S(@, @x)|, 
und wenn also alle Spuren durch p theilbar sind, so ist auch A durch 
p theilbar. Folglich giebt es, wenn p nicht in A aufgeht, eine Zahl 
— in Q, deren Spur nicht durch p theilbar ist. Geht dann aber auch 
p nicht in Q auf, so kann man @ aus 
x= 0 (mod. Q), 2xS(§) + a =0 (mod. p) 
bestimmen, und dann ist 1 + p*w&€ in o’ enthalten. 
Geht aber p nicht im Korpergrad m auf, so kann man § = 1, 
also S(€) =m» annehmen, und hat 2 aus der Congruenz 
naz =a‘ (mod. p) 
zu bestimmen, und 1 + p’z ist als rationale Zahl immer in »’ ent- 
halten. Wir sprechen also den Satz aus: 
5. Geht p nicht in QA oder nicht in n auf, und ist 
die Congruenz 
N (@’) = a (mod, p) 
lésbar, so ist auch 
N(@’) = a (mod. p*) 
fiir jedes positive 4 lésbar. 

Wir haben daher den folgenden Satz: 

6. Die Primzahlen, die nicht in QA aufgehen, kommen 
nicht unter den charakteristischen Primzahlen der Ordnung y 
vor. Ein Primfactor p, der in Q oder in J aber nicht in 
n aufgeht, kommt nur dann unter den charakteristischen 
Primzahlen vor, wenn p — 1 und n oder p — 1 und g nicht 
relativ prim sind, und von diesen Primeahlen ist die erste 
Potenz die charakteristische Potenz. Es ist, wenn @ der 
grisste gemeinschaftliche Theiler von p — 1 und n oder von 
p—1 und g ist 

(13) (P, P’) = é. 
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Wenn aber p in QA und zugleich in » aufgeht, so kénnen wir 
fiir die charakteristische Potenz von p im Allgemeinen eine obere 
Grenze angeben. Es sei 


(14) n= p*n’ 

und » nicht durch p theilbar. Die Aufgabe ist dann die, den 
niedrigsten Exponenten 4 zu bestimmen, so dass aus der Congruenz 
(15) N(@) = a (mod. p*) 


die Méglichkeit derselben Congruenz fiir jede héhere Potenz von p als 
Modul folgt. 


Ist @’ eine Lésung von (15) in 9’, so setzen wir 
n= a'(l + p**2), 
worin x eine rationale Zahl bedeutet. Wenn o’ in 9’ enthalten ist, so 
ist auch 4 darin enthalten. Ist nun 


N(@’) =a+a'p'’, 
N(n) = (a+a'p’) (1+p**2)", 


und wenn wir 4 so annehmen, dass 2(4—x) > A, also 


so folgt 


(16) A> 2Qx 
ist, so folgt 
(17) N(n) =a + (Wax +a)p* (mod, p+). 


Wenn also x aus 
nax + a’ =0 (mod. p) 
bestimmt wird, so folgt 
N(y) =a (mod, p**). 
Hiervon ist (16) die einzige Bedingung, und es ergiebt sich: 
7. Ist p in n und in QA enthalten, und ist n durch 
p*, aber durch keine hihere Potenz von p theilbar, so ist der 
Exponent der charakteristischen Potenz p* hichstens gleich 
2x+1. 

Die Grenze fiir 4 lisst sich unter Umstinden noch etwas weiter 
herunterdriicken. Bemerkt man namlich, dass in der Entwickelung 
der n'e® Potenz des Binoms 1 + p*-*x alle auf den ersten folgenden 
Binomialcoefficienten bis zum p‘* einschliesslich durch p* theilbar 


sind, so erkennt man, dass die Congruenz (17) auch noch unter der 
Voraussetzung 


p(A—x) >A 
gilt. 
Es ist also A héchstens gleich der zunichst iiber 
px 
(18) 51 


gelegenen ganzen Zahl. Dies ist fir x—1, p—=2, in Ueberein- 
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stimmung mit dem Satze 7 die Zahl 3; dagegen fiir x —1, p > 2 
die Zahl 2. 

Aber auch fiir p = 2 lisst sich in manchen Fallen die Grenze fiir A 
noch erniedrigen. Fiir p= 2 giebt der Ausdruck (18) 2x%-+ 1 als 
obere Grenze fiir 4. Wir wollen untersuchen, ob nicht 4 = 2x 
schon geniigen kann. 

Da Q ein Normalkérper ist, so gehért die Quadratwurzel aus der 
Grundzahl, YA, dem Kérper selbst an. Diese Wurzel kann rational 
sein, und muss es immer sein, wenn ” ungerade ist. Bei geradem n 


kann YA auch irrational sein, und dann hat die Gruppe ® einen 
Theiler ® vom Grade 5M, durch deren Substitutionen /A ungeiindert 
bleibt, waihrend es durch die andere Hilfte der Substitutionen ® sein 
Zeichen andert. Es sei unter dieser Voraussetzung 
(19) nan, Qe, A= 2A’ 
worin »’, Q’, A’ ungerade sind. 

Es handelt sich also noch um die Frage, unter welchen Voraus- 
setzungen aus der Congruenz 

N(@’) =a (mod. 2?*) 


die Méglichkeit derselhen Congruenz fiir den Modul 2?*+' folgt. Hierin 
bedeutet w’ eine Zahl in 9’, und wir setzen 


(20) N(@’) =a + 2?*a’, 
x— +1 
(21) n=a(1+2 * Q@YAz). 


Diese Zahl gehoért fiir jedes rationale x dem Korper 2 an, wenn 
(x—x,+1):2 eine ganze Zahl, also 


(22) x, == x + 1 (mod. 2) 


vorausgesetzt wird. Die Zahl » wird aber auch der Ordnung »’ an- 
gehéren, wenn 
—s° oa? 


2 * @Vh=2* ya 


eine nach den Modul Y mit einer rationalen Zahl congruente ganze 
Zahl ist, oder wenn 
x-+1 


2? Yh 
nach dem Modul 2* mit einer rationalen Zahl congruent ist. Es ist 
hierbei zu unterscheiden, ob A’=1 oder =3 (mod. 4) ist; denn im 


ersten Fall ist sV A’ — 1) eine ganze Zahl, im zweiten Falle nicht. 
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Es muss daher im ersten Fall 
x-+3 2 
2 2 Va’ —l1 


nach dem Modul 2% mit einer rationalen Zahl congruent sein, was 
nur mdglich ist, wenn 


2+3=-. 
2 a 4 
und im zweiten muss 
x-+1 
ow ae 


sein. Man hat also zwei Falle 


a) A’ =1 (mod. 4), *,=%*+1 (mod.2), x, =**3, 
(23) ’ 

b) A’ =8 (mod. 4), *,=% +41 (mod.2), x, =*t! 
In beiden Fallen ist nach (21) 


2 
~~ 


N(y) = N(@’)(1—2*+1Q'2A' 2%)’, 
N(n) = (a+ 2% a’) (1—2?* Y'?2 A’ nz?) (mod. 22*+!) 
=a + 2?* (a —aQ?A'n'x*) (mod. 2?*+") 
und es wird also, wenn x =a’ (mod. 2) angenommen wird, 
N() = a (mod, 2?*+) , 


In diesen Fallen ist also die charakteristische Potenz von 2 
héchstens 2?*. 


Nehmen wir x1 an, so ergeben sich folgende Fille, in denen 
die charakteristische Potenz von 2 héchstens = 4 ist. 

a) A’ =1 (mod. 4), «,=0 (mod. 2), x, —0,1, 2, 

b) A’ =3 (mod. 4), x, =0 (mod.2), x, =0, 1. 
Im Falle a) scheiden aber noch die Werthe x, 0,1 aus, in 
denen 2 iiberhaupt nicht unter den charakteristischen Primzahlen vor- 
kommt. Denn in diesen Fiillen ist 

a=x2+yQVl' 
fiir jedes ganze rationale z, y eine Zahl in »' und es ist * 
N(o) = (@ —y'Q? Ay". 

Je nachdem man nun « gerade und y ungerade oder x ungerade 

und y gerade annimmt, ist 


N(@)=—1 oder =-+ 1 (mod. 4). 
Folglich ist die Congruenz 
N(@) = a (mod. 4) 
fiir jedes ungerade a@ in »’ lésbar. 


(24) 
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Fiir einen quadratischen Korper Q ist im Falle a) x, =O, im 
Falle b) x, = 2, und es ergeben sich folgende drei Fille, in denen 
4 die charakteristische Potenz von 2 ist. 

1 NY=1l, A= A, QO=—=49, D=PA=—1697A, 

2) V=3, A—4d, Q= VY, D=VA=— 497A, 

3) A=38, A=—44, Q—2e, D=PVA—1697k. 

Die Gauss’sche Determinante V der entsprechenden quadratischen 
Formen ist in diesen Fallen, wo D und also auch b gerade ist, gleich 
:D (§ 5), und wir bekommen also 


im Falle 1. V=4Q?A’ 4 (mod. 16), 
im Falle2,. V= QA’ 3 (mod. 4), 
im Falle 3. V = 4Q'?A’ = 12 (mod. 16), 
in denen 4 die charakteristische Potenz von 2 ist (in vollkommener 


Uebereinstimmung mit den Siitzen von Gauss tiber die Classencharaktere. 
Disq. ar. art, 228 f., Dirichlet-Dedekind, Zahlentheorie, 4. Auflage § 121). 


Strassburg, 31. August 1896. 














Sulle equazioni a derivate parziali del second’ ordine a tre 
variabili indipendenti. 


Di 


G. VIvANTI. 


Il presente lavoro @ un tentativo d’estensione alle equazioni con 
tre variabili indipendenti del metodo d’integrazione di Monge e Ampére. 
In questo caso — almeno fintantoché la geometria differenziale dello 
spazio rigato non sia pit progredita — ci manca il prezioso concorso 
dell’ intuizione geometrica, che ha permesso di raggiungere nella teoria 
delle equazioni a due variabili indipendenti la pid grande semplicita 
ed eleganza*). Cid valga a scusare la lunghezza dei calcoli che si 
dovranno sviluppare nel seguito. 

Nel § 1 si stabilisce la forma generale delle equazioni che am- 
mettono un integrale intermedio contenente una funzione di due 
argomenti. 

Nel § 2 si riduce il problema della ricerca d’un integrale inter- 
medio a quello dell’ integrazione d’un sistema d’equazioni a differenziali 
totali non lineari. 

Nel § 3 si determinano le condizioni sotto le quali questo sistema 
pud ridursi ad un sistema lineare, e si effettua tale riduzione; nel 
successivo § 4 si passa da questo ad un sistema d’equazioni lineari 
omogenee a derivate parziali, e si studiano le proprieta di questo 
sistema e le sue condizioni d’integrabilita. 

Nel § 5 si dimostra come i risultati ottenuti sieno validi anche 
quando, per l’annullarsi di qualche coefficiente, taluni dei passaggi 
analitici effettuati cessino di essere legittimi. Si studiano pure le 
trasformazioni di Legendre e di Ampere. 

Nei §§ 6 e 7 si esaminano certi casi speciali, in cui @ possibile 
la riduzione ad uno o pid sistemi lineari anche sotto condizioni diverse 


*) Vedasi l’eccellente opera di Goursat: Legons sur l'intégration des équations 


aux dérivées partielles dw second ordre & deux variables indépendantes, T. I, 
Paris 1896. 
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da quelle trovate in generale. Il secondo di tali casi é quello dell’ equa- 
zione lineare rispetto alle derivate seconde. 

Finalmente nel § 8 si sviluppano due esempi ad illustrazione delle 
teorie esposte *). 


*) Devo alla cortesia del Dott. Ed. von Weber dell’ Universita di Monaco 
Yindicazione di alcuni lavori che hanno qualche attinenza coll’ argomento del 
presente scritto, 

A.V. Backlund (Ueber partielle Differentialgleichungen hiherer Ordnung, 
die intermedidre erste Integrale besitzen, Math, Ann. XI p,199—241, XIII p. 68—108; 
Zur Theorie der Charakteristiken der partiellen Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung, Math. Ann. XIII p. 411—428) studia con metodo essenzialmente geo- 
metrico le equazioni a derivate parziali d'ordine qualunque e con un numero 
qualunque di variabili, Sia: 
F(z, UM, Le, - + Lay Ptr Per ++ Py» “o-— | a co®@ Phy, keynes km? vee) =0 
un’ equazione d’ordine m con  variabili indipendenti, essendo: 


os 
= . 
P,,, Kay» oopky Ox, Oxy, Kee Om, 





Si indichi con f una funzione incognita delle z, 2; e delle derivate parziali di z 
sino all’ ordine (m-—1)-esimo, con $f la derivata totale dif rispetto ad x, cioé 
da, ty 


la derivata presa tenendo conto pr e le sue derivate sono funzioni di 2,; 
ie sara una funzione lineare omogenea delle derivate parziali prime di f 
rispetto ai suoi argomenti avente per coefficienti derivate parziali di z sino all’ or- 
dine m, Fra le: 

F=0, Sf 0, re af 


da °' day ae a 


n 

si eliminino m delle derivate di z d’ordine m, e si esprima che l’equazione risul- 
tante @ soddisfatta identicamente rispetto alle restanti derivate di quest’ ordine. 
Si otterra cosi un sistema (A) d’equazioni omogenee a derivate parziali del primo 
ordine rispetto ad f considerata come funzione de’ suoi argomenti. Perché 
F =0 ammetta un integrale primo generale, devono aver luogo le seguenti 
circostanze: 

1° Il numero delle equazioni de] sistema (A) dev’ essere eguale a quello 
delle derivate di z d’ordine m — 1; 

2° Le equazioni del sistema (A) devono ammettere oo integrali comuni. 

Se queste equazioni sono soddisfatte, cid che st pud verificare per via pura- 
mente algebrica, le »™ soluzioni del sistema (A) costituiscono l'integrale primo 
generale della F'= 0. 

V. Sersawy (Die Integration der partiellen Differentialgleichungen. Grund- 
linien einer allgemeinen Integrationsmethode, Denkschr. d. Wiener Akad., Math.- 
Naturw. Cl., B, XLIX, T. II, p. 1—104) espone un metodo generale per |’inte- 
grazione d’una equazione a derivate parziali d’ordine qualunque e con un numero 
qualunque di variabili. Egli tenta di ridurre in ogni caso il problema all’ inte- 
grazione d'un sistema d’equazioni ordinarie simultanee, Cid perd non é@ possibile 
in generale se non per le equazioni del primo ordine con un numero qualunque 
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§ 1. 
Sia ¢ una funzione delle tre variabili x,, 2,, x,, e poniamo: 
dz ez 


oa, Pi? Fada, — Pid Pas 


Sieno inoltre u,v, w tre funzioni delle z, x;, p;, p una funzione 
arbitraria di due argomenti. Noi ci proponiamo di costruire lequazione 
a derivate parziali del secondo ordine avente Tintegrale intermedio 
generale: 

(1) U= p(v, w). 
Percid stabiliamo le seguenti notazioni: 
Ow ou dv ov ow ow 
a ji ~a. = Ue. = M = = " — ‘tir yliel. 2 
3a, + Pi dz Uz; » da, + 55 Vx; > Da, + Be be Wz; 5 
Ou dv ow 


=—— = Up. =— = Up. =—— = W,.3 
OP; Py? OD; Pj? Pi) 


| Uz, tz, Uz, | Up, Up, Up, | 





\Vz, Uz, Uz, |= a, |p, Up, Up, |= 4, 
|Wz, Wz, Wz, | @p, Wp, Wp, | 
| Mz, te, tp, | Mx Mx, Up, | Us, Us, Up, 
| Uz, Uz, Up; = Di; ? } Vz, Uz, Up; | = be; ; Vz, Ux, Up; = bsi, 
1Wz, Wz, Wp, Wz, Wz, Wp, | | Wr, Ws, Wp, 
fp, Mp, Me, Up, Up, Uz, | Up, Up, te, | 
Up, py V2; | = “iy Up, Up, Uz; | = Cai» | Up, Up, Va; | = “ir 
| | | 
Wp, Wp, Wz, Wp, Wp, Wz, | Wp, Wp, Wa, | 


Deriviamo ora la (1) rispetto alle tre variabili indipendenti z,, 
Xy, %,; avremo: 

di variabili, e per quelle d’ordine qualunque con due variabili indipendenti; negli 
altri casi devono essere soddisfatte certe equazioni di condizione, 

I rapporti tra il contenuto del presente lavoro e le ricerche di Bicklund 
non sarebbero difficili a porsi in luce. Assai meno facile sarebbe un raffronto 
col metodo di Sersawy che, per la sua molta generaliti, si fonda su sviluppi 
lunghi e complicati, l’analisi dei quali esigerebbe assai maggior spazio di quello 
di cui si possa qui disporre. 

Citiamo ancora: 

Hamburger, Anwendung einer gewissen Determinantenrelation auf die 
Integration partieller Differentialgleichungen, Journ, fiir die r. u. ang. Math. C, 
p. 390—404. 

Beudon, Sur Vextension de la méthode de Cauchy aux systémes d’équations 


aus dérivées partielles dordre quelconque, Comptes Rendus de |’Ac. de Paris CXXI, 
p. 808 — 811, 





u x 


Uy 





ne 
lio 


= bsi, 
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Ux, P11 Up, + Pi2Up, + P13 Up, = oa [e2, + Piuitrn + Piet. + Piz %p] 
+ ee [Wn, + P41 Wp, + Pi2Mp, + Pi3%p,]; 

Ur + Pro Ulp, + Pre Up, + Pog Up, = chs [xp + Prop, + Pop, + Pos Yp,] 
+ ae [2, + Diop, + Por Wp, + Pos Mp,], 

Us, + Pig Up. + Pos lp, + P33, = oo (2, + Pistm + Pos % + Ps3%,] 


0 
+ 3G (2, + P13 Mp, + P23 Wp, + 233%, |, 


da cui eliminando oy, ts e scambiando, per maggior evidenza, le 


linee colle colonne nel determinante risultante: 
Ur, FP Up, + P12 Up, + Pi3 Ur» Ue, P12 Up, +P22Up, + Pog Ups») 
Ue, +Pi3U%p, + P25 Up, + Pos Up, 
2) Ve, HP, HPi2%, +Pis%r2 Vert Pier, +Po2%p, + Pos pr 6 
Uz, +P13%p, +Po3%p. +Ps3 Up , 
lW0e, + P11 Mp, FP 12 Mp, FPi3 Up,» Wx, P12 Up, + P22 Up, + P23p, | 
We, + Pi3 Wp, + P23 Wp, + Pas, | 


che @ Yequazione del second’ ordine cercata. 
Poniamo: 


? 


Pi Pro Piz 
Po Po» Px =A, 
Ps: Ps2 Ds | 
ed indichiamo con P;, il minore complementare dell’ elemento p;, del 
determinante A; sara P;,—= P,;. Dopo cid si ottiene sviluppando 
la (2): 
@ + bi, Piy + Oy2P02 + Og3Pg3 + (O12 + 01) Din + (O43 + 551) Mis 
+ (bos + b52) Dog + C11 Pi + C2 Poo + 33 Pag + (Cre + Cn) Pre 
+ (13 +g) Pis + (Cos + 32) Pog + dA = 0. 


Pertanto la forma generale delle equazioni considerate é: 


(3) Ry py, + Roo + Ryg P53 + 2 Ry Me + 2 Rig pg + 2 Rog os 
+ S41 Py + S29 Poe + S33 Pog + 28). Pip + 28,5 Pi; 
+ 28.5 Poy + TA+ U=0; 
e, se (1) @ Vintegrale intermedio, si ha: 
. 2 


28;, U 
(4) Vieis acai Ae Pm 
b;; bi, +, ; 


Crt; « " 


Sj; 
C3; 











478 G. Vivanrr, 


Reciprocamente, data un’ equazione (3), se si possono trovare 
tre funzioni u, v, w delle z, 2; e p; le quali soddisfacciano alle (4), 
la (1) @ un integrale intermedio della (3). Infatti in virta delle (4) 
la (3) assume immediatamente la forma (2); ma, poiché il determinante 
funzionale delle uw, v, w @ nullo, deve esistere tra esse una relazione 
della forma (1). 

Il problema della ricerca d’un integrale intermedio della (3) 
ridotto cosi a quello della determinazione di tre funzioni uw, v, w che 
soddisfacciano alle (4). 


g 2. 
dp; = Pir dx oo Pio d Xe +- Pisdays 


Dalle: 
segue: 
Pur = Gq, AM) — Pind, — Diy), 
Po» = i (dp, — p.,d%, — py, d2,), 
P33 = in (dp; — py, 4X, — Py A»). 
Introducendo queste espressioni nelle P;,, e ponendo: 


; Pr2Pis42, + Pos Pr AX, + Py; Py da, = 00, 
si trova: 


1 
y= Taz dz, ¢P24 Ps — dp. (P13 4% + Po dx.) — A ps (py. dX, + Dg. G25) 
2 3 


+ 00 dz,], 

Py» = is,4z; (dp, dp, — dps(p.dx,+ py, dx) — Aap, (p.3dx,+ p,342;) 
+ 60 dz,}, 

Py; = iadu, [dp, dp,— dp, (Psd x3 + py, dx,)— dp, (py, dx; + po, dx.) 
+ 00 dz,|, 


Py, = as, (— Posdp, + 90), 


1 
Py = da, [— ps, dp, + 80], 
1 


Py = da, [— Prrdp, + 90), 
inoltre: 
PurdX, Py» Pris | 2p; Pro Pris 
A == = Py.da, Pp. nl =3- Ap, Poo Pp: 
da, |\P129%1 Pre Pos da, 2 Po Pog 
Pis4X, Poy Dag Ap, Pos Dg 











— ta, (Pi,dp, + Pyodp. + Pi, dp,) 


1 
= da,da,dz, {dp, dp, dp, — (py, da + Ps, 4x3) dp, dp, 
—(Psq4Xy+P1242,)d py Ap, — (p13 4%,+Py34x_)dp, Ap, 
+(dp,dx,+ dp,dx,+ dp, dx) 00} - 





C 


d 


@ 





Dy 
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Fatte queste sostituzioni, il primo membro della (3) non conterra 
pid altre derivate seconde che p,., 13, Po3, @ sara una funzione del 
2° grado di queste. Scriviamo brevemente il risultato della sostituzione, 
moltiplicato per dz, dx, dx,, cosi: 

A+B+C=0, 
dove con A, B, C vogliamo indicare le parti del primo membro che 


sono rispettivamente dei gradi 0, 1, 2 rispetto alle p,,, p\3, po3- 
Troveremo 


A= R,,dp,dx,dx,+ R,,dp,dx,dx,+ R,,dp,dx,dx,+8,,d2,dp,dp, 
+ 8,,.dx,dp,dp,+ S,,dx,dp,dp,+ Tdp,dp,dp,+ Udz,dx,dxy, 
C= 00[S,,dz,? + S,.dx,* + S,,dz,? + 28,,da,dax, + 28,,dz, dz, 
+ 28,,dxz,dx,-+ T(dp,da,+ dp,dx, + dp,d2,)| = Kd0, 
B=— H,p,, — H,p;, — H; py, 
dove: 
H,= R,,dxz,dz,? + R,,dx,dx,? — 2R,,d2,dx,dx, 
+ S,,dx,(dp,dx, + dp,dz;) + S.,dp, dx,? + Sy,dp, da, 
+ 28,,dp,dx,dx, + T'dp,(dp,dx, + dp,da;), 
e H,, H, si deducono da H, permutando ciclicamente gli indici 1, 2, 3 
e convenendo che R,, ed R,; abbiano lo stesso significato, e cosi 
Sin ed Sii- 
Se formiamo la combinazione H, — Kdp,, troviamo che essa 
contiene il fattore dx,; indicandone il valore con L, dx,, si ha: 
L,= is |H, — Kdp,| = R,,dz,’ + Ryda,’ — 2 R,,da,dz, 
1 
+ 8,,(— dp, dx, + dp,dx, + dp,das) 
— 28,,dp,dx, — 28,,dp,dx, — Tdp,?. 
Analogamente: 
L,= iz [H, — Kdp,] = Ry, dz, + R,,dx,* — 2 Ry, dx, da, 
+ S.(— dp,dz, + dp,dx, + dp,da,) 
— 28,,dp,dx, — 28,,dp,dx, — Tdp,’, 
L,= in, (H, — Kdp,| = Ry, dz,?+ Ryda, — 2R,,dx, da, 
+ S33(— dp, dx, + dp, dx, + dp, day) 
— 28,,dp,dz, — 2S,,.dp,dxz, — Tdp,. 
Vogliamo dimostrare che, se: 
(5) u = cost. v= cost, w = cost. 


sono tre integrali del sistema d’equazioni a differenziali totali: 
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(6) A=0, L,=0, L,—0, L,—0, dz—p,dxz,—p,dx,—p,dx,—0, 
le uw, v, w soddisfanno alle relazioni (4). 
Dalla prima delle (5) segue: 


ou ou Ou ou ou du 
da, dz, + Oa, dz, + Da, dx, + As dz + Dp, dp, + ap, dp, 


=. Pe 
ou a” 
+ aDs dps = 0, 
ossia, tenendo conto dell’ ultima delle (6): 
Uz, 12, + Uz, AL, + te, AL; + Up, dp, + Up, dp, + Up, dps = 0. 
Analogamente: 
Vz, AX, + Vz, AL, + Vx, Ax, + Up, Ap, + Vp, Ap, + Up, dps = 9, 
Wz, dx, + Wr, dx, + Wz, dx, + Wp, dp, + Wp, dp, + Wp, dps — 0. 


Risolvendo rispetto a dp,, dp,, dp, si ha, colle notazioni del 
paragrafo precedente: 


1 
dp, = — a (¢,,dx, + Cy AX, + C,3423), 





1 
Ap, = — | (Cy AX, + Cyd ty + Cog dHs), 
1 
dps = — FZ (C4 AX, + Cyd xty + Cy day). 
Introduciamo queste espressioni nella Z,; avremo: 


L,@ = (8,,¢,,4— Te:3) dx,2+ (Rys d?— 8, ¢9d-+-28,,¢,,d— Tes) dx? 
+ (R,,d? — S,, Cyd + 28,,¢,,4 — Tes) dx,” 
oh (S14 (C42 — €,) d+ 28,,¢,,d — 2 T cys C42) dz, dx, 
a (Sys (Cys — ¢3,)d + 28,,¢,,d — 2 Te4,¢,s) dx, dix, 


+> (— 2 Ry, d? — Sy; (Cog + C3g) d + 2S yC434 + 28,3620 
= 2 Tes) dx, dx. 


I coefficienti dei vari prodotti e potenze delle dz,, dx,, a2, 
dovendo essere nulli, si avra: 


(7) Syed — Tai = 0, 

(8) Rygd? — Siy end + 28,.¢,.4 — Tes = 0, 
(9) Ry @ — 8, ¢,,4 + 28,,¢,,4 — Tes = 0, 
(10) Si (G2 — a) d + 28),¢,,d — 2Te,¢,. = 0, 
(11) S11 (C13 — ¢3)) d + 28,,¢,,d — 2Te,,¢,, = 0, 


(12) —2R,,d?—S,,(¢)3 + €39) d+ 28), ¢3d-+28, 569d —2 Tc. =0. 








2 
Lo 


la, 
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Dalla (7) segue: 





Su _ f. 
(13) Cu ~ ae 
mediante questa relazione si ha tosto dalle (10), (11): 
25. 25 OT 
(14) Cre + Co Cig te, a 


Sostituendo nelle (8), (9), esse divengono: 
Ryd? — P(e, Cy9 — C2 ¢) = 0, 


Per trasformare queste espressioni, possiamo ricorrere 
identita simbolica: 


481 


Ryd — Te, C53 — C13 Cy,) = O. 


(15) («By) (ade) + (ay) (Be) + (ad 8) (ays) = 0*), 


Ponendo in questa identita, dapprima: 





a, —_ Up, » 


Wy = Up,, Oy = Wp; Bi, = Uy,, B, = %,, 
= Un» Y2= Urns Yy= Wp; 8, = te, 8, =z, 
& = Uy, €& = Uz,, & = Wz, 
poscia: 

Ct) = Up,» My = Up,, Gy = Wp; By = Up, By = %p,, 
v1 Up» YoU,» Vs = Wp, 0,=4u,,, 9, = Vx,» 
& Uz, » &= Va,» & = Wz,» 

si ottiene: 


C44 Coq — Crp ly, = Dg, 


sicch le relazioni precedenti divengono: 


(16) 


bs; 


Ry Re __ T. 
d 


C41 C33 — CygCy, == Adyy, 


Infine la (12) diviene, in virta delle (13), (14): 


Poniamo nella identita (15), dapprima: 


2 Rygd? = T[ (Cg, C49 — C4439) + (C04 yg — C44 C93)]- 


y= Up, Gy = Up,, y= Wp; By —=Up,, By = %,, 
Vi = Up,,  Y2=%» V9 = Wp,3 9, = Ue,, 98, = 02, 
& = t,,, & =Un,, & = Wz, 

poscia: 

= Up,, A = Up,, Ay —= Wy,; By = Up,, Bo = %p,, 
¥y = Up,» Yop, V3= Up, 6, =Uz,, 9, = %z,, 
& —=Us,, & =Uz,, & = Wz; 


alla nota 
B. = Wp, 5 
0; = We, 5 
B, = W,,; 
0, = Wz, 3 
Bs; = Wp,; 
0, = Wz, } 
B; = Wp, 
0, = Wz,3 


*) Essa si otterrebbe p. es. facendo U,. =~, U,.=y, U.= 9, Usb = W=aa, 
V=e nell’ identita B’ =0 a pag. 75 dell’ opera: Study, Methoden zur Theorie 
der terndren Formen, Leipzig 1889. 
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otterremo: 
€34Cyq — C44 Cyp = Ago, Coy Cig — Cy Cog = Ady, 
e quindi: 
2R T 
(17) . 


bes +0 a 
Raceogliendo le (13), (14), (16), (17), e le analoghe che si 
otterrebbero mediante la considerazione delle equazioni L,—0, L, =0, 
si ha: 


S,, 28, R,; 2R, , 
(18) ai ih ih 7 


a. ee Ve en 





Dobbiamo ancora introdurre le espressioni trovate per dp,,dp., dp, 
nell’ equazione A =O. Il suo primo membro diventa una forma del 
3° grado nei differenziali dz,, dxz,, dx,, ed @ facile verificare che i 
coefficienti dei termini dz, dx?da, sono identicamente nulli in virtd 
delle (18). L’unico restante, cioe il coefficiente di dz,dx,dz,, 2: 


— By ey, d® — Ry egg? — Rog eggd® + S44 (Cy9€33 + Cy3 C39) 

+ Soo (Cg3 641 + C31 C13) @ + Syg (C41 Coa + C12 C0) @ 

— T(lq4 Cx9€g3 F C44 Cog Cgo  Cy2 C94 €g3 HF Cy Cog lgy C13 C24 go + C43 C9 C94) 
+ Ud’. 


Mediante le (18) esso diviene: 


T{— By4 C44 — Dyy Cop d — byg egg + Cy (Cy€33 + Cog Cg2) 
H C49 (C3864, A Cg4 C43) HE C33 (C11 Coe TF C42 C01) 
— (C44 Cop Cg -H C44 Cog Cga C49 C04 Ogg C42 Cog lg HF C43.C04 Cgot C4 Cy Cys)} 
-+ Ud, 


ossia : 


Tle, x by I+ Cog ” ron (~ igs ‘in (~ bsg d+ Cy, ~ 


— 3 Cg9 — C31 C43 C44 Coy 


11 142 “13 | 
— | Ca Cog Cog | p+ Ua, 
1 €34 gq 33 | 
Ora, come si @ trovato poc’anzi, le quantita che moltiplicano 


Ci4> €y9, €gg sono nulle, sicché eguagliando a zero il coefficiente con- 
siderato si ha: 


\11 ye ha, 
© uum | 
Ud =T ley yy C93! 


| 
Cy, Coy Cx 
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Indichiamo per un momento con &;, y;, €; i minori complementari 
degli elementi up,, vp,, Wp, del determinante d; sara: 


Cin = &; Ur, + Nie, + & Wey,» 
e il determinante che moltiplica 7 nell’ ultima equazione risultera essere 
il prodotto dei due determinanti: 


| Ei g, g, | | Uz, Uz, Ux, 
iM 2 %s | ? | V2, Vz, Ux, 
: gi o fs |\We, We, Wy, | 


[| secondo di questi @ a, il primo ha il valore d’, sicché si ha infine: 


(19) vas 


a a 


Le equazioni (18), (19), che sono identiche alle (4), provano il nostro 
asserto. 


Ridotto cosi il problema all’ integrazione del sistema (6) d’equazioni 
a differenziali totali, conviene esaminare se e sotto quali condizioni 
sia possibile trasformare questo sistema in uno o pid sistemi d’equazioni 
linear a differenziali totali. 
Cerchiamo di formare una combinazione lineare di due delle L, 
p. es. L, ed L,, la quale sia decomponibile in due fattori lineari. E 
chiaro che, affinché cid abbia luogo, devono anzitutto elidersi i due 
termini contenenti dp,; quindi, in generale, l’'unica combinazione che 
potra essere decomponibile sara — S,, LZ, + 8,,L,. Poniamo: 
—S,,L, + Sx, L; = (Sy Ry, —S;; R,3) dz? + 8..R,, dx? —S), Ry, da," 
+ 8337p,’ — 8,. Tdp,? — 28,, Ri. dx, dx, 
+ 283, Ri3da,da, + 28,,8,,dx,dp, 
— 28,,8,,d2, dp, + 28,,8,,d x, dp, 
— 28).8,3 dx, dp, + 28;,8,,dx, dp, 
— 28,8535 das dp, 
= > (a da, +6 dz,+y dx, +Tdp,+0 dp,) 
(eda, +P dx, +y'dx,+Tdp,+ dps). 
Si avranno le seguenti equazioni di condizione: 
Sss 


(20) T aa = 8,,R,. — 8, Ry, 
8, , Y 
(21) 7 BB = 8, R,,, 


: S , 1 3 
(22) T yy == —S,h,, 
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(23) *» 3a’ = — 8,7, 
on ; mes 
(24) T (af + a’ B) = — 28,,R,,, 
S, ’ , 6 
(25) a (ay’ + oy) = 28,, Rs, 
(26) S33(@ + a) = 2 S33 S;0, 
(27) (ad + a3) = — 28,855, 
S, ‘ . 
(28) 7 (By + By) =9, 
(29) Ss: (6 + B’) _ 284, S33, 
S. , 9QqQ 
(30) a (6d + Bd) = — 28.855, 
(31) S33(y +7’) = 28,,8,3, 
S ’ > Og , 
(32) a (yd + yd) = — 28,835, 
(33) Sy.(8 + 8) = 0. 
Facciamo: 
S P 
S., = A,?. 


Dalle (23), (33) segue: 
G=—AT, T= —A,T. 
Dopo cid le (26), (27) divengono: 


P P , 2 Sy, 5, < y 
a+a’ =—28,,, a ot me — EE me — 24,555, 


e si ha di qui: 
a= S,, + 4,83, a = S, — 4,85. 
Dalle (29), (30) segue: 


: a 2 Soe S, ¢ y 
6+ 6 =—28,, —B+ 6 =—-— Sai, 2A Soa, 


B _ Sy, + A, Sy; 6 —_ S45 sa A, Sys. 
E dalle (31), (32): 


quindi: 


, € , 28. ‘ ~y 
yt+ty =28,, —yr+yo—- i, = — 241535» 
quindi: 
y 1 
Y = Sy. + 4,835 = 7, Sx + A, So3) = f 
’ 1 Y . d 
y = 8;, — 4,8,; = — ; (Soo — 48,3) ——f. 


Pertanto la (28) @ soddisfatta identicamente, e la (22) @ una 
conseguenza della (21). 
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Restano le (20), (21), (24), (25). Introducendo le espressioni 
trovate, si ha dalla (20): 

Sss (Sis — a1” Sis) —= T(Sy_ Roy — Sy5 Ry), 

ossia, tenendo conto del valore di 4,? e aggiungendo e togliendo nel 
primo membro S,,8,, 83, : 

S22 (Sir S33 — Sis) — S33 (S11 S22 — 8,3) = T(Sy» Ry, — S33 Rss). 
Cosi dalle (21), (24), (25): 

SyoS833 — S13 = Ry T, 812833 — 8138.3 = + RT, 
S285 — S38. = Ry 7. 


Per scrivere queste equazioni, ed altre che troveremo in seguito, sotto 
forma pid breve, noi porremo: 


Ry, Ry, Ry | | Si, Sy Ss | 
R,, Ry, R,, | — V, 8. Sy» 8,5 i- W, 
Rs, Rs, Rss | 83, S3> Sys 


e denoteremo con X;, i minori del primo determinante, con Y;, quelli 
del secondo, Le relazioni trovate prendono allora la forma seguente: 


(34) Soo [se ine Ry» | = S5; [ — R;3|, 


z, z, = 
o a“ "a" 
Si ha poi: 
— 835 L, > Soe L,= * { (S2, +4, S3,) da,+ (S., +4, Ss.) dX, 
+(Sy3 + 4, S35) da3+ T dp, +4, Tdp,} 
>< {(S.,—A, S31) dx, + (Sy — Ay Syy) dx, 
+(Si3 — 4,835) da,+ T dp, —d, Tdp,}. 
Affinché anche le combinazioni analoghe: 
ee S,, Ls; + Ss L,, — Sy L, + Si Ly, 
sieno decomponibili, dovranno essere soddisfatte le condizioni corrispon- 
denti alle (34), (35). Le seconde possono scriversi: 
bf 


(36) z= 7; (i, h=1, 2, 8) 
se queste sono soddisfatte lo @ pure la (34), e cosi le sue analoghe. 
Ponendo: ‘ 
8, 
aa Bh 


donde segue: 


si avra: 
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—8, L, +85, L, = 5s { (Sy, + 42S; ) dx, + (Sy. + 1,849) dx, 
+ (S53 +4,8,3)da3-+ T dp,+ a, T dp, | 
>< { (83, —4,8)1) dx, + (Sy. —A, S,.) dx, 
+ (S33 —4,58,3)d2,-+ T dp, —Aa,T dp,}, 
—8,,L,+ 8,,L,= > {(S), +4384) da, + (Sy.+-A5 S29) dx, 
+ (813+ 438.3)d%,-+ T dp, + 4, T dp,} 
>< {(S,, — 4,8,,)dx, + (Sy. — As Sy») dx, 
+(S\;— 48,3) da,+ T dp,—a,T dp,}. 
Quindi al sistema d’equazioni L,=—0, L,=—0, L,=0 potra 


sostituirsi il sistema lineare: 


(Soy + 4,851) dx, + (Sy +4, 83.)dx_ + (Sy +4, 8,;)dx, + Tdp, 


+4, T dp, =0, 
(Sy, $4,844), + (Syo-+ 4,8) _)d%_ + (S33-+4,8,,)dx, + T dp, 
+ 4, Tdp, =0, 


(S11 +438) a2, + (Sj. 4582) da. + (8,345 8,3) dx, + Tdp, 
+4,T dp, =0, 
dove i segni di 4,, 4,, 4, sono affatto arbitrari. 


Moltiplichiamo queste equazioni rispettivamente per — A,, 4,4,, 
1 e sommiamo; avremo: 


(1-4, 4,43) [Sj,da, + Sy,dx, + Siydx, + T dp.) = 0; 
questa relazione sara soddisfatta per tutte le combinazioni di segni 
delle 4,, 4,, 4,, se si annulla il secondo fattore. 
Tenendo conto anche dei risultati analoghi, si vede che il sistema 
L, =0, L,=0, L,—=0, quando si verificano le condizioni (36), @ 
soddisfatto ogniqualvolta lo sia |’ unico sistema lineare: 


dp; + ; [S,, dx, + S,.dx,+ S,,dx,] = 0, 
(37) dp, + r [S.,dz, + S.. dx, + 8,,dx,]= 0, 
dp; + 7 [S,,dx, + S,.dx, + 8,342] = 0. 


Sostituendo in A =O, sviluppando e riducendo coll’ aiuto delle (36), 
quest’ equazione prende la forma: 
gel — (Ry S41 + Roy Sop+ By5 Ss3) T + S44 (Se2:Sss + S23) 

+ See (Sss Sir + Sst) + S35 (Sti See + S12) 


— (S11 Sa2.S33 + S11 S35 + S12 Ses Sis + S13 Ss + Sis SigSes +- 915 Seo) 
+ UT?|\ dz, dz, dx, = 0. 








La 
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La quantita tra parentesi quadre pud scriversi: 


aces (Ry, 8, + Ry» Sy» + Ry S33) T + Sy (Sop Sys a S33) + Sx. (Sss Si — Ssi) 
+ Ss3 (Si1 Se — S13) — W + UT?; 
ma in virta delle (36) tutti i termini meno i due ultimi si distruggono. 
Quindi l’equazione A = 0 sara identicamente soddisfatta se: 
(38) W = UT’; 


in caso diverso, essa si decomporrebbe nelle tre: dz, = 0, dx, = 0, 
3 


diy = 0, e si avrebbe, oltre alle (37) ed alla ds — >’ p, dx, = 0, 
i=1 
un’ altra equazione, cioe 5 equazioni indipendenti, il che & impossibile. 
Dalle (36), (38) possono dedursi altre equazioni che sono, in 
qualche modo, ad esse reciproche. Denotiamo per un istante con | Y| 
il determinante delle Y;,, con Y;, il minore complementare di Yj, in 
questo determinante; segue dalle (36): 


Yi,= T? Xin, | Y| = 73 V. 
Ma Y;, = WS;,, |¥| = W?, quindi si ha: 
WS, =—T?X,, W?=T'VD, 
ossia per la (38): 
X, 
(39) i” , V=TO? 


Su questa reciprocita ritorneremo pid innanzi. 


§ 4. 
Il sistema d’equazioni a differenziali totali (37), al quale si deve 
intendere aggiunta l’equazione: 
dz — pdx, — p,dz, — pdx, = 0, 
pud trasformarsi in un sistema d’equazioni a derivate parziali*), 


Sia f(%,, %, %, 2, Py, Po, Ps) = cost. un integrale del sistema 
(37); dovra essere in virtd del sistema stesso: 


of of of of of of 
oa, dz, + Date di, + Oa, dz, + 5g 8 + op, dp, + Oe dp, 
of 
+ Dp, dp, = 0, 
Ps 


cioe, ponendo nel primo membro in luogo di dz, dp,, dp,, dp, le loro 
espressioni mediante dz,, dx,, dx,, i coefficienti di questi ultimi dif- 
ferenziali dovranno essere nulli. Mediante tale sostituzione si ottiene: 


*) Cfr. Goursat, op. cit. p. 57 € segg. 
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3 
7] of 7 7 
a dz, + a dz, + gt dz, + at > pid — 7 >(z (> Suds 


i=1 i=1 
3 
| af 1 of a 
mS | ea, + + —7 D> Sa “4. dm = 0. 
i=1 A=1 
Si ha quindi il sistema: 


1 " of 
ge +154 — 7 ([Surgp, + Sg + Sue] =O, 


CPs 


(40) jatae or ay Me » |= =(), 


1 











Q of Ss 
a + ps of — 7[Su op, + S32 = fis sina 0. 
Risolvendo rispetto a or , Ld of e tenendo conto delle (36), 
OP: CPe OPs 


(38), si pud porre il sistema sotto la forma: 
of i of 4 of 
OP: —o[Ru Ban, + Pi rs 5) + Ry, Ga + Pe 32) 
é 

+ RB, (7 + Ps i) =0, 
0 1 a é 
oh — 7 [Ba (Zh +9: 4) + Bo (i +p, 2f) 

+ R,, ff + Ps 52) =0, 
9 Of 4 of of 
dp, U [ Ba Ge, +1 55) + Ra (55, + Po Fe) 


+ Ry, & + Ds 32) =0. 


(41) 





t 


Una proprieta importante del sistema (40) o (41) @ la seguente: 


Due integrali qualunque del sistema sono tra loro in involuzione. 
Sieno u, v due integrali del sistema (40); si avra: 


2, = + Bi i T 1 ys, 


h=1 


av dv 1 Ov 
bn, +MI = FT 3 Sin Op,” 


quindi: 
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3 
= dw (dv dv ov (du Ou 
Ls ol = 2 op, (Ge, + 55) — dp; (aa, + 2 72) 


3 3 < 
“2 >) 8 5p, ap, iell an i 


i=1 A=1 


2 va.- Sri) 33 i mm 
i=1 A=1 
Il sistema (40) ammette tutt’ al pid 4 integrali indipendenti. Ora 
pud dimostrarsi che, se esso ne ammette tre, ne ammette pure un quarto. 
Sieno i tre integrali u,v, w. Poiché essi sono tra loro in in- 
voluzione, esiste una quarta funzione g in involuzione con ciascuno 
di essi, cioé tale che: 


[o,u)=0, [e,v] =0, [o, vj] =. 
Sviluppando, e riprendendo le notazioni del § 1, si ha: 


3 3 
> (Grit — Qx; %p;) = 9, = (0p;%2; — 0; %,) = 9, 


i=1 i=1 


> (Qn; 2; — Qx;Mp,) = 0. 


i=1 


Risolviamo rispetto a @z,, Q2,, Qx,; otterremo: 


3 


1 ; ; 
(42) Qn, =F Cih Op, (¢=1, 2, 3). 


A=1 


Ora, se w, v, w sono tre integrali del sistema (40), 0, cid che @ lo 
stesso, del sistema (37), essi soddisfanno alle (4); di pid si pud 
dimostrare che: 


k Cin = Criy bin = Dai. 
Si ha infatti: 








" j ] 
Up, Up, Ux, | ' Up, Up, Soy Up, + Soo Up, + Sys Up, aa 
| _ 12 

C12 =|. Up, Ym | =| Ym Up, Soy Up, + Soo %, + So3 Up, |= 
Wp, Wp, Wx, Wp, Wp, Sy, Wp, + Sy Wp, + So3 Up, 
Up, Up, Uz, |Up, Up, S54 Up, + Sy2Up, + Si5 Up, 

_ » Rees 12@ ‘ 

Cop = |p, Up, V2, |= 7 | Or, Up, Shy Up, + S42 Up, + Sg Mp, | = p= 95 
Wp, Wp, Wz, | Wp, Wp, Sy,Wp, +51. Wp, +5; 3%p, 

e analoga sarebbe la dimostrazione per le altre ¢;, e per le dja. 
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Dopo cid la (42) pud seriversi: 


3 
1 > ‘ P 
C:, = T Sin Qp,3 (i = 1, 2, 3) 
A=1 


ne risulta che g @ un integrale del sistema (40). 

Se il sistema (40) @ completo, cio? ammette 4 integrali indipendenti 
Uw, V, W, @, posto: 

u=A,, v=A,, w=A;, 9= A, 

dove A,, A,, A,;, A, sono costanti arbitrarie, ed eliminando p,, p,, p,, 
si otterra un integrale dell’ equazione proposta con 4 costanti arbitrarie: 
(43) #= F(a,, %,, 23, A,, A,, As, Ay). 
Vogliamo mostrare come da esso possa dedursi un integrale con tre 
funzioni arbitrarie*). 


Indichiamo con F,,, Fu,2; le derivate parziali prime e seconde 
della funzione F’, e supponiamo che dalla (43) e dalle: 


Di = Fiz, (@,, Ly, Ly, Ay, Ay, Ay, Ay) (¢= 1, 2,3) 
si deduca risolvendo rispetto alle A;: 
A; = Qi (41, Xa, Ly, 2, Py» Po, Ps). (t= 1, 2, 3) 
Poniamo ancora: 
Fraj2y(%y5 Los Xyy Pry Pr» Par Pa) = Vin (@y, Ly, Ly, 2, Py, Do, Py). 
(¢,4 = 1, 2, 3) ‘ 
Se imaginiamo di avere un’ equazione della forma (3) tale che, appli- 


eando ad essa il metodo sviluppato, si ottenga l’integrale (43), risulta 
dalle (37) che dovra essere: 





op, Sn 
- —_ 
a: 
Op oz 
iz, ~~ 9&,0%, Fruj2y (© Lay 3s Pir Poy Ps» Pa) 
ndi = Win (G1, La, Ly, 2, Py» Poy Ds)» 
quindi: 
Sin 
—F= Va. 


Sia Q il determinante delle %;,, Yi, il minore complementare di #;, 
in questo determinante; avremo: 


Y;, WwW 
ava, — p29, 

*) Goursat (op. cit., p. 13 e segg.) tratta la stessa questione per le equazioni 
a due variabili indipendenti, ma valendosi quasi esclusivamente di considerazion 
geometriche. 
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ossia per le (36), (38): 
Ri, y U 
7 = ths T = Q. 


Pertanto l’equazione del second’ ordine, la cui integrazione secondo il 
nostro metodo ci conduce alla (43), é: 


Vis Pir + Yo2Bo2 + Ys3Ps3 + 2% 1202 + 2% 13213 + 2% 25205 
— Vir Pry — Voy Poe — Ys Pag — 2Y 12 Php — 2Y43 Pig — 223 Pros 
+A—-Q=—0. 
E facile vedere che essa pud scriversi sotto la forma seguente: 


[Pu — Yn Pio — Ye Dis — Vs | 
(44) Pro — Viz Por — V2 Pog — Y23 | = 0. 
Pis — Vis Pos — V23 gg — Ys9 | 
Ora nella (43) sostituiamo ad A,, A,, A, tre funzioni arbitrarie 
di A,, 4(A,), (Aj), v(A,), e, posto: 
(45) z=F (a, Wp, %3, Ay, A(A,), w(A)), v(A,)) = G(x, 2,23, A;), 
determiniamo A, come funzione di 2,, 2,,%, mediante la condizione: 
(46) aa, = 0. 
Avremo: 
— 264 06 a4, 0G 


CA, Ou; on,* 
=26 2G 0A, 
x? + 92,04, 0A, Ox,’ 


eG eG dA, @G eG dA, 
0a,0%, ' 04,04, 0%, ~~ 0a,0%, ' 02,04, an,’ 





Piri = 





ma; 
a2 G ‘ . 
—— Pz,2, = Vin; (t,h = 1, 2,3) 


quindi introducendo nel primo membro della (44) le espressioni trovate 
delle p;, esso diviene: 
7G 04, #4 04 PG OA, 
0%,0A, 0%, O%,0A, OX. OG, 0A, OU, 
OG 04, @G 04, #G OAi! 
GayOA, 0%, BaydA, Ot, Bay, Oar | 
| @@ 04 @4 04, @G AA, | 
| Oxy0A, Bx, Oa,0A, Oty B2,0A, B2z | 
Questo determinante @ identicamente nullo; quindi la (45), dove A, @ 
determinata dalla condizione (46), @ un integrale dell’ equazione (44). 


Trovato adunque un integrale (43), si ha da esso immediatamente 
un integrale con 3 funzioni arbitrarie: 
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=F (a, %, X3, A, ’ 4(A,), ulA,), v(A,)), 


dove la funzione A, di a,, X,, 7, @ determinata dalla condizione: 
oF oF ,» oF ss, oF 
BA, + Ga(a, * (41) + data) & Ar) + gy cay Y (Ar) = 0. 


Se il sistema (40) non @ completo, esso ammettera tutt’ al pid 
due integrali u,v. Integrando il sistema « — cost., v = cost. (0, nel 
caso che esista un solo integrale w, l’equazione « = cost.), si otterra 
un integrale con una sola funzione arbitraria. 


8 5. 


Abbiamo supposto tacitamente che taluni dei coefficienti dell’ equa- 
zione (3), p. es. 7’, non sieno nulli. Vogliamo ora dire qualche cosa 
sopra questi casi d’ eccezione. 


E noto che, se con 2’, 7,', 2’, %, si indicano delle nuove variabili, 
e con p; le derivate parziali della 2 rispetto alle 2;, ponendo: 


3 
(47) => pm — 2, =p, 


i=1 


se ne deduce: 
3 
(48) z = >) via —2, = pj. 
f=s1 


Le (47), (48) rappresentano la trasformazione di Legendre. Deno- 
tiamo con pj, le derivate seconde della z’ rispetto alle z;, e con Pia, 
A’ le espressioni analoghe alle P;,, A. Avremo: 


dx; = dp; = pirdx, + pizdx, + pisdx, 
8 
= > vin (virda,’ + phe day + pis day), 
hA=1 . 


quindi imaginando scritta questa relazione pei tre valori 1, 2,3 di i 
ed eguagliando i coefficienti di dz,', dx,', dx,': 


3 3 
> Pain = ; > Purpi2=0, > Paris = 0; 
h=1 


A=1 
3 3 3 
> Pan Pir= 0, > Pan Pia = 1, >) Pi Pis = 0; 
A=1 4=1 h=1 
3 3 


> Psa Pir =0, > psa Pas = 0, , rs 


a=1 aA=1 h=1 
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Se risolviamo questi tre sistemi d’ equazioni, otteniamo: 
P; i 
Pa=z) (t, h=1, 2, 3) 


da cui, per note proprieta dei determinanti: 


P; 1 
Py, = 7 ° A=7: 
e reciprocamente: 
, Pi; " Pir ’ 1 
Pa=Z> Pas zy: Sg 


In virtd di queste relazioni l’equazione (3), moltiplicata per A’, 
diviene : 
Ru Pir + Ree Po + Rss Pos + 2 Riz Piz + 2 Ris Pig + 2 Ros Pos 
+ Su pu + Soo Poe + Sss Pss + 2 Sis Piz + 2 Sis pis + 2 Sos pos 
+T+ UA’ =0, 
dove nei coefficienti devono intendersi introdotte le nuove variabili. 
Di qui si vede che la trasformazione di Legendre muta un’ equazione 


del tipo (3) in un’ altra del medesimo tipo; e che, se si rappresenta 
Pequazione trasformata con: 
(49) Rupiu + Reepre + Rospss + 2 Riepie + 2 Rispis + 2 Ros pis 
+ Si Pius + Sze Pee + S33 Ps + 2 Siz Pris + 2813 Pris 
+ 2833 Pes + TA’ + U' =0, 
si hanno le relazioni: 
(50) Riu = Six, Sn = Rix (i, k=1, 2, 3); T= U', U= z. 
Pertanto la reciprocita che abbiamo osservato pid sopra esprime il fatto 
che la trasformazione di Legendre muta un’ equazione integrabile col 
nostro metodo in un’ equazione della stessa natura. Infatti mediante 
le (50) le (36), (38) divengono: 
xe 
= U', Vix TU", 
ih 
le quali (cfr. le eq. (39)) sono appunto le condizioni d’ integrabilita 
della (49). 

Se nell’ equazione data 7’ @ nullo, ma non lo @ U, noi potremo 
mediante la trasformazione di Legendre ottenere da essa un’ altra 
equazione in cui 7” non é nullo, 

Applicando il nostro metodo all’ equazione trasformata, si otterrebbe 


(cfr. eq. (37)) : 


dpi + gr (Sida; + Sarda, + Size] =0, (i=1,2, 3) 
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e quindi per le (49), (50): 
dx; + i [Ridp, + Risdp, + Risdps]) =O. (¢—1,2,3) 


Ma queste equazioni si sarebbero potute ottenere direttamente risolvendo 
le (37) rispetto alle dz; e tenendo conto delle (36), (38), e ad esse 
corrisponde il sistema d’ equazioni a derivate parziali (41). Sicché 


pud dirsi che questo sistema @ valido anche quando 7 0, purché 
perd sia U+0. 


Un’ altra trasformazione che conduce a risultati analoghi @ la 
seguente, che pud considerarsi come una generalizzazione della trasfor- 
mazione di Ampere: 

ty = Uy, Dy = 2, Ly = — py, fs — pyty. 
Se ne ricava facilmente: 
— Pi = Pi, Po = Pr, Py = 2s, 
e quindi: 
L, =H), LyX’, T= py, 2—= 2 —py' Ly, Py =P’, Py =P.) Pp=—2y. 
Inoltre: 
dp, =dp,, dp, =—dp,, dz, = — dp,, 
ossia: 
Dude + pied, + pisdas = p,, da, + py,dx, + p,,dx; 
= py da, + py, dx,’ 
+ Pis(Pisd2i + prsdxz + psd xs), 
Pied x, + Pedxz + prsdxs = pid, + Pyd%, + poy dx; 
= D242, + Py. Ax,’ 
+ Pas (Pisa: + prsdae + pssdzs), 
— dias = pygdx, + p,,da, + py, dx; 
= Pi34%, + Pog da,’ 
+ sg (Pisdx + prsdxz + pssd xs), 
da cui, eguagliando i coefficienti: 


Pu = Pu + PisPis, Dis = Pro + pis Ps, Pis = + pis Ps, 
Piz = Dis + P13 Pas, Pox = Poo + P23 P23, prs = + pas pss, 
O = pis + Pss Pis, O = pros + P33 P23 1 = — pg ps, 
e risolvendo: 
Pu at P22 = i mae ma | ealhaaaa a P3= 7 Pro =e 
quindi: 





sic 
(51 


o wo © & 
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Pog Piy A’ Pie Py 
P as <= Pa - — — = P,,. = =| P,, = 
11 P33’ 22 Ps’ 33 Ps’ 12 Ps” 13 Ps ? 
P; P; 
Pow, Aa ——. 
23 Ps ? Pog 


La (3) diviene adunque, moltiplicata per pgs: 


Ru Pee + BR, Pri — Rss — 2 Rie Pre + 2 Ris pis + 2 Res pos — Sir poe 
—_ Soo pi + S33 A’ + 2 Sie Piz + 2813 Pis + 2 Sos Pes 
— T P33 + Ups = 0, 


sicché si ha: 


(51) Ru = Si, Ree = Su, Ry — — U', Re = — Se, Ris = Ris, 
Res —_ Ris, Su a Ro, Soo a Ri, Sss _ 7’ Siz = Riz, 
Sis = Sis, Sos = Sop, T= —S3, U= Ry. 

Quindi, se 7—0, U=0, purché le §; non sieno tutte nulle, la 

trasformazione di Ampére ci permette di passare ad un’ equazione 

in cui 7” +0. 
Se alcune delle S,; sono nulle, le considerazioni del § 3 non sono 
pid valide; ma, se due delle R;;e 7’ non sono nulle, si pud applicare 


la trasformazione d’Ampére, e si ottiene cosi un’ equazione in cui 
nessuna delle S;, @ nulla. 

Pad vedersi anche qui che, se l’equazione primitiva soddisfa alle 
condizioni d’ integrabilita (36), (38), la stessa cosa ha luogo per 
lequazione trasformata. 

Si ha infatti dalle (51): 


Yu = — Ry, T’ — 833’, Yox = — Ry T’ — Sj", Y33 = X35, 
Vis = Ri» of Si3 S33 5 Vis —_ Ris Sos + Ru Sis, 
Yos = Rye So3 + Ri2Si3, W=T" Xg3 + Riu Sis’ +2 Riz Sis Sos + Ree Sss?, 


le quali espressioni, introdotte nelle (36), ci danno: 





-RyT 84) — Ral’ — 8g XG _ Ral + 865% _ Mia + Rus 
By core Si —v — Si Ris ~ 
— Puts t Riis _ g- 
= Ros = - 
Segue di qui anzitutto: 
(2) Rumqi, Raog?, Xe—U'Sa, Ra— 73; 


sostituendo nel 5° e 6° membro si ha: 
Yio Sag + YY Sis an Yy Sos + Ys Sis 
_ °°» »«+ 





] 
; 
{ 
i 


ee ee 
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ossia, tenendo conto delle identita: 
Yui Ss + Yi2 Sse + Vis Sys = Yo, Ss; + "92 Se + Yus Sss = 0: 


Yy. pf 
(53) 13 = - ? Ris eee i . 
Dalle 1*, 2° e 4* delle (52) si ha poi: 
fs , , 9 8. ¢ ‘ 
Xs = Rin Rie — Bi? = py (Vir Yeo — Yin?) = he, 


e paragonando colla 3*: 
(54) W’ = U'T"?. 
La (38) diviene: 
T’ X33 + Riu Sis? + 2 Riz Sis Sis + Rog Syg? — Rog Szs°, 
ossia per le (52), (54): 
W’ Sss + Yui Sis? +2 Yi Sis Sas -+ Yee Sy3? == Rag S33 7". 
Ora, essendo: 
Sis Yis + Sys Yes + Sss Yss = W’, 
si ha: 
Vii Sis? + 2 Vio SisS2g + Yoo Ses? = Sis (Yi Ss: + Yio Sse) 
+ Sys (Yor Ssi + Yoe Ss) 
= — (Sis Vis + Ses Yos)Sss = (S33 Yss — W’) Sys, 
sicché la relazione precedente ci da: 
(55) Big mn 38 


Le (52), (53), (54), (55) provano |’ asserto. 
Applicando all’ equazione trasformata i] nostro metodo, otterremo 


(eq. (37)): 
dpi = — 7 (Sida, + Sizday + Sisday'), (i= 1, 2,3) 
e introducendo di nuovo le variabili primitive: 
dp, = — x (Ryda, — Ry,d%, — 8,,dp,), 
dp, = — a (— R,,d2, + By, dx, — Sy5 dps), 
dz, = — x (S,,d2, + S,,dx, + Tdp,). 


Se risolviamo queste equazioni rispetto a dp,, dp,, dp, tenendo conto 
delle (39), troviamo di nuovo le (37). Si vede adunque che queste 
sussistono anche nei casi d’ eccezione considerati. 

E facile del resto dimostrare direttamente che, ogniqualvolta le 
condizioni (36) e (38) (0 le equivalenti (39)) sono soddisfatte, qualunque 
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integrale del sistema (37), al quale si intende sempre aggiunta |’equazione 


3 

ds — >’ pidx, = 0, 2 wn integrale del sistema (6). — Se infatti nelle 

i=1 
A, L,, L,, L, in luogo delle dp; si pongono i secondi membri delle 
(37), e si fa uso delle relazioni (36), (38), si verifica senza difficolta 
che quelle espressioni risultano identicamente nulle. 

Pertanto l’integrazione del sistema (37) ci conduce all’ integrazione 
dell’ equazione (3), sotto |’ unica condizione che le (36), (38) sieno 
soddisfatte. 


§ 6. 

Quanto si @ detto non esclude perd che, in casi speciali, possano 
esistere altri modi di riduzione del sistema (6) ad uno o pid sistemi 
lineari, sotto condizioni eventualmente diverse dalle (36), (38). 

Noi svilupperemo il caso di S,, = S,, —S,,—0. Allora le Z; 
prendono la forma: 


L, = R,, dz,’ + R,,dx,.?—2R,, dx, dx, —28,,dp,dx, — 28,,dp, dz, 


os Tdp,’, 

L, = Ry,dx,?+ R,,dx,? —2R,,dx,dx,—28,,dp,dxz,— 28,,dp, dz, 
— Tdp,’, 

L, = R,, dz?-+ R,,dx,?— 2 R,.dx,dx,— 28,,dp, dx, — 28,5 dp, dx, 
— Tdp,’, 


e ciascuna di esse pud essere decomponibile nel prodotto di due fattori 
lineari. 
Supponiamo 7’ + 0; e sia: 


L,=— 7 (Ldp, + ada, + Bdx,) (Tdp, + a'dz, + Pdz,). 
Dovra essere: 
a+ oa =28,,, B+ BP =28,,, ae =—TR,, «Bf +o¢6=—2TR,,, 
6B’ = — TR». 
Dalle 1%, 2%, 3°, 5* si ottiene, indicando con ¢,, €, due coefficienti che 


possono prendersi eguali a + 1 0 a — 1: 


a= 8.4 «,VS3 +TR3, «& =S8.— eV 8:3 +TRys, 
Poniamo per brevita: 
S25 + TR,, = Z,’, Si3 + TR, = Z,', Sis + TR; = Z;°; 
le precedenti potranno scriversi: 
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a=S.+82Z,, & =S8,. — 43; 
B=8,,+82,, B =S,, — 8/2, 
e dalla 4* equazione di condizione si avra: 
2T Ry, = (S,2+&3 Zs) (Sis — &2 Zp) + (Sy2— & Zs) (Sig + &9' Zp) 
= 28,,8,3 — 28,8, Z,Z,, 
sicché per la decomponibilita dovra essere soddisfatta la condizione: 
‘ && Z,Z, = 8,,8,, — TR,,, 
ossia : 
(Sis-+ TR,») (S++ T Rss) = (8,2 543 — Ry; T)?, 
od ancora, sviluppando e riducendo: 
5:3 Bas + 281283 Rss + 8:3 Res = — T (Run Ros — Red) — — T Xu. 


Se le analoghe condizioni sono soddisfatte anche per L,, L,, cioe se: 


(56) i 4,2, = 8,,8,3 —- TR, 88 2,2, = S,.8,; — TR, 
8&8; Z,Z, = 8,,8,, — TR, 
ossia: 
S13 Ros + 2812513 Res + 8,3 Rss = — T Xu, 
(57) Sus Rss + 2812S Ris + S83 Ru = — T Xo, 
83 Ru + 2813 S23 Ris + S35 Ree = — T Xss, 


allora si ha il sistema lineare: 
1 r ’ 
dp, = — F (St. + 845) dx, + (S\3+ 8 Z,) day], 
(58) dp, = — 7 [(Sos + &,Z,) dx, + (S\.+ 8’ Z;) dx], 


dp, = — ? [((Sis + 4) da, + (Sy34+-&'Z,) diva). 


Ne segue: 


A = a {— R,, Tdx, dx,[(S,.+ &Z;) dx, + (Sj, + &'Zy) das] 
— Ry Tdx, dx, [(S.3+ 8, 2,) dx, + (S,.+ 85 Z5) dx, 
— Ry, Tdx, dx,[((S,5+ &Z,) dx, + (S.3+ ¢,Z,) dx] 
— [(S,2+42Z 5) dx, + (Si3+ 8 Z,) das] 
- (Sys + & 2) da, + (Sj. + €5'Z) dx] 
- [Sis + 4.) dx, + (Sp3+ & Z,) dq] 
+ UT? dz, dx,dzx,}. 
Il coefficiente di dz,?dx, entro le parentesi é: 


— (S,3 + 4,2.) { Rgg T + (S,.+ &,'Z5) (Syp+ 43 2,)}, 
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esso @ nullo se si prende ¢,’ — — &,; analogamente si annullano tutti 
i coefficienti dei termini dx da, se: 
(59) & = —%, & = —&, & = — by. 


ll coefficiente di dx,,dx,dx, @, tenendo conto delle (59): 
— (Sj.+ & 25) (Sis + £2) (Sog + & Z;) 
— (S12— & Zs) (S13 — &Z») (S23 — &4)), 


ossia: 


UT? — 28,,8,,;8.3 — 2 (& &5Sy3 ZZ, + &5 85,3232, + &&S,.Z, 2), 
ossia ancora, per le (56): 


UT? — 28,.8,3823 + 283(S125,3 — T Ray) + 28,3 (S125.3—TR,5) 
+ 28,,(8;3 5.3 —T Ry»), 
sicch? abbiamo, oltre le (57), una nuova equazione di condizione: 
(60) UT? + 481,838), — 22 (Sj. Ry. +543 Rs + S23 Ros) = 0. 
Il sistema (58) poi diviene, per le (59): 


dp, = — Fr (Sot £5 Z,) Ax, + (Ss — & Zy)dars], 
(61) dp, = — 7 [(Sr3+&Z,)das + (Syp— &Z,)aa,), 
dp, = — a (S342 Zy)da, + (Sp3—&, Z,) day). 
Esso pud trasformarsi nel sistema d’ equazioni a derivate parziali: 
Ft pf — 7 (Ste %s)  — 7 (Su—%%) fF = 0, 


€ 1 CY 7) Y 0 
(62) ef + P25 of mm TF (Sos + 8%) ot ag 7 (St2— 85 Z;) zt =0, 


1 
Ttp p, of — = p St & 4s) Zo — Fr (S—2,Z,) ZF = 0 


Pier sistema in generale non @ completo. Infatti, se esso fosse 
completo, si vede dalla sua forma che sarebbe anche jacobiano; ma 
daltra parte, se si indicano per un istante con X(f), Y(f) i primi 


membri delle due prime equazioni, il coefficiente di 5 of 
X(¥(f)) — ¥(X(f)) ® X(w,) — ¥(p,), ossia: 


= Pa (Sy.-+ & 45) + bs (Sj. — & Zs), 


; nella combinazione 


ossia ancora — 2¢, ?: Perché il sistema fosse completo, sarebbe 
necessario che fosse Z, = Z, = Z, = 0, nel qual caso le (61) si 
ridurrebbero alle (37) e sarebbero soddisfatte le (36), (38). 
Se insieme al sistema (62) si considera quello che si ottiene da 
32° 
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esso mutando i segni di ¢,, &, €,, si dimostra con un calcolo sempli- 
cissimo che due integrali qualunque dei due sistemi sono tra loro in 
involuzione. — 

Quindi, se ciascuno dei due sistemi ammette tre integrali, indicandoli 
con u,v, W; U,V, W,, Saranno in involuzione tra di loro le funzioni 
u— p(v, w), u, — p,(%,, ,), qualunque sieno le funzioni , 9,. 
Integrando il sistema: 

U=(v,w), wy = 91 (0, %), 
si otterra un integrale dipendente da due funzioni arbitrarie di due 
argomenti. Se uno solo dei sistemi, p. es. il primo, avesse 3 integrali 
u,v, w, lintegrazione dell’ equazione: 
u = 9(v, w) 
ci condurra parimenti ad un integrale dipendente da due funzioni di 
due argomenti. 

Veniamo ora al caso in cui J—Q. Allora, se S,, e S,, non 

sono nulle, si avra: 
L, = (dp, +adx,+ Bada) (a'dz,+ fp dz,), 


e dovra essere: 


oe — 28,0, b= — 28,3, ao! = R;3; a B+ a’ B — 2R,,, 
6B’ = Ry, 
donde segue: 
R ’ R. , 
cm — 7 a’ = — 28,,, am os B = — 28,,, 


e |’ equazione di condizione: 

Si Ras + 2S12Sis Res + Sis Ras = 0. 
Si avra dunque: 

R R 6 

Se sono soddisfatte le equazioni: 

S13 Res + 2S12 Sis Ros + S13 Rss = 0, 
(63) Sus Ras + 28e3 Si2 Ris + Siku = Q, 

Si3Ru + 2 Sis Sos Ris + S23 Res == (), 


si avra: 
¢ Rss | R : 
aia 2 (dp, = 38,, 4% = 39, 4%) (Sj, da, + 8,3 dx;) = — 2u,%,, 
R R 
L, = — 2(dp, 3 r5,,¢%3 = 74%) (Sy5 day + S,.d2,) = — 2m, r%», 


L, = — 2(dp, fe dz, — Ai da,) (S,5 da, + Sos dx,) = — 2pty rs. 





i 
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Di qui possono dedursi 8 sistemi lineari diversi, e cioe: 
=H == 905 WK == 0; = w=, = 0; 
Hy === 05 MB —M=—%y=—0; B= y=, = 0; 
B= =—7=—0; 4 ==, =0. 

1°, uw, = 4, =u, =—0. Sostituendo in A — 0 si ottiene: 

Ry, dx, dx, 6, + Ry dx dx, u, + Rydx,dx,p, + Ude,dx,dx, = 0. 
Perche quest’ equazione sia soddisfatta identicamente, cioe perché 
sieno nulli i coefficienti dei vari prodotti e potenze delle dz,, si 


riconosce facilmente che devono essere nulle la U e due almeno 


delle Rj, p. es.: 
U= 0, R,, —_ Ry — 0, 


e quindi, per le (63): 


Ri, = 0. 
2°, wy, = tp = v, = 0. Se ne deduce: 
R Re Re S, R 
ais Sie de, + 25,5 diy, dpy—— PSS? + Bes das, 
dz, = — Sr dz 
' “— 
e quindi: 
R 
Aas R,,dx,d2, (Fe dx, + 35, dz) 
Ry; 8. R 
il Pa dx, dx, i 38, 3, % Xo +> = 7m das) 


— pe Bes 3 dp, dx? 72a Us Sus oe dx, 


ames 2 Ri Rss Ry» Ry Set u) d ue R Sos d | 
“_ i(? 28 “deals 28,.5,2 %3 835, “Ps? 


sicché dev’ essere: 





R,=0, O=0. 
3°, 4°. Analogamente al 2°. 
5°, uw, =v, =v, =0. Se ne deduce: 


Ry S R, Pe 
™ é (S52 ° 28) any, ms sea = n das, dx, — 3. dis, 





Ry S S 
A= R,,dx,° ( oa r+ om) a Run 3 Bis > dp, das” 
12 


—— R;, Sue dp, dx,° — y Aa dz,§ 
Sy: 


12 





= dz,’ (enn + fate — u <a) di, — R,, 5 Be 2 dp, 
12 


28,3 





— R;; a 3" ap], 
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sicché dev’ essere: 
R,,=0, RK, =9, U=0, 
e per le (63): 
R,; = 0. 
6°, 7°. Analogamente al 5°. 
8°. Le tre equazioni sono incompatibili. 


Il sistema d’equazioni a derivate parziali corrispondente al sistema 
lineare u, = f, = uw, = 0 e: 


of Rss of Ry of 0) 
+ 282 OVs 2543 Os re 


& fin’ 
of of y Ru Of , Rs Of 

é 2 + P25 ria 2 Sos ap, + 2Sie OP mn, 
of + py ob 4 Ry of 4 Ry of 


Ox; 2815 OD, 2535 OP. te 


Indichiamo queste equazioni con X(f) = 0, Y(f) =0, Z(f) = 9, 
ed osserviamo che, supposto R,, = R,, =, esse si riducono a: 








i) < OE Of , Rs Of 
X(f)= —— Ox, + Pi 5 _+ 28.3 Ope = 0, 


vin =i + nt + Be 2 





=a? 2820p,’ 
2) =i£ + nif =o 
Ne segue: 
X(2(f) — 2(X(f) =— “fd én ° 


¥ (2 f)) — Z(Y(f) a 4(s2.) on =0, 


X(¥(f)) —¥(X(f)) = x(=s) ¢ fe -¥ (Fe) # ap. 


(== non @ nullo, il sistema considerato @ equivalente al 
iz 
sistema delle 5 equazioni: 


af er a af of _ 
5°: aps = 0, a or 0, ——- + P= =90, 


of + ps = 0. 


Poiché l’integrale di ude sistema, se esiste, non deve contenere 
ne p, ne p., la 3° e la 4* equazione si scompongono nelle seguenti: 
of = of _ 
athe A td EY te 


quindi dalla 5* segue ef =(, sicché il sistema non ammette alcun 
3 





int 
il s 


ci 


na 


0, 
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integrale. Dunque una condizione necessaria (ma non sufficiente) perch 
il sistema ammetta qualche integrale @ che sia: 


2(=) = 0. 





Perché il sistema sia completo, dev’ essere: 


Ry) __ Ry Ry 
X (ss) = ¥ (G8) = 2Gs) = 9, 
cioe oa dev’ essere un integrale del sistema stesso. 
12 

Si verifica facilmente che due integrali qualunque del sistema sono 
tra loro in involuzione. Quindi, se il sistema ammette almeno 3 
integrali, potra ottenersi un integrale della (3) dipendente da due 
funzioni arbitrarie di due argomenti. 


§ 7. 
Merita finalmente una considerazione speciale il caso in cui: 
81, = 8» = S33 = Sy, = 8,3 = 8,, = T= 0, 
in cui cioe Pequazione (3) @ lineare rispetto alle derivate seconde. 
In questo caso le formole (37) perdono ogni significato. 
Le L,, Z,, L, sono sempre decomponibili in fattori lineari. 
Supposto dapprima che nessuna delle R,; sia nulla, facciamo: 


L, = R,,d2,? — 2R,,dx,dx, + R,,d2x,? 
1 
=~ (Ry,dx_ + a, dx) (R,,dx, + B, dag), 
L, = R,,dx,? — 2R,,dx,dx, + R,,dx,? 
= kK (Ry, dx, + a, dx) (Ry, dx, + B,dx,), 
L, = R,,dz,? — 2R,,da,dx, + Ryda,’ 
_ ie (Ry dx, + a,dx) (Ryydx, + Byd 2). 
Dovra essere: 
a,+6,=——2R,,, a, 8, =R,, Ry; a, + B,= —2 Ry, a, B= Ry, Ry; 
a,+pB,=—2R,,, a8, — R,, Ry», 


quindi, indicando con ¢,, &, &, dei coefficienti che possono assumere 
il valore + 1: 


eae — Ry t+aV—Xy, By = — By — yV¥—Xy, 
a = — Ry + &Y— Xp, By = — Ry — &V— Xn, 
ar Ry + &V— Xyg, Bg = — By — &V— Xqy. 
Si avra pertanto il sistema lineare, dove le ¢ possono prendere 
segni qualunque: 
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Ry,dx, + (— Ry; + &, V— X;,) dz,=0, 
R,, dx, + (— Ry + &Y— Xp) dz, = 0, 
Ryda, + (— Ry + &V— X53) dx, = 0. 

Perché queste tre equazioni possano coesistere, dev’ essere: 
(64) Ry, Ry Rss + (— Ry + &V— X33) (— Ris + &V— Xx») 
>< (— By + 4 V— Xy) = 0, 

che pud anche scriversi: 


(65) Ru RS + Re Ris + Res Ris — 2 Riz Ris Ros — Ru Ree Rss = 0 *). 





*) La riduzione a questa forma pud farsi come segue. 


Pongasi: 
Rae ne A ene, Am, A 
— +, GX VF mam, — GXe om  aViF mam, 
— 8 Loe = — #,V1,2 — m, = m5; 
Lil=r, Z121,?m,=s, Z1,? mgm, = t, N,M—gNs =U, TX1hlhn,—v, 


Z1,ngn, = w, 
dove le & rappresentano funzioni simmetriche. Si ha evidentemente: 
(a) My Mem, = 1, 
e la (64) pud scriversi: 
. 1 — (1, + m4) (Ty + Me) (1g + 3) = 0, 
ossia: 
(6) 1—r—v—w—u=0. 
Si ha poi, tenuto conto della (a): 
(y) we = nF n,?ng? = (1? — mj) (1? — mg) (1,2 — m,) =r? —s +t —1, 
(8) v® = F121? n,? + 2TD1,lengl lyme = 21,71,21,2 — 21,21,2m, + 21,11, 51, n,n, 
= 3r?—s+ 2rw, 
(€_) w= Z1,?n,2n,? + 21, nenglengn, = Z1,21,21,2 — 251,21,2m, + Z1,2m,m, 
+ 24 Ngns Sl,1,nz = 37? — 2s +¢-+ Qu. 
Ricavando v dalla (8) e quadrando, si ottiene: 
ev=(l—r—u)?—2(1—r—uw+u%, 
ossia per le (8), (s): 
37? — 8 + 2rw = (1 —r — wv)? — 2(1 — r — u) w+ 8r* — 28 +t+ 2uv, 
da cui riducendo: 
e per le (8), (y): 
2w = 2u(1 —r—wu)—s+t+(i—r—u)? 
= 2u —2ur—2u?—s+t+i1+r?7+ uv? — 2r— 2u+ 2ur—2(1 — 1), 
v=1—r—u—w=— &. 


20 = 2u(v + w) —s+i+(i—r— uw), 
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Poniamo per brevita: 


a — FutV~ Xn mt — Put V=Xs 

A, Rss Us Rs ’ 

dove i segni si possono scegliere indipendentemente per le due coppie 
di valori. Supposta soddisfatta la condizione (64), il sistema lineare 
trovato sara equivalente all’ uno o all’ altro dei due sistemi, di due 
equazioni ciascuno: 


dz, — A, dx, =0, dz, — ujdz,=0. (¢=<=1, 2) 
Sostituiamo nella A —0; avremo: 
Ry, midp,dx,? + R,,Adp,dx, + Rygdiwdp,daz,? + Vduda,? = 0; 


ora: 
R 
RB, = Aida, Fe = Bibles 
quindi Vequazione precedente diviene (dividendo per R,,d2,?): 
U 
AyAguidp, + My My Aidp, + A:uidp, + Ra 4; uidz, = 0, 


da cui dividendo per 4;u; e ponendo {i,h} —{1, 2}: 


U 
Andp, + tadp, + dp; + p- da, = 0. 
Abbiamo pertanto i due sistemi: 


U 
dp, + A,dp, + udp, + Rs dx, = 0; 


U 
dps + A,dp, + udp, + Ru da, = 0. 


Questi sistemi, dedotti nell’ ipotesi che le R,; sieno tutte diverse 
da zero, valgono anche nel caso in cui una delle R,,, R.., od 
ambedue, sieno nulle. Infatti, se si introducono nelle: 


L,=—0, L,=0, L,=—0, A=0 


le espressioni di dz,, dxz,, dx, ricavate dalle (66), (67), esse sono 
identicamente soddisfatte. Resta escluso il solo caso R,, = R,.— R,, =0, 
ma @ facile vedere che in questo caso il nostro metodo non pud con- 
Dopo cid segue dalle (y), (8): 
r—s+t—i1=3r—s-+ 2r(i—n), 
ossia riducendo: 
t—2r—1=0, 

Infine, se rimettiamo per t, r le loro espressioni, otteniamo appunto, dopo facili 
riduzioni, la formola (65). 
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durci ad alcun risultato. I sistemi (66), (67) possono trasformarsi nei 
seguenti sistemi d’equazioni a derivate parziali: 





[ze a, cf 0, 
(68) {20 — in 0, 
ot ay Ft ay + (agp, + wpe +0.) SE — FSF m0, 
ap i, a oe 
(69) Jor tin — 0, 
FE + a, SF +p, $F £ + (ap, + Pr +p») So — gf m0. 


Denotiamo con X(f)=0, Y(f) —0, Z(f) =O le tre equazioni 
(68). Avremo: 


a= 
nea daniline iptine- 
+ X(Agp, + MoPo + Ps) 5, of 
a0 | + (aa) - x60) =e. 


¥(2(f) — 2(¥(f) = Ya, ££ + ¥(u,) £4 
+ Y(Ap, + Po + Ps) a 


| +(Z(m)— ¥GP)) =o. 


Perché il sistema sia completo (e quindi jacobiano), tutti i coeffi- 
cienti di queste espressioni devono annullarsi. In particolare dev’ essere: 
O = X(A,) = X(u,) = F(A.) = Y(u,), 

O — X(A.p, + Heo + Ps) = X (Aq) py + X(p,) Ae + X(t) Do 
+ X(p2) te + X (ps) 
= A, X(p,) + UW. X(p.) + X (ps) = 4, —A, 
O= Y(A,p, + Mo. + Ps) = Y (Aq) py + Y(p,) Ao + Y (us) po 
+ Y(p2) He + ¥(ps) 
= A, ¥ (py) +t tH ¥(p2) + Y (ps) = ty — 


Quindi, perché il sistema sia completo, @ necessario che sia: 





Ay Ay, hy = My 
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Queste condizioni non sono sufficienti. Pud perd dimostrarsi che, 
se esse sono soddisfatte e se il sistema ammette tre integrali indi- 
pendenti, esso ne ammette un quarto, e quindi @ completo; in altre 
parole che, se il sistema non @ completo, esso ammette tutt’ al pid 
2 integrali indipendenti. 

Indicheremo con 4 il valore comune di 4,, 4,, con mu quello di 
u,, ,- Se il sistema non @ completo, una almeno delle 3 combi- 
nazioni (70) non sara identicamente nulla; se due non lo sono, il 
teorema @ provato. 

Supponiamo dunque che una sola delle combinazioni (70) non sia 
identicamente nulla; questa non pud essere la prima, perché, se le 
altre due sono identicamente nulle, si ha X(u) —0, Y(4)=—0. Sia 
dunque la seconda non identicamente nulla, e denotiamola con W(f)=0, 
imaginandola prima divisa per X(A). Siccome X(u) — Y(A4)=0, 
Y(A) =0, ne segue X(u) — 9, e quindi: 


X (Ap, + Up, + Py) = AX(p,) + p, X(A) + wX (py) + p, X(u) 
+ X(p;) = p, X(A), 


sicché si ha: 


— | of 1 U)\ of 
Wf) = Fe, +P as + xy (2) a x (72) 2 =o. 
Caleolando X (W(F )) _ W(X(f)) » si trova che il coefficiente di 
a in questa combinazione @ X(p,), cioe 1; quindi essa non pud essere 


identicamente nulla, cid che prova l’asserto. 
Se X(4) =O, si ha: 


win=t=0, 
quindi: 
2(W(f) — W(2(f)) =— Wa) 2 — ww Ze 


— WAp,t+up.+Ps) ott WR.) in ™ 


Perché questa combinazione fosse identicamente nulla, dovrebbe 
essere: 


0= WiA), O= Wi), 
O= Wap, + wp. + Ps) = p, W(A) + p, W(u) +-1, 


equazioni che sono incompatibili. — Cosi il teorema @ completamente 
dimostrato. 


Se w @ un integrale del sistema (68), v un integrale del sistema 
(69), si ha: [w, vo] = 0. 
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Si ha infatti: 


ou __, dw ou iy, ou 
OP, 1op,’ Ope dp,’ 
ow Ou ou ou oe U du 
ja, tig — * Fa + Ps be) — Me ia * po) + Boe 
a 
OM 2 Ops’ OPe Me Ops’ 
Ov an ov U dv 
oe + py oe = — A, (< +7 $2)—m(Z + +5) + HF 
quindi: 
ou (dv ov oe) 
[u,v] = Ai Op, ian P p, $2) +m 5 = (5s + Pr, $=) 
Ou dv av av 2) U dv 
+ Ps L- a Gx + Py Ps 53) i m G+ Po 33) + BR, aa 
Ov (du Ou Ov (au au 
—A, OPs i? 152 — Fe op, Same + Pa 5s) 
ov ou _ U du 
” se | — as (Fe + Ps Ga) — te Gee + Po bs) + By <|- 


Quando 4, = A,, w, =, si ha: 
Xi = Xy = X33 = 0, 


ossia : 
Ruke=Ri, RuRs=— Ris, RRs = R35, 
e l’equazione di condizione (64) si riduce a: 
Ry, Ry, Ry, = Ry. Rs Ras, 
da cui si ricava facilmente, mediante le precedenti: 
RyRsy = Ry Ry, Ry Ry» = RyRy , Rs R,, = Ry. Rs, 


ossia: 
Xi. = Xy3 = Xy = 0. 


Inoltre: 
ie _ Ry Ru _ a Rr 
A i ay — Rss — Ry’ Uy i) = mm — R,;’ 
quindi: 
_ — Fis Res _ Rie 
Ao, = Ayu, = Ry ™ 


Ora dalle (66) (o (67)) si ha, posto 4; = 4,=/, w= 4, —U: 


R 

dx, = — 8 (dp, + dudp, + Adp,), 
R, 

di, = — FP [Audp,+ w?dp, + udp,l, 


Ry 
dx, = — > [Adp, + udp, + dps]; 





tm vir aime oft ee x a 
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ne segue: 
dx, = — 7 [Ryudp, + Ry dp, + Rysdp,), 
(71) dx, = — F [Ry dp, + Rydp, + Ros dps), 
day = — 7 [Risdp, + Risdp, + Ry dp;). 


Le (36), (38) sono evidentemente soddisfatte per la nostra equa- 
zione, e perd, se noi applichiamo a questa la trasformazione di Legendre, 
otterremo una nuova equazione per la quale le (36), (38) saranno pure 
soddisfatte. Si vede poi che il sistema (71) si trasformera appunto nel 
sistema (37), e quindi il sistema (68) (o (69)) nel sistema (40). Se 
il primo @ completo, lo sara anche il secondo, e allora potremo ottenere 
per l’equazione trasformata un integrale con 3 funzioni arbitrarie (§ 4). 
Da questo potremo dedurre un integrale con tre funzioni arbitrarie 
(d’un argomento) dell’ equazione primitiva. Se i sistemi (68), (69) 
sono diversi, e se ambidue, od uno, ammettono tre integrali indi- 
pendenti, si pud ottenere un integrale dell’ equazione con due funzioni 
arbitrarie di due argomenti. 


§ 8. 


Come applicazione delle teorie esposte svilupperemo due esempi. 


9, 295 ( 94%, — Poo) Poo — 4 Po" Xs P33 — 4P2P3% Pio 
— 225( pix, — 2%) (po0pss — pos) — ps1 (pu pes — prs) 





Pu Pro Pis 
— 4 py X; X3( P13 P23 — Pi2Ps3) + 21° Xs | Pia Poe Posi + 4p."p3 = 9. 
\Pis Pos dal 
Si ha: 

Ry, = 0, Ry = 2p, (p,%, — Po%), Ryy = — 4,7 as, 
Ry,= — 2p. py%, Ry=—0, R= 0, Sy, = — 2%,(p,2,—p.o), 
8, =0, Sj, = —pyay?, Sy = —2p.%,2,, S,=—0, 8, =0, 

T=2£,°x,, U=4p,"p,, 
quindi: 
Yi, = 0, Yon = 2p3%,7a3(p,%, — Po%),  Y33 = — 4p,"a,?2,", 
Yin = — 2p.p,%,°x3, Yyy~=0, Yi, = 0, W= 4p,?p,x,'a,”. 


E. facile constatare che le condizioni (36), (38) sono verificate, 
Il sistema (40) é: 
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of Of | Pit — Pat, OF Pe of 
Ba, + Pigg t 2a ae + 3S 5°: 


Pe 
of Of , 2p. Of oa 
(72) Om, + Po 2 + 2, OP =0, 
of Of , Ps of at 
ja, + Ps +s OPs = 0, 


e si pud verificare che esso @ completo. 
ll sistema ausiliario dell’ ultima equazione é: 


dx, - dz, da, _ dz_ dp, dp, dp, 
= — at ‘an Ss — —= 


0 0 1 Ps 


0 P,° 
@s 
esso ammette gl’ integrali: 


Z,= cost., 2, = cost, p, = cost, p, = cost, S = cost, 


: t 
2 — 5p;%, = cost., 


quindi, posto: 


P 
MZ, yy, gD, = — Pr; et 
1 
Ug = 8 — SPX) 
Pintegrale generale dell’ ultima equazione (72) é: 
f= Fu,, Ug, Ug, Uy, Us, Ug)» 
Ne segue: 
of OF FOF Of oF 
0%, Ot,’ 02 Ot,’ OP, Ou,’ 
e la seconda delle (72) diviene: 
oF oF 9 % OF 
(73) Ou, op Uy Ou, a 2 us Ou, == 
Il sistema ausiliario di questa equazione é: 
du, __ dy __=« dus _—s du, _—s du,_— du, 
. 3 ee -— oe ee 
bad 
esso ammette gl’ integrali: 
u, = cost., u,=—cost., uu, = cost., Pe — U, = cost., 
om 


Ug — Uy U, = cost. 
Ai due ultimi possono anche sostituirsi i seguenti: 


1 
2. U, — U,U, = cost, uw, — z 1 M3 = cost. 





Vin 
uli 


es 


q' 
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Posto adunque: 


_ P. 
GOH Hh, HON, Roam s, 
V, = 2u,U, — UU, = 2p, 2. — py H,, 


1 1 1 
Vs mm Hy — 5 My me — 521% — FP 2%, 
Vintegrale generale della (73), e quindi anche del sistema delle due 


ultime (72), sara: 


2 : f = (0, Vg, Vg, My, U5)» 
Segue di qui: 


 . go _ 1, ao of an i. on wh ee tae 
Ox, Ory 1 Ov, 2+! Ov,’ dz 0v;” op, 190, 2 * ae,’ 
of _a® 


9, 9 
dps Buy + 22 Be,’ 
e la prima delle (72) diviene: 


ao ao ~ 
ay — OM — inc avs 2 + p, 


yp (21%, — Dy Xe) eo = 10 
+2. . ~ (—2 a Ou, 5% 50) > = .* 22, a =0, 
ossia introducendo le v; e earietaaiaash “4 2: 
a ao 
20, an, + 4v, Ov. + 6v UV, = 2 & vg = 0). 


Il sistema ausiliario di questa equazione é: 


® 





dv, dv, dv, dv, dv, 
Sa Sn ie SC 
2% 4U, 0 6%, %,’ 


esso ammette gl’ integrali: 


Ve % 1 
v, = cost., a = cost., r=: ae cost., 0, — 5, = cost., 


quindi, rimettendo le variabili primitive, si hanno i seguenti 4 integrali 
indipendenti del sistema (72): 


Ps Pe Pay — Py Xy 1 1 1 
Dy? we? a + gra Ene eS 


Se pertanto denotiamo con A, B,C, D 4 costanti arbitrarie, ed 
eliminiamo p,, Y., Ps fra le equazioni: 


Ps _. 20, Ps — B, 2% — 1% BA, 
Xs ay Xs 


1 1 
— 5 Ps — 3 P2% — 5 Ps%s = D, 
otterremo il seguente integrale dell’ equazione proposta: 
= Ax,>+ Bu,?x, + Cx? + D, 
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dal quale si potra ricavare col metodo esposto a suo luogo un integrale 
con 3 funzioni arbitrarie d’un argomento. 
Il. 7p), + 2p + Pss + IP2 + 8 P13 + 3 P23 — aes ts om 0, 
L’equazione @ lineare rispetto alle derivate seconde, e si ha: 
9 3 
Ry=71, Ry=—2, Ry —1, R,, aed Ry, = 4, Roy ai 
— M1 + Pet Ps 


x, + 2, — 8a,’ 


quindi: 
X=}; X= — 9, X= — 7: 
La relazione (64) @ soddisfatta se si pone: 
&=& =e =—+1, 0 4 =e a = — 1. 
Si trova: 


A=7, A,=1, w= 2, w=], 
sicché si hanno i due sistemi d’equazioni a differenziali totali: 
dz,—Tda,=—0, dz,—2dz,=—0, 
dp, + dp, + dp, — Pit Pet Po dz, = 0; 


X + Lo — 82, 


dz,—dz,=0, dz,—dz,=0, 
dp, + Tdp, + 2dp, — MEMTM gy, — 0. 


@, + 2%, — 8a, 
Dalle due prime equazioni del primo sistema segue: 
dz, = dz, + dz, — 8dz,;, 
sicché la terza pud scriversi: 
dp, + dp, + dp, — PB FP (da, + de,.—8dz,) = 0. 
Si vede quindi che il primo sistema ammette i tre integrali: 
“,— Tx, = cost, «2, — 2x, = cost., Poth e = cost., 
dai quali si deduce l’integrale intermedio dell’ equazione proposta: 
(74) py + Bo + Ds = (%, + %, — 825) p(w, — Ta,, L, — 2%). 
Poiché il secondo sistema non ammette che due soli integrali, 
dovremo integrare quest’ equazione. I] suo sistema ausiliario é: 
8 oe 2 ce as 


1 1 pF y= Baty) p(@, — Tag, ey — Bary) 


I tre primi membri ci danno gl’ integrali: 





%—%e— Uy, %L,— Lz — Uy, 





ili, 
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dove u,, %, sono costanti arbitrarie; dopo cid si ha dai due ultimi 
membri: 

dz = (u, + u, — 625) p(u, — 62,, u, — a5) day, 
e quindi, posto: 


(75) ic + u, — 625) p(w, — 623, U, — 23) dx, = (uy, Uy, Zs), 
e indicando con u, una terza costante arbitraria, si ha un terzo 
integrale : 
2— U(X, — Xy, Ly — My, Ly) = Hy. 

Pertanto l’integrale della (74), e quindi anche dell’ equazione 

proposta, é: 
& = U(X, — Ly, Ly — Ly, Ty) + Z(G, — Lg, Le — By), 

dove y @ una funzione legata alla funzione arbitraria di due argomenti 


g dalla relazione (75), e y @ una nuova funzione arbitraria di due 
argomenti. 


Messina, 7. giugno 1896. 
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Ueber das Princip der kleinsten Action und das 
Hamilton’sche Princip. 


Von 


Moritz Rirny in Budapest *). 


§ 1. 
Das Verhiltniss der Arbeit zur Helmholtz’schen Formulirung des 
Actionsprincips. 


Vorliegende Arbeit verdankt ihrer Ursprung den diesbeziiglichen 
Abhandlungen von A. Mayer und H. v. Helmholtz, und verfolgt 
das Ziel, das Princip der kleinsten Action zu derselben allgemeinen 
Giltigkeit zu erheben, welche das Hamilton’sche Princip auszeichnet. 
Aus meinen unten citirten ersten zwei Abhandlungen entstand der in 
den ,,Berichten aus Ungarn“ erschienene Auszug; und kritische Be- 
merkungen, die Herr A. Mayer beziiglich der daselbst (pag. 14— 17) 
gegebenen Deutung der Helmholtz’schen Beweise mir brieflich mit- 
theilte, veranlassten mich in Verfolgung und Ausbildung der ihr zu 
Grunde liegenden Gedanken zu weiterer Veraligemeinerung meiner Unter- 
suchungen, die ich hier zusammenfassend der Oeffentlichkeit tibergebe, 

I. Man war beziiglich des Princips der kleinsten Action bis 1887 
der Meinung, dass seine Giltigkeit an die Bedingung gebunden sei, 
dass die Bewegung des Punktsystems dem Princip von der Erhaltung 
der lebendigen Kraft gemiiss vor sich gehe. Die letzte in dieser Auf- 
fassung verfasste Abhandlung, die an Klarheit, Priicision und Eleganz 
ausgezeichnete Arbeit des Herrn A. Mayer**), bewog v. Helm- 
holtz***) darauf aufmerksam zu machen, dass das Princip der kleinsten 
Action auch dann noch giltig sei, wenn das Potential der Krifte, 

*) Aus Abhandlungen vorgelegt der math. naturw. Classe der ungarischen 
Academie der Wissenschaften am 19. Nov. 1894, 20. Mai 1895 und 20. April 1896. 
Erschienen in ,,Math. és Term. Ertesité 1895, 1896‘¢ und in ,,Berichte aus 
Ungarn Bd. XIII“. ; 

**) Siichsische Berichte 1886, Bd. 38, pagg. 343 — 355. 

***) Sitzungsberichte der Acad. zu Berlin 1887, Bd. J, pagg. 225 — 236, 
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denen das durch unveriinderliche Verbindungen beschrinkte Punkt- 
system ausgesetzt ist, von der Zeit auch explicite abhiingt, obgleich 
in diesem Fall das Princip von der Erhaltung der lebendigen Kraft 
nicht mehr Bestand hat. Nach der Darstellung von v. Helmholtz 
soll sogar schon die in den ,,Miscellanea Taurinensia T. II‘ erschienene 
grundlegende Arbeit von Lagrange in diesem Sinne aufzufassen sein. 

Ich muss aber gestehen, dass es mir nicht gelungen ist, in der 
Arbeit von Lagrange eine Stelle zu finden, wo ein vom Erhaltungs- 
princip der lebendigen Kraft unabhingiger Beweis oder selbst Aus-— 
spruch des Princips stiinde; ich finde im Gegentheil tiberall betont, 
dass das Princip der kleinsten Action ein wahres Maximum- Minimum- 
Problem sei mit der Nebenbedingung, dass fir die Bewegung das 
Princip von der lebendigen Kraft bestehe. Dies gilt auch von jener 
in geschichtlicher Hinsicht interessanten Stelle, — Oeuvres de Lagrange 
Tom. I, pag. 384, XIII (Serret’sche Ausgabe) —, welche am allgemeinsten 
gehalten ist und einen vollstiindigen Ausspruch des sogenannten Hamil- 
ton’schen Satzes enthilt. 

Ich muss auch gestehen, dass, so geistvoll die Betrachtungen von 
v. Helmholtz sind, seine Beweise des Princips mir liickenhaft und gar 
nicht iiberzeugend zu sein scheinen. Das Differential der Zeit wird 
variirt, die Zeit selbst aber nicht*); die Bedeutung und Berechtigung 
dieses Verfahrens ist aber nirgends auseinandergesetzt. Und _ selbst 
wenn man dies Verfahren zugiebt, sieht man nach dem Beweise doch 
nur soviel ein, dass auch die natiirliche Bewegung dem Variations- 
problem entspricht, nicht aber, dass nur sie dies leistet. 

Das Verfahren, die Zeit selbst nicht, und trotzdem ihr Differential 
doch za variiren, ist aber bei der Helmholtz’schen Formulirung des 
Princips nothwendig, da man sonst zu gar keiner Verallgemeinerung 
gelangt. Helmholtz sagt nimlich**): 

»ln allen Fallen verlangt man, dass der Gesammtbetrag der Action 
ein Grenzwerth sei fir den Uebergang aus einer gegebenen Anfangs- 
lage in eine gegebene Endlage. Die Variation wird bewirkt dadurch, 
dass man die Coordinaten p,***) der einzelnen wihrend des Ueber- 
gangs eintretenden Lagen des Kérpersystems variirt, gleichzeitig aber 
auch die Zeit, und zwar letztere so, dass der vorhandene Betrag der 
Energie des Systems nicht geindert wird. Da niimlich die Energie 
ausser der potentiellen Energiey+) F, welche nur von der Lage ab- 
hiingig ist, auch noch die lebendige Kraft enthilt, die von den 
Geschwindigkeiten abhingig ist, und die letateren durch Variirung der 


*) lc. pagg. 232, 284. 
**#) pag. 231, Alinea 3, Z. 3—7. 
***) Hier mit g; bezeichnet. 
+) Hier mit — U bezeichnet 
33* 
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Wegstrecken, die im Zeitelement dé zuriickgelegt werden, variirt 
werden, so kann man sdmmtliche Geschwindigkeiten durch Variation 
des Werthes von dt, der zur betrachteten Wegstrecke gehért, veraindern 
und dabei die Aenderung von dé so einrichten, dass der Betrag der 
Energie bei der Variation nicht geiindert wird.“ 

Fasst man das Princip der kleinsten Action im Sinne Lagrange’s 
als ein Maximum-Minimum-Problem mit fester Bedingungsgleichung 
auf, so sprechen die beiden ersten Siitze aus, dass 


t 
6 f2rat=0 
0 
sei bei Einhaltung der Bedingungsgleichung 


T—U=F, 


wo die Energie F dieselbe Werthreihe zu durchlaufen hat in der 
variirten Bewegung als in der unvariirten, und wo das Potential U 
von der Zeit auch explicite abhiingen soll. Dieses Problem enthilt 
aber, wenn auch die Zeit selbst variirt wird, nur dann keinen inneren 


Widerspruch, wenn a von Vornherein verschwindet, d. i. wenn fiir 


das System das Princip von der Erhaltung der lebendigen Kraft 
Bestand hat. 

Will man also zu einer Verallgemeinerung des Princips gelangen 
und dabei seinen Charakter eines Maximum-Minimum-Problems mit 
fester Bedingungsgleichung bewahren, so muss man entweder die 
Unvariirbarkeit der Energie fallen lassen, oder man muss beziiglich 
der Variation die Bedingungsgleichung als abhingig auffassen von der 
Anfangslage, den Anfangsgeschwindigkeiten und der Euergie des 
Punktsystems. 

II. Da Helmholtz die Energie als unvariirbar erklirt, so will ich 
mich zuerst mit der zweiten Alternative befassen, und auseinander- 
setzen, wie ich mir vor Ausfiihrung der Variation die urspriinglich als 
feste Function der laufenden Coordinaten, der Geschwindigkeiten und 
der Zeit gegebene Bedingungsgleichung transformirt denke. 

Gesetzt, wir hatten die Lagrange’schen Gleichungen fiir ein Punkt- 
system gelést, auf welches diussere Punkte wirken, deren Coordinaten 
q. vorgeschriebene Functionen der Zeit ¢ sind. Wir hitten also die 
inneren Coordinaten q; ausgedriickt durch die nuwmerisch gegebenen 
Anfangslagen, Anfangsgeschwindigkeiten und durch die laufende Zeit t. 
Wir berechnen dann die Energie F als Function der Zeit als einzigen 
Variablen, und berechnen endlich durch Umkehrung dieser Zeit- 
function 

t= 2(F), 
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d. i. die laufende Zeit als Function der variabeln Energie. Indem wir 
diese Zeitfunction 2(F’) statt ¢ einfiihren, sind wir also in der Lage 
die tiusseren Coordinaten g, auszudriicken als Functionen von F; und 
indem wir bloss diese Ausdriicke g,(F’) statt q einftihren, die innern 
Coordinaten aber unverindert beibehalten, sind wir auch in der Lage 
das Potential 

U(4,, Ving + + +> Dini Uhr» Vena ee Vim) 


auszudriicken als Function derselben Coordinaten q;,, ...,q,, und der 
Grésse F’; wir wollen diesen Ausdruck 


U(4,; Ging ++ +) Vins Uh (Ff), qk, (F), ty qt, (F)) 


mit U bezeichnen. Fiihren wir denselben in die Hamilton’sche Function 
f=T+ U und in die Bedingungsgleichung ein, so erhalten wir auch 


f=T+ TU 
und die Bedingungsgleichung der Variation 
F=T-U 


dargestellt als solche Functionen der Coordinaten g;, der Geschwindig- 
keiten g; und der Energie F’, die nur fiir die als muwmerisch gegeben 
vorausgesetzten Anfangs-Coordinaten und Geschwindigkeiten Berech- 
tigung haben. 


Wir wollen uns diese Functionen U und f, so wie auch die ge- 
nannten Anfangswerthe als gegeben denken. 

Das Princip der kleinsten Action lasst sich nun bei Zugrunde- 
legung der so ausgedriickten Function U fast vollstindig nach der 
Helmholtz’schen Weise formuliren, naimlich wie folgt: 

Es wird gefordert erstens: dass die Variation der Action bei 
variirender Zeitdauer verschwinde fiir den Uebergang aus der festen 
Anfangslage in die feste Endlage; 

eweitens: dass in der Bedingungsgleichung F=T— U, die 
fiir die variirte Bewegung ebenso giltig erklért wird als fiir die un- 
variirte, die Energie F variabel sei und eine und dieselbe Werth- 
reihe durchlaufe ; 

drittens: dass nicht nur die Anfangslagen, sondern auch die 
Anfangsgeschwindigkeiten dieselben seien, die bei Berechnung des Aus- 
drucks fiir f benutet wurden; auch der Anfangswerth der Energie sei 
ein und derselbe. 

Diese Formulirung des Actionsprincips soll mit EZ) bezeichnet 
werden. 

Die ersten beiden Forderungen kommen auch bei der Helmholtz- 
schen Formulirung vor; die dritte Forderung fehlt bei Helmholtz, sie 
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ist aber, wenn das Problem ein vollkommen bestimmtes sein soll, un- 
umganglich nothwendig. 

Die Rechnungen von Helmholtz lassen sich auf dieser Grundlage 
Wort fiir Wort durchfiihren bis zu jenem Punkte, wo man als noth- 
wendige und hinreichende Bedingung fiir das Verschwinden der Action 
die Differentialgleichungen erhilt: 

se — Re =0, G=?,2,...,9). 

Diese den Lagrange’schen Bewegungsgleichungen der dussern Form 
nach identischen Gleichungen enthalten statt der Zeit ¢ explicite die 
Energie F’, die selbst eine Unbekannte des Problems ist; daher ist 
das gefundene System von Differentialgleichungen ein von dem La- 
grange’schen wesentlich verschiedenes. Die m Gleichungen miissen 
sogar durch die Bedingungsgleichung ergiinzt werden, um iiberhaupt 
ein System zu bilden, das zur Bestimmung der in ihnen vorkommenden 
m+ 1 Unbekannten geniigen kénne; und man sieht auf den ersten 
Blick, dass die allgemeine Lésung dieser n + 1 Gleichungen eine ganz 
andere sein wird, als die des eigentlichen Lagrange’schen Systems von 
n Differentialgleichungen. Aber unserer dritten Forderung gemiiss ist 
nicht von der allgemeinen Lésung die Rede, sondern nur von jener 
particuldéren Lisung, die von denselben Anfangswerthen ausgehen soll 
als die Lagrange’sche, — ebenfalls particulire — Liésung. Es wird 
daher, wenn die Formulirung des Actionsprincips richtig sein soll, 
nur noch zu beweisen sein, dass diese beiden zusammenfallen. Dieser 
Beweis wird im Verlauf dieser Untersuchungen auch unter allgemeineren 
Voraussetzungen beztiglich der Beschrankungen des Systems und be- 
ziiglich der angreifenden Krafte gegeben werden. Hier handelte es 
sich nur darum, die leitenden Ideen und das Verhialtniss meiner Arbeit 
zur Helmholtz’schen Darstellung zu erértern. Der bisher besprochene 
Theil meiner Arbeit weicht von der Helmholtz’schen darin ab, dass 
ich ebensoviel Gleichungen erhalte als Unbekannte im Problem vor- 
kommen, und dass ich die Uebereinstimmung der Gleichungen mit 
den dynamischen beziiglich der particuliren Lésungen nachweise; 
wihrend v. Helmholtz die Bedingungsgleichung des Problems zum Schluss 
nicht mehr erwahnt, und wiewohl er in Uebereinstimmung mit mir be- 
merkt, dass die Gleichungen des Problems insofern noch nicht die 
Lagrange’schen sind, als in ihnen die nicht zu variirende Variable ent- 
halten ist, den wesentlichen Umstand, dass hier nur von gemein- 
schaftlichen particuldéren Lésungen die Rede sein kann, ausser Acht 
lasst. Darum sind auch die weitern Schliisse, die mittels der Hilfs- 
variablen gezogen werden, bei dieser Deutung des Helmholtz’schen 
Variationsverfahrens, soviel ich sehe, nicht fest begriindet. 
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II. Die Helmholtz’sche Formulirung des Actionsprincips setzt 
fiir die variable Energie fest, dass sie keiner Variation unterliege. 
Lisst man diese Festsetzung fallen, und nimmt an deren Stelle an, 
dass die Energie durch eine wnd dieselbe numerisch feste Zeitfunction 
darstellbar sei sowohl in der variirten als auch in der unvariirten 
Bewegung, so zeigt eine leichte Rechnung, dass die Variation der 
Action — bei variirender Zeitdauer und festen Endlagen — fiir die 
natiirliche Bewegung verschwindet, aber nicht nur fiir die natiirliche. 
Es fragt sich daher, welche Forderungen aufzustellen sind, damit 
simmtlichen Forderungen des Problems nur die natiirliche Bewegung 
geniige. 

Es soll gezeigt werden, dass man bei Einhaltung der Vorschrift, 
dass bei Durchftihrung der Variation die Energie variire, das Princip 
der kleinsten Action auf mehr als eine Weise formuliren kann. Ich 
hebe hier die folgenden Formulirungen hervor: 

Man verlange, dass die Variation der Action verschwinde fiir den 
Uebergang aus einer festen Anfangslage in eine feste Endlage auch bei 
belicbig variirender Zeitdauer. Die Definitionsgleichung der Energie in 
der unvariirten Bewegung G=0 (pag. 521, (3)) diene zugleich als 
Bedingungsgleichung des Variationsproblems; und man bewirke die 
Variation auf die Weise, dass die Variation der Energie 


= E' (t) 6t 


sei, unter E(t) die eben eingefiihrte numerisch feste Zeitfunction der 
Energie verstanden. Man stelle endlich Eine der folgenden For- 
derungen auf: 

A) Die Variation der Action verschwinde selbst dann, wenn eine 
beliebige Zwischenlage in der gesuchten Bewegung als feste End- 
lage aller variirten betrachtet wird. 

B) Die Bewegung gehe aus gegebener Lage mit gegebenen 
Geschwindigkeiten aus, und die feste Function E(t) sei eben die La- 
grange’sche zu den gegebenen Werthen gehorige Zeitfunction der 
Energie. 

C) Es habe fiir die gesuchte Bewegung der Sate von der lebendigen 
Kraft Giltigkett. 

D) Es habe an dessen Stelle allgemeiner irgend ein anderer Satz 
Giltigheit, dessen Gleichung aus den Lagrange’schen Bewegungsgleichungen 
linear zusammengesetet ist. 

In einem jeden dieser vier Féille geniigt stimmtlichen Forderungen 
die Lagrange’sche Bewegung und nur sie. 

Von diesen Conceptionen des Actionsprincips steht die mit der 
Forderung C) erginzte zu der Helmholtz’schen Arbeit in naher Be- 
ziehung. Die einzuhaltende Bedingung ist naimlich 
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dF =—dT—<dU 


d. i . 
E'(t) dt =o T— ; Par — oF at. 
Da nun die Forderung C) ihren Ausdruck in der Gleichung 
ae + Fe 
d. i 


, aU 
E'(t) +97 =0 


findet, so nimmt diese Bedingungsgleichung der Variation die Ge- 
stalt an 


1 aU» 


Wenn man aber in den Helmholtz’schen Rechnungen die Gleichung 
1b pag. 232 oder 2a pag. 234 durch diese ersetzt, so ergeben sich 
die Bewegungsgleichungen direct in der eigentlichen Lagrange’schen 
Form, 

Es lasst sich aber schwerlich annehmen, dass v. Helmholtz dies 
im Sinne gehabt hitte. Dagegen sprechen seine mehrmals wiederholte 
ausdriickliche Variationsvorschrift, ,,dass der vorhandene Betrag der 
Energie des Systems nicht geindert werde“, wie auch die von der 
letzten Alinea, pag. 233, an stehenden Schliisse: ,,Im F allein wiirde 
noch @ stecken kénnen, ...“. Bei dieser Auffassung kénnten ja in 
den abgeleiteten Bewegungsgleichungen ausser der Zeit, den Coordi- 
naten und den Beschleunigungen andere variable Gréssen schon von 
Haus aus nicht vorkommen. Die soeben citirten Schliisse hitten daher 
gar keinen Sinn. 

Ich erlaube mir noch eine Bemerkung: Man kann niamlich in 
dem Helmholtz’schen Specialfall die Forderung C) und die Vorschrift, 
dass die Energie eine feste Zeitfunction sei, in die Eine zusammen- 
fassen, dass vorschriftlich 

. aU 

OF = — at dt 
sei, und man kann eine fhnliche Zusammenfassung auch im all- 
gemeinsten Falle aufstellen. Diese Vorschrift fiihrt direct zur Glei- 
chung (*); sie muss aber, um vollstindig erfasst werden zu kénnen, 
doch nachtraglich in ihre natiirlichen Bestandtheile zerlegt werden; 
dies der Grund, weshalb ich von dieser Zusammenfassung absehe. 
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§ 2. 
Zusammenfassung der Bezeichnungen. 
IV. Im Anschluss an die Arbeit des Herrn A. Mayer sollen 


folgende Bezeichnungen eingefiihrt werden. 


Es bezeichne iiberall: 

T die lebendige Kraft des Punktsystems, 

U das Potential des Punktsystems, 

q: die unabhiingigen Coordinaten desselben, 

diy b; die Anfangs- resp. Endwerthe der Coordinaten, 

a;, bi ,, - » », Geschwindigkeiten , 

t die verinderliche Zeit, 

t, ein Zeitintervall, 

m die Anzahl der unabhingigen Coordinaten der innern Punkte 
des Systems. 

Es bezeichne ferner F' eine (etwa im Ausdruck von U vorkommende) 


veriinderliche Grésse, E(f) eine fiir die Variation feste Function der 
Zeit, und es sei 


(1) 
(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


(7) 








dq; 
qi =Th’ 

f=T+ U, 

_ Si af ; 
G= Dig f—F 
=) a of 
ater dt dq; ’ 


i ol gi dt= ((f + F+G@) dt. 
1-fStean| 


Demgemiss ist f eine gegebene Function der unabhingig verinder- 


lichen Gréssen q;, gi, F und ¢, und enthilt auch, nimlich in U, eine 
willkiirliche additive Constante; diese Constante soll keiner Variation 
unterliegen. Da bei der Variation der Zeitintegrale H, J und A die 
Zeit ¢ der Variation unterliegen soll, so fiihren wir als reihendes Element 
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eine unvariirbare Veriinderliche m ein, und bezeichnen die Differential- 
quotienten der Zeit und der Coordinaten nach ihr, wie folgt: 





dt 
t = agp ? 
aq; 
= do 
Es bestehen dann die Identitaten: 
— 
di ; ’ 
64; ‘%q 4 
— ia i 
6 af e% 6 a( fe) 
(8) af _ at #% _ af j_ afd, 
04; 0q; C4 04; 04; 
lat y q * yy 
i of _j of 0 fi = -. ss * 
at - 09; dt 2 dq, “? 
oft ee > of .. , 
ct 1 04; a +r I: 


Man verificirt endlich aus (3) leicht 


n 


n n 
ao a... Se rs 
(9) A, = j og; q= > >} 047 0G Gi Yi; « 


Es soll vorausgesetzt werden, dass diese Grésse H, in dem in Betracht 
kommenden Zeitintervall von 0 bis ¢, nirgends verschwinde, und das- 
selbe soll auch von der folgenden Functionaldeterminante voraus- 
gesetzt werden: 











' laa ee . ae 
| 0g, 0% 09: 0% 0% 09, | 
ee. 

(9) D, =| 0% Res Ode O%e CF On |. 
| : | 
ar arf ar 





0G, 09: 0% 0% 


0%, 04, 
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§ 3. 
Die Bewegungsgleichungen des Punktsystems. 


V. Fiir die Bewegung des Punktsystems bestehe das folgende 
System von gewdhnlichen Differentialgleichungen: 


, d . ‘ 

(10) w= fo — FH; GH1,..., a] 
” aG__d | of . 

(10) #=4|2) 0a; 7 Gi -f-F)=0. 


Bei Ausfiihrung der angezeigten partiellen Differentiationen nach gq; 
und g; sind die in f explicite vorkommenden Gréssen ¢ und F als 
constant anzusehen. Kommt F in f explicite nicht vor, so sind die 
Gleichungen bekanntlich die von Lipschitz und Schering verallge- 
meinerten sogenannten Lagrange’schen Bewegungsgleichungen*), In 
diesem Specialfall ist F’ die Energie des Systems. Kommt Fin f auch 
explicite vor, so soll f der Beschrinkung unterliegen, dass die » + 1 
Gleichungen zur Bestimmung der in ihnen enthaltenen » + 1 Grossen 


Gir Goy+ ++ Qn, F 
als Functionen von ¢ geniigen, und falls die Anfangswerthe der Coordi- 
naten, der Geschwindigkeiten und des F' gegeben sind, diese Func- 
tionen eindeutig bestimmen. 

Ich werde im Folgenden die Gleichungen (10) und (10) auch in 
dem allgemeinsten Falle die Lagrange’schen Bewegungsgleichungen, und 
die Grésse F’ die Energie des Systems nennen. 

Vi. Satz von der lebendigen Kraft. Das Integral G = constans 
als Definition der Energie. 

Die identische Gleichung (3) giebt die folgende: 


dG _ d ef at af efaF aF. 

7 PACT bq; - $5) # — 3t — OF dt ~ ati 

aus ihr folgt daher bei Riicksicht auf die ania (10°), (10”) 
_ dG 

(11) eo 4 (+ £h) SF =o. 


Diese Gleichung aii den Satz von der lebendigen Kraft aus 
fir die betrachtete Bewegung, und bestimmt im Allgemeinen den 
Differentialquotienten der Energie nach der Zeit als einwerthige unction 
der gleichzeitigen g;, qi, ¢ und F. In einem Specialfall jedoch, der 
fiir die Folge von Wichtigkeit sein wird, fallt al aus der Gleichung 


") Lipechite: Untersuchungen eines Problems etc. Crelle’s Journal Bd, 74; 
E, Schering, Hamilton-Jacobi’sche Theorie etc. Géttinger Abh. 1873. 
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heraus. Es ist dies der Fall, wo f von ¢ explicit nicht abhingt, und 


od von Null doch verschieden sein soll. 


Die Gleichung (11) zeigt, dass in diesem Falle zu jeder Zeit 
(11’) 1+ —=0 


sein muss. In diesem Specialfall bestimmt aber eben diese Gleichung 
die Energie F unmittelbar als Function der g; und g;; es wire denn, 
dass die Gleichung eine Identitat wire, welchen Fall wir aber von 
der Betrachtung ausschliessen wollen. 

Ist umgekehrt f von ¢ explicit unabhingig, und finden in der 
Bewegung neben den Gleichungen (10°) auch die Gleichung (11’) zu 
jeder Zeit statt, so zeigt ein Blick auf die Identitaét (10), dass dann 
auch die Gleichung ai 


aS 


zu jeder Zeit stattfindet. 

Ich werde im folgenden diese durch die Gleichungen (10’) und (11’) 
definirte Bewegung die Lagrange’sche zweiter Classe nennen; hingegen 
soll jene Bewegung, zu deren Definition die Gleichungen (10') hin- 
reichen, falls f von F explicit unabhingig ist, die Lagrange’sche erster 
Classe genannt werden. 

Man sieht unmittelbar, dass 


(10) G — Dia qi — f — F = const. 


ein allgemeines Integral der Differentialgleichungen der Bewegung ist; 
diese Gleichung soll im folgenden die Definitionsgleichung der Energie 
genannt werden. Ist aber die Bewegung eine Lagrange’sche zweiter 
Classe, so liefert auch die Gleichung (11’) eine Beziehung zwischen F, 
den g; und den g;. Man erhilt daher mittels Elimination von F aus 
den Gleichungen (10) und(11’) ein allgemeines Integral der Differential- 
gleichungen, in welchem bloss die g; und die g;) vorkommen. 


Bemerkung. Die Auflésung der Gleichung (11’) nach F sei 


PuPis in Ot 45-1 hy 


und man bezeichne mit f diejenige Function, die sich aus f ergiebt, 
wenn an Stelle von F die Function F substituirt wird. 
Wir haben dann 
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daher vermége der Gleichung ae 


~ 
und ebenso - 
of, =o, +P). 


Ist daher die Bewegung von i zweiten Classe, so ergeben ihre 
n+ 1 ee die von F vollstiindig freien » Gleichungen 
/ d : 

(10*) at ay + F)—Z(F+F)=0, (¢=1,2,...,m). 

Die zum Potential U gehérige Bewegung zweiter Classe ist dem- 
nach, kinematisch betrachtet, identisch mit derjenigen Bewegung erster 
Classe (10*), die zum Potential U+ F' gehért. Aber die Energie- 
mengen sind in beiden Fiillen verschieden. Bei der Bewegung zweiter 
Classe ist nimlich die gesammte Energie des Systems = F, also 
variabel; bei der durch das System (10*) definirten Bewegung erster 
Classe hingegen ist diese Grésse 

$ ort) qi (f+ F), 

1 ’ - 
und daher constant. Die beiden Bewegungen sind demnach physikalisch 
genommen verschieden. Auch ihr Verhalten dem Actionsprincip und 
iiberhaupt den Variationsprincipien gegentiber ist ein verschiedenes; 
und hierauf wird es uns zuniichst ankommen. 


§ 4. 
Das Hamilton’sche Princip in allgemeiner Form. 

VII. Wir supponiren bei der Berechnung der Variation des Zeit- 
integrals H, dass simmtliche Punkte des Systems die fiir die Variation 
festen Anfangslagen a; gleichzeitig, zur Zeit ¢ = 0, verlassen, und in 
die festen Endlagen }, gleichzeitig ankommen, dass jedoch die Zeit- 
dauer ¢, der Ueberfiihrung der Variation unterliegt; die Variation der 


Zeitdauer ¢, sei mit d¢, bezeichnet. Es ergiebt sich dann auf be- 
kannte Weise 


(Go 4 A(ft)\ 59. 
(0 d a(fi) 
“he ap bt *) bdo 


+ J pit) 6F dp + (710 at) . 
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Daraus ergiebt sich mit Herbeiziehung der Bezeichnungen und der 
Resultate in IV 


t th 
(12%) 9 fra f (Surat (+ +4( SE fa —1)) a+ 3a) at 
e e 1 
0 0 
~( spf aif) dt,, 
1 th 


das ist nach (3) und (5) 


t 
_{{(s dF fel e 
(12) n= f (Su sa+G fy + Bott 2 op) at dt 
e 1 
0 


— (F+G), dt. 


Nimmt man Riicksicht auf die Identititen 


ty t, 
7] Fat = | (Or—- di)dt + Pot, 
% 0 


ty ty 
6 feat = fee — TF dt)dt + G94, 
% v 


so findet man mittels Addition zu dH bei Miteinbezichung von (6) 
und (7) 


(13) a= f (Sider C+ , ae )ot+(1+4 2 {)or) dt—G, dt, 
4 1 
(14) sa—[ (Sida stott(1+ fp)ar+-a0) dt. 


Eine nothwendige Bedingung zum Verschwinden sowohl des 6H 
als des 0J und des 0A bei ganz willktrlichen dq; ist daher das Be- 
stehen des Gleichungssystems 


L, = 0, (¢an1,2,... n). 


Wenn aber diese Gleichungen bestehen, so vereinfachen sich die 
Ausdriicke von 0H, dJ und 0A auch in Folge der Identitit (10); wir 
haben niimlich: 





Ja 


ir 
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ty 
, "0 dF 
(12) oH “J se(OF — 4; dt) dt — (F+G), dt, 
t 
, - af aF 
(13') 0T— f+ aE) CF a dt)dt — G, dt, 


(14°) 3A =f (+3 OF-G siat+ ((0G—%E dd) dt. 
0 0 


Daraus folgt, dass das Bestehen des Gleichungssystems DL; = 0 zum 
Verschwinden von 0H, 6J und dA, wenigstens im Allgemeinen, selbst 
dann nicht geniigt, wenn d¢, =O ist. Aus den Gleichungen (12), (13), 


(12°), (13°) ergeben sich ferner mit Leichtigkeit die folgenden Conse- 
quenzen: 


VIII. Das Hamilton’sche Princip fiir die Lagrange’sche Bewegung 
erster Classe. Ist f explicit unabhaéngig von F und soll 6H bei nicht 
variirender Zeitdauer ¢, und bei ganz willktirlichen dg; verschwinden, 
so ist hierzu das Bestehen des Gleichungssystems 


L,=0, (a= 1,2,..., ”) 


eine nothwendige und hinreichende Bedingung. Die Bewegung ist 
daher jedenfalls die Lagrange’sche erster Classe. 

Das Hawmilion’sche Princip fiir die allgemeine Lagrange’sche Be- 
wegung. Stellt man beziiglich der Variation die Forderung auf, dass 
0H =O sei bei unvariirter Zeitdauer und bei ganz willkiirlichen 0 4q,, 
wahrend zwischen 0F' und d¢ die Beziehung 


_ aF 
(15) OF = & ot 


stattfinden soll; stellt man ferner zur Definition von F von vornherein 
die Gleichung G = 0 auf, so ist die Bewegung gewiss die allgemeine 
Lagrange’sche. 

Da nimlich d¢, =O ist, und die Gleichung (15) bestehen soll, 
so verschwindet die rechte Seite der Gleichung (12'); diese besteht aber 
dann und nur dann, wenn die unvariirte Bewegung den Gleichungen 
L;=0, (= 1,2,..., ”) gemiiss vor sich geht. Diese L; = 0 mit- 
sammt der von vornherein geforderten Gleichung G—O definiren 
aber die Lagrange’sche Bewegung (10), (10”). 

Bemerkung. Da f auch eine willkiirliche nicht zu variirende 
Constante enthilt (pag. 521), so sind die Gleichungen G = const. und 
G = () fiquivalent. Man bemerkt auch, dass diese Gleichung sich nicht 
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aus dem Princip ergab, sondern von vornherein angenommen werden 
musste. Das folgende Variationsprincip ist in dieser Beziehung voll- 
kommener. 


IX. Variationsprincip fiir die Lagrange’sche Bewegung zweiter 
Classe. Soll dJ bei ganz willkiirlichen dg;, OF und dt, selbst dann 
verschwinden, wenn man die unvariirte Bewegung mit einer beliebigen 
solchen vergleicht, deren Anfangslage dieselbe ist, wie die der un- 
variirten, deren Endlage aber diejenige ist, welche die unvariirte zu 
einer beliebigen Zeit zwischen 0 und ¢, einnimmt, so ist hiezu das 
Bestehen der Gleichungen 


L;=0, , 
7] 

1+ %6=0, 
G=0 


eine nothwendige und hinreichende Bedingung. Die Bewegung ist 
daher jedenfalls eine Lagrange’sche zweiter Classe. 


Bemerkung. Die Bedingung (15) liuft auf die Forderung hinaus, 
dass die Energie in den variirten und in den unvariirten Bewegungen 
eine und dieselbe feste Zeitfunction sein soll mit numerisch bestimmten 
Coefficienten. Die Gleichung (15) ist daher der folgenden iquivalent: 


(16) F = E(t). 


Das entsprechende Variationsprincip fiir die allgemeine Lagrange’ sche 
Bewegung. Soll aber OF nicht mehr willkirlich sein, sondern der 
Beschrankung (16), d. i. der Gleichung 


aF 
(15) oF = 1" at 


unterliegen, wahrend die dq; und d¢, willkiirlich sind, und soll dJ 
selbst dann verschwinden, wenn ¢, (wie soeben) eine beliebige Zwischen- 
zeit bedeutet, so ist hiezu das Bestehen der Gleichungen 

L,=0, (i—=1,2...,%) 

G=0 


eine nothwendige und hinreichende Bedingung. Die Bewegung ist 
daher jedenfalls eine Lagrange’sche. 
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§ 5. 
Das Actionsprincip, wenn die Energie fir variirbar erklirt wird. 


X. Das mit A bezeichnete Zeitintegrai wird bekanntlich im Special- 
fall, wenn 7’ eine homogene quadratische Function der g; ist und U 
nur von der Lage abhiingt, die Action des Systems genannt; es soll 
auch im allgemeinsten Falle mit demselben Namen belegt werden. 

Da der Ausdruck (14’) eine Folge von (14) ist, sobald simmtliche 
0q; gang willkiirlich sind, (14°) aber verschwindet, wenn der Variation 
die Beschriinkung auferlegt wird, dass sowohl F als auch G dieselben 
numerischen Zeitfunctionen seien in der var‘irten Bewegung als in der 
unvariirten — im Sinne der Gleichungen (15), (16), — so kénnen 
wir die folgenden Satze aussprechen: 

1. Wird gefordert, dass die Variation der Action verschwinde bei 
Ueberfiihrung aus einer festen Anfangslage in eine feste Endlage, und 
wird gefordert, dass /’ und G in den variirten und in den unvariirten 
Bewegungen dieselben Zeitfunctionen bleiben sollen, so ist hiezu das 
Bestehen der Gleichungen 


=, 6=—1,%...9 


eine nothwendige und hinreichende Bedingung. 

Da demnach G beliebig verinderlich sein darf, so entspricht diesen 
Forderungen nicht nur die Lagrange’sche Bewegung. 

2. Halten wir die Forderung beziiglich F aufrecht, wihrend wir 
die Variation von G@ fiir unabhingig erklaren von der Variation der 
Zeit, so ist zum Verschwinden der Actionsvariation das Bestehen der 
Gleichungen 

[L,=—0, (¢—1,2,...,m) 
dG 


at —% 
ty 


(17’) fee dt =0 


eine hinreichende Bedingung. 

Den Forderungen entspricht daher die Lagrange’sche Bewegung 
nur in dem auch durch die Gleichung (17’) beschrinkten Variations- 
bereich, Dieser Beschrinkung zufolge sind aber die dg; und das d¢ 
nicht mehr ganz unabhiingig von einander, daher sind diese hin- 
reichenden Bedingungen nicht zugleich nothwendige. 

3. Lassen wir auch die Forderung beziiglich F fallen, indem wir 
sowohl F als auch G fiir Gréssen erkliren, deren Variation unabhingig 
ist von der Variation der Zeit, so haben wir zwei Fille zu unter- 
scheiden, je nachdem f explicit abhdngig ist von F' oder nicht. 


Mathematische Annalen, XLVIII. 34 
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a) Bildet die Gleichung (17) eine Variationsbedingung, und be- 
stehen die Gleichungen 


L.=0, ¢—1.2,...,%), 


und soll dA bei beliebigem dF’ und d¢ verschwinden, so ist hiezu das 
Bestehen der Gleichungen 


of 
1+ oF 0, 
dG 
nothwendig und hinreichend. Die Bewegung ist daher eine Lagrange’sche 
zweiter Classe. 


b) Ist aber f explicit unabhingig von F, so lautet die Gleichung 
(14’), wie folgt: 


f 7 
3A = [(aF+ 0G — (+H) 6t) dt. 
V 


Demzufolge geniigt es zum Verschwinden von 0A, dass die Glei- 
chungen 
[L,=—0, (¢=—1,2,...,%) 


‘OG; 


17") freserae =f (> # «i—1) dt=0 
0 0 e 


Bestand haben. Die Bewegung ist eine Lagrange’sche erster Classe, 
in der die Erhaltung der lebendigen Kraft giltig ist; und das Ver- 
schwinden der Variation der Action bei festen Grenzlagen trifft nur 
in dem durch die einzige Gleichung (17") beschrinkten Bereich zu. 

XI. Die Umkehrung des soeben betrachteten Satzes (3, b) wurde 
in der angefiihrten Arbeit des Herrn A. Mayer vollstindig erledigt. 
Die Umkehrung des Satzes (3, a) wird uns im folgenden Paragraphen 
beschiaftigen. Hier wird es sich um jene Ergiinzungen des Satzes (2) 
handeln, die beziiglich der Forderungen des Variationsproblems auf- 
zustellen sind, damit allen Forderungen die Lagrange’sche Bewegung 
allein geniige. Diese Ergiinzungen sind in den pag. 519 ausgesprochenen 
Siitzen enthalten, die nun zu beweisen sind. 

Ich setze der Lagrange’schen Methode gemiiss 


(18) Q= Da a +a—N6G, 


F+G= , oF qi — f = const., 
1 





— 
7 


Ss 


g 


“ 
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wo (4 — 1) den Lagrange’schen Multiplicator bezeichnet, und wo 
(17) C= Peg —f—Fa0 
1 


die Bedingungsgleichung der Variation ist; und berechne die Variation 
des Zeitintegrals von Q, nimlich 


t 
of Qdt. 
% 


Sie ist durch die Gleichung (12*) gegeben, wenn iiberall Q statt 
f gesetzt wird. Die Unbekannten des Problems, die g; und F, denen 
sich auch 4 zugesellt, sind so zu bestimmen, dass siimmtliche Factoren 
der 6q;, O¢ und dt, verschwinden, — wobei natiirlich auf die durch 
die Gleichung (15) ausgedriickte Forderung Riicksicht zu nehmen ist. 

Wir haben also ausser der Gleichung (17) — wenn wir einstweilen 
von den Erginzungen A), B), C) und D) pag. 519 absehen — Alles 
zusammen noch die folgenden Gleichungen zu erfiillen: 


= 92, 
(a) ( ‘so = 2) =Q, 
1 : ty 


@2Q sd @Q — 
(b) ba dt dq) Or CAN ..yM), 
a(woean., a2, @QaF 
(c) i( ‘aq, U -2) + a t+ or at —°- 
1 


Da die Gleichung (c) eine Folge des Systems (b) ist, so bleiben zur 
Bestimmung der + 2 Unbekannten 


A, Fi) Gar + +) Mn 
nur die Gleichungen (17), (b) und (a), von denen die letzte bloss zur 
Zeit t, zu befriedigen ist. 
Mit Bezugnahme auf (18) und (9) ergiebt sich leicht 


322, . . 
) 22g —2=6 + (Hy —@), 
1 J 
daher haben wir mit Riicksicht auf (17) 
i .. 
(19’) (gi -Q2— aH. 
1 t 


Das zur Rechten stehende Product soll der Gleichung (a) gemiiss 

verschwinden, wenn ¢ = ¢, ist. Da aber der zweite Factor den Voraus- 

setzungen fiir f gemiiss nie verschwindet, so erfordert dieses das Ver- 
34* 
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schwinden des ersten Factors. Wir haben also zur Zeit t,, aber, wie 
aus (c) ersichtlich, im Allgemeinen auch nur zu dieser Zeit die Grenz- 
gleichung 

(19) A4=0 

einzuhalten. 

Die Anzahl der Unbekannten des Problems ist aber, F und 4 
mitgerechnet, »-+- 2, wahrend die Anzahl der zur Verfiigung stehenden 
Differentialgleichungen auf diese Weise nur n+ 1 ist. Solange also 
keine neue Forderung hinzukommt, bleibt das Problem gewiss un- 
bestimmt. 

XII. Die neu hinzutretende Forderung sei erstens die pag. 519 mit 
A) bezeichnete, niimlich die folgende: Man verlange, dass die gesuchte 
Bewegung den gestellten Variationsbedingungen selbst dann geniige, 
wenn man sie mit variirten Bahnen vergleicht, die zur Zeit 0 von 
denselben Anfangslagen a; ausgehen wie die gesuchte Bewegung, und 
zur Zeit t + d¢ in jene Endlagen ankommen, welche in der gesuchten 
Bewegung zur Zeit t passirt werden; und dies soll unabhdngig von 
der Zeit t zutreffen, wenn nur 


0<t<i,. 
Aus den Ergebnissen des Artikels XI folgt dann unmittelbar, dass 


die Gleichung (19) auch fiir das beliebige t, d. i. fiir alle Werthe von 
¢ gelten muss. Wir haben demnach 


4=0, 


Q=f+ F; 
mithin gehen die Gleichungen (b) in die Lagrange’schen Bewegungs- 
gleichungen tiber. 

Die mit (A) bezeichnete Formulirung des Princips der kleinsten 
Action ist hiermit vollkommen gerechtfertigt. 

XIII. Die neu hinzutretende Forderung sei zweitens die ebenda- 
selbst mit (B) bezeichnete, namlich: 

Die Lagen und Geschwindigkeiten des System seien zur Zeit ¢, 
gegeben, und auch die Energie F’ sei nicht nur von Vornherein ge- 
geben, sondern sie sei geradezu die zu diesen Daten gehérige Lagrange’- 
sche Zeitfunction E(t) der Energie. 

Ich behaupte, dass dann die gesuchte Bewegung sicher den 
Lagrange’schen Differentialgleichungen ((10), (10")) gemiiss vor sich geht. 

Es sind nimlich die Werthe von 

ri Te Ce CO ek ER 
zur Zeit ¢, der Reihe nach 
(20) Ge, ..-5Oag AVE, +. ey 


daher 





oe cr 


Fe FF eS EY YS 
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also gegebene Zahlen. Ferner sind die Differentialgleichungen (b) und 
(c) des Variationsproblems linear in den Differentialquotienten 

di dag day ||, Sdn 

dt’ dt’ dt’ ° dt 
Endlich ist der zu den gegebenen Werthen (20) gehérige Werth der 


Determinante dieser Gleichungen von Null verschieden. Der Coefficient 


von . ist nimlich in der é-ten Gleichung (b) 





wahrend die iibrigen Coefficienten — da fiir {= ¢, 4 — 0 ist — iiber- 
gehen in 
— eee. eee |e 
09g; 09'’ OG; 0a’ *° 04; 04, 
Da ferner die Gleichung (c) mit Riicksichtnahme auf (19’) und (16) 
zu schreiben ist 





e+ op EO + GAH —9, 
so sind die Coefficienten der genannten Differentialquotienten in ihr 
zur Zeit ¢, der Reihe nach 
Ma; 0, G, . . «5% 
Die Determinante ist daher 


a ae 
1? én 0g,’ ? 6a, 04, 
a ft... 
2? Oa. 0g,’ ? Og, 04, 
= i 2 ON 2 ao“ + am 
a ———- 
"> 04,09,’ ? Od, 04, 
- © «m,.2 








Die Determinante zerfallt demnach in das Product zweier Gréssen, 
die den Voraussetzungen gemiiss (pag. 522) von Null verschieden sind; 
daher ist es auch die Determinante selbst. Die Lésungen sind daher 
im Allgemeinen in nach positiven Potenzen von ¢ — ¢, fortlaufende 
Reihen entwickelbar, mithin eindeutig bestimmt, wie immer E(t) ge- 
geben ist. Daraus folgt, dass wenn E(t) eben die Lagrange’sche Zeit- 
function sein soll, auch die Lésungen identisch sind mit jenen 
particuliren Lésungen der Lagrange’schen Bswegungsgleichungen , die 
von denselben Werthen 

Os B,, Bas» - op Baz yy ber - >, Oe 


ausgehen. 
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Setzt man in der That 4 = 9, so ist 
Q2=ft+ FO, 
daher gehen die Differentialgleichungen des Variationsproblems in die 
Lagrange’schen Bewegungsgleichungen iiber. 

XIV. Die neu hinzutretende Erginzung des Problems bestehe 
drittens in der (pag. 519) mit (C) bezeichneten Forderung: dass nam- 
lich der Satz von der lebendigen Kraft (11) in der gesuchten Bewegung 
Giltigkeit habe. Die Function F' ist also nicht gegeben, aber der 
Gleichung (11) unterworfen: 
¢ a é ad¥ 
(21) = of +1 
Man schreibe die Gleichung (c) in der aus (19’) sich ergebenden Form 


, om @Q dF 
(c’) +244 dé = 


und substituire hier statt Q den Ausdruck (18). Man findet mit 
Riicksicht auf G = 0 


a2, @QaF 
at + OF dt —0-nE+i Dd) (Zt 


=(1—4)K+4H,, 








- . 
re of ms) ai 


0q; ot 0q, 0F dt 


wo gesetzt ist 
9s of Ff dF\._. 
(22) Hi, — 3} <a a + agar ai) 


Die Gleichung (c’) lautet daher mit Bezugnahme auf (21), wie folgt 


(c”) S07) + 1H, = 0. 


Wenn nun H, im sii von 0 bis ¢, nirgends unendlich werden 
soll, — was doch bei Einengung des Zeitintervalls immer vorausgesetzt 
werden darf, — so kann diese Gleichung nur so stattfinden, dass 
4 =0 ist. Ware namlich 4 eine nicht identisch verschwindende Grosse, 
so wiirde aus (c”) folgen 


Tt 


: d(i Hy) 2 
dt - H, 
j iH dt = fit dt, 
e 


¢ t 


O<t<t<i,; 


(AH), *H, 
lg (AH), oF H, “!: 


also 





a 6 ane za 





& 


— US 
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Da nun H, nie verschwinden, H, nirgends unendlich sein soll, so 
ware die rechte Seite der Gleichung fiir alle Falle endlich; wahrend die 
linke Seite unendlich gross wird, wenn t sich der Zeit ¢, unbegrenzt 
nahert, da doch der Gleichung (19) gemiiss zu dieser Zeit 4 verschwin- 
den muss. 

Es ist daher 4==0, und die den Forderungen geniigende Bewegung 
auch jetzt die Lagrange’sche, 

Bemerkung, Sind die Verbindungen des Systems unabhiingig 
von der Zeit, und das Potential bloss von der Lage und der Zeit 
abhangig — und dies ist der von v. Helmholtz betrachtete Fall —, 


so ist 
af 2S) af 
A, Db ot li = FF 0a; qi = 0; 
daher folgt in diesem Falle aus (c”) direct 
(AHy) = (4M, = 9, 


4=0. 

XV. Die Ergiinzung des Variationsproblems bestehe allgemeiner 
in der (pag. 519) mit (D) bezeichneten Forderung, dass die gesuchte 
Bewegung dem aus den Lagrange’schen Bewegungsgleichungen linear 
zusammengesetzten Satze unterliege 


wo die Factoren v; bloss der Beschrinkung unterworfen sind, dass in 
der Zeitdauer von 0 bis ¢, 


n aG 
K, = >! », — 
0 : $ 04; 


nirgends verschwinde, und dass 


K = J 0G wa aoG 
1 a ( 04; Mi ia’) 
endlich bleibe. 


Dann folgt aus den Gleichungen (b) nach Abzug der linken Seite 
von (23) unmittelbar die Gleichung 


> aaG) a /, 0G 
ian (42 04; ~ at (1) =o. 
1 
die bei Einfiihrung der Bezeichnungen K, und K, die Form annimmt 


d(4 Ko) 
(24) — 


also 


— AK, =—0. 
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Da aber zur Zeit ¢, die Grésse 4 laut Gleichung (19) verschwinden 
muss, so folgt aus (24) die Identitét 4 = 0 ebenso, wie sie in XIV 
aus (c”) folgte. 

XVI. Im Anschluss an diese Untersuchungen midge folgendes 
Problem Platz finden: 

Das Punktsystem gehe aus der Anfangslage a,,..., a» tiber in 
die Endlage b,, ..., 62. Gesucht wird die continuirliche Bewegung, 
fiir welche die erste Variation der Action verschwindet, falls der Bereich 
der Variation der Beschrinkung unterworfen ist, dass sowohl fiir die 


variirte, als auch fiir die unvariirte Bewegung die Bedingungsglei- 
chungen bestehen sollen: 
= E(t), 
of 


t—- Et, 


wo E(#) eine der Variation mur insofern unterworfene Function von ;{ 
bedeutet, als ¢ selbst variirt; E(t) ist tibrigens selbst eine unbekannte 
Function. Die Function f sei dabei von FJ’ explicit unabhingig. 

Ausserdem sei eine der folgenden Bedingungen erfiillt: 

1. entweder sei die Zeitdauer der Action eine zwischen der Zeit 0 
und einem festen Werthe beliebig veranderliche Grosse; 

2. oder die Zeitdauer der Action sei fest, dafiir aber der unvariirten 
Bewegung die Beschrankung auferlegt, dass sie der Gleichung (23) 
gemiass vor sich gehe, in welcher daher die »,; nicht sammtlich 
= qi seien. 

Ich werde das Problem im Falle der ersten Alternative mit C,, 
im Falle der zweiten mit C, bezeichnen. 

Setzt man hier 


(25) Q=F+f+aF—E’)+u(%4+2E (0), 


so sind auch jetzt die Gleichungen (a), (b), (c) pag. 530 zu erfiillen, 
von denen (c) eine Folge des Systems (b) ist. 


Die Gleichung (a) nimmt mit Herbeiziehung der Bedingungs- 
gleichungen F' = E, und oF a ~ E’ die Form an 


(26) 04a) I oa + 0D ahs a 


eine Gleichung, die im Falle des Problems C, fiir alle Werthe ¢ von 0 
an bis ¢, gelten soll. 


Wir haben also zur Bestimmung von 
LA, Hs Gis dors eer Un 
die Gleichung (26), die » Gleichungen des Systems (b), und die aus 





ae oe. | 
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den Bedingungsgleichungen mittels Elimination der unbekannten Func- 
tion E sich ergebende Gleichung 


dF 
(11*) ar +o. 


Die Anzahl der Differentialgleichungen ist gleich der Anzahl der 
zu berechnenden Gréssen; aber in die allgemeine Liésung der Glei- 
chungen treten 2” + 1 unabhiingige Constante ein, wihrend die An- 
zahl der gegebenen Constanten a,,..., bd, gleich ist 2n. Das 
Lagrange’sche System, welches sich ergiebt, wenn 

1+Aa=pe=0 
ist, bildet nur eine particulire Lésung. 

Es giebt aber einen Specialfall, in welchem — falls zwischen den 
Anfangscoordinaten und Geschwindigkeiten der Punkte keine Abhingig- 
keit stattfinden soll — nur das Lagrange’sche System den Be- 
dingungen des Problems entspricht. Dies ist eben der von v. Helm- 
holtz behandelte Fail. 

Sind niamlich die Bedingungsgleichungen unabhingig von der Zeit, 
und das Potential nur insofern abhingig von der Zeit, als in ihm 
Coordinaten fiusserer, nach vollstiindig gegebenem Gesetze sich be- 
wegender Punkte vorkommen, so hat man 


foef+U, FoT—U. 


n 
laF , 
Dia e=5s, 


#f 8 ar - 
at 04, — 5t q7 = (é 1, +09). 


Die Gleichung (26) geht daher tiber in 
(i+a)7=0. 
die fiir beliebige Zeitpunkte zwischen 0 und ¢, bestehen soll. Es muss 


daher, da 7 nicht —O ist, 1+ 4=0 sein. Die Gleichungen (b) 
gehen demzufolge tiber in 








(tam 1,...,%) 


ein System, welches mit dem Satz von der lebendigen Kraft (11*) nur 
dann vertraglich ist, wenn 


ar 
DAL amo 
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ist. Der Factor von w kann aber nur dann verschwinden, wenn sein 
Werth schon zur Zeit ¢ = gleich Null war, d. i. wenn Anfangslage 
und Geschwindigkeiten einer Beschrinkung unterliegen was aus- 
geschlossen ist. Es muss daher « = 0 sein. q. e. d. 

XVII. Im Falle des Problems C, besteht die Gleichung (26) bloss 
zur Zeit ¢ = ¢,; dafiir haben wir aber jetzt ausser den von einander 
unabhangigen Gleichungen (b) und (11*) noch die Gleichung (23) zu 
erfiillen, also zusammen »-+-2 Differentialgleichungen von der Gesammt- 
ordnung 2” + 2 mit » + 2 zu bestimmenden Functionen 


1+ 4,6, Qy- ++) Mn 

Da die allgemeine Lésung 2” + 2 willkiirliche —e enthilt, 
wahrend durch das Problem 2n Constanten (a,,..., @nj 0,,..., bn) 
direct gegeben sind und mittels der Grenzgleichung (26) eine Besichung 
zwischen denselben vorgeschrieben ist, so bleibt eine derselben véllig 
willkiirlich. Die Lagrange’sche Bewegung liefert nur eine particulire 
Lésung des Variationsproblems, 

Es giebt aber einen Specialfall, in welchem diese Bewegung die 
allgemeine Lésung ergiebt. Wenn niimlich ebenso, wie vorhin, die 
Bedingungsgleichungen von der Zeit und das Potential von Geschwindig- 
keiten unabhingig sind, so geht die Gleichung (26) iiber in 

(1+), Z;, = 0. 
daher ist (1-++A),, = 0. 
Die Gleichungen (b) lassen sich in diesem Fall schreiben, wie folgt: 
On lf _4 of 


d oF ar 
9a, ~ at q7 + +i) F- alt Alaa + Baad, 





Aus ihnen ergiebt sich, mit Riicksicht auf (23), die Gleichung 


om ty Suge — Sid 14 BF + «Sin Bt 
d. i. 
(27) G,, “EF _ G,,(1+4) — G,.u=0. 


wo 
. 1 aF > 
Gy) = hd | dq; Gy = Vv; tae, 


_%Si,, (@F_4 ah). 
Gy, 2" (Ga, dt 04; 


Ebenso folgt aus demselben Gleichungssystem mittels (11*) die 
Gleichung 
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(28) Gy UE” _— (14a) — Gye = 0, 


wo gesetzt ist 
a 10: @ 
Go = AiG a3 Gun = Dig aot 
. 04; 7 ot 04; 


ou = Sai (CE -88) 


Die »; sind nicht simmtlich — q;, daher enthalten dle Gleichungen 
(27) und (28) zwei von einander unabhiingige Aussagen. Die v; mégen 
der Beschrankung gemiiss bestimmt werden, dass von den Determinanten 


HA, eed Goo Gio ~ Gio Gor, 
A, —_ Go, Gy. a Goo Gy, 


die erste innerhalb der Zeit 0 bis ¢, nirgends verschwinde, und die 
zweite nirgends unendlich gross sei; eine Bedingung, die erfiillt ist, 
wenn z. B. 


G,. af , OF 


% = So Faq, — %2 9a, (¢=1,...m). 


Durch Elimination von w aus den Gleichungen (27) und (28) 
ergiebt sich die Gleichung 


d(1+4 H 
OT = Bl+a, 





die fiir alle Zeiten von 0 an bis ¢, bestehen soll, wahrend 
(144), =0 

ist. Aus denselben Griinden, wie pag. 533, folgt daher auch hier, dass 
i+ia=0. 


Da G,,. nicht verschwindet, so ergiebt sich schliesslich aus (28) 
fir w der Werth 0. 

Damit ist bewiesen, dass in dem betrachteten Specialfall, — falls 
nur die v; der bezeichneten Bedingung gemass gegeben sind, — die 
Bewegungsgleichungen des Systems die Lagrange’schen sind. 
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§ 6. 
Das Actionsprincip, wenn die Energie fiir unvariirbar erklirt wird. 
XVIII. Wir denken uns im Sinne der Ausfiihrungen des Artikels II 
die allgemeine Function f, die urspriinglich als numerische Function 
der unabhingig verinderlichen Gréssen g;, q/, F und ¢ gegeben war, 


ausgedriickt als numerische Function f der q;, q; und F. Wir erhalten 
nimlich diese Function 


f(- ++, Te (er F) 
aus der Function 
oe er ee 
auf die Weise, dass wir uns die zu den numerisch gegebenen An- 
fangswerthen der Lagen und Geschwindigkeiten gehérende Lagrange’sche 
Zeitfunction 
F = E(t) 
berechnet denken und mittels dieser Gleichung aus f die Zeit ¢ eliminiren. 
Bezeichnen wir demnach die Umkehrungsfunction dieser Gleichung mit 
t=—2(F), 
so haben wir als Definitionsgleichung von 


Fm ((-- +2 Qe - 0-9 Qi. +-) Fa(F)). 


é 


Mit Zugrundelegung der so ausgedriickten Function f lautet das zu 
lésende Problem genau so wie pag. 517, mit dem Unterschiede dass jetzt 


die Action 
4 
= ¥ of “4 
=f Sa aia 
4 1 


ist, und dass jetzt die Bedingungsgleichung des Variationsproblems 
die folgende ist: 





(29) G=>' 25 a —f-—F=0. 
1 t 


Zur Lésung des Problems setze man 





B= DF ie a +(a—14, 


und schreibe die Bedingungen auf, die zum Verschwinden von 


t 
6 {Sat 





ni 


( 
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nothwendig und hinreichend sind, niimlich die Gleichungen 


7 —@2 a AR . 
(b) Li= Fo a ig (¢=1,2,...,m), 


= d = Oo . ii 
@ ie (Sh « —2) -0, 
1 t 
(a) (34 qi -2) =. 
i t, 


1 





Man erhiilt diese von (12*) aus, wenn man an Stelle von f die 
Function Q setzt, und bedenkt, dass dF = 0 und (der Gleichung (29) 


zufolge) auch = = 0 ist. 
Die Ueberlegungen des Artikels XII fihren daher angewandt auf 
diese Gleichungen (a, b, c) zum Resultat, dass 
1=0 
_ist. Demzufolge haben wir in den Gleichungen (b) zu setzen 
I-7+°F, 


wodurch sie die Form annehmen: 


(30) Tye of — 4 FF 20, nt,2,...8). 


Diese » Gleichungen sind der dusseren Form nach die Lagrange’- 
schen Gleichungen des dynamischen Problems; da aber in f an Stelle 
der Zeit die Function z(F’) steht, so bilden sie mitsammt der Gleichung 
(29) ein System von Differentialgleichungen, deren allgemeine Lésung 
eine ganz andere ist, als die der Lagrange’schen, Aber unserem 
Problem gemiiss ist nur von jener particuléren Lésung die Rede, die 
von den gegebenen Anfangswerthen der Coordinaten und Geschwindig- 
keiten ausgeht. Es geniigt daher zu beweisen, dass diese particulire 
Lésung der Gleichungen durch die Daten des Problems eindeutig be- 
stimmt ist. Da niamlich die Lagrange’sche particulire Lésung, welche 
sich auf dieselben Anfangswerthe stiitzt, die Gleichungen gewiss be- 
friedigt, so muss ihre eindeutige Lésung eben die Lagrange’sche sein. 

XIX. Wir betrachten zuerst den Specialfall, wo die Bedingungs- 
gleichungen der Bewegung unabhiingig sind von der Zeit, und das 
Potential nur abhingig von der Zeit und von den Coordinaten. Wir 
haben in diesem Falle 

f=T + U, 


F=T— U, 
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wo ¢ selbst nur im Potential U vorkommt; daher ist 
f=T+T0 
wo U aus U auf dieselbe Weise entsteht, wie f aus /. 
Da nach dem Artikel VI die sages 


(31) 1 +21 = 
fiir jedes ¢ gelten muss, so haben wir also gegenwartig 
aU 
1+ 3=0. 


Diese Gleichung ist aber eine Beziehung nur zwischen den Grdéssen 
F, 15 G2» -+ +> Qa, und erlaubt daher F' darzustellen als Function der 
qi. Daher kénnen wir mit ihrer Hilfe F aus den Gleichungen elimi- 
niren, ohne dass dabei die Coefficienten der 

day da || 4% 

dt’ dt’ > dt 
eine Aenderung erleiden. Daraus folgt aber, dass, wenn die Lagen 
und Geschwindigkeiten zur Zeit ¢ 0 nicht eben singulire Stellen 
der Differentialgleichungen und auch der Gleichung (31) sind, ihre von 


diesen Anfangswerthen ausgehenden Liésungen vollstindig und eindeutig ” 


bestimmt sind. 


Die Determinante der Gleichungen (30) gebildet aus den soeben 
genannten Coefficienten ist nimlich 


-. ee ae. 
| 0g; oq og 093 0g; 0”, 
| ar er ef 





| 0% 0% 0% 0% 0% 04, 


| 

lar or or 
| O94, 0% 09,0% 09,00, 
und diese Determinante verschwindet den Voraussetzungen gemiiss nie. 
XX. Beweis der LEindeutigkeit im Allgemeinen; die singuldren 
Stellen. Die Gleichung (11') des Artikels VI ist auch allgemein an- 
wendbar, da f von ¢ explicite nicht mehr abhiingt und nach der 
zweiten KForderung unseres Problems (pag. 517) die Energie nicht 
constant sein soll. Die totalen Differentialquotienten der F’ und q; 

haben daher den folgenden (n-+-1) Gleichungen zu geniigen: 


_ ef aF 2 ora NaF 
dt “(1 +20): =~gFoF at + dF oq, dt hie y = 9, 


(32) 
~~ af dF Dy at dq; yes 4, 3 
Li = jaar dt a. TA 04; at 4 aG03,! = =(), 


t 
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Die Determinante, gebildet aus den Coefficienten der Gréssen 
aF dq dqy 2 ad, 
dt’ dt? dt’? ** de? 
ist die Functionaldeterminaute von f nach F, q,’, qx, +++) Qn) 
namlich 
| Ff ae 
FOF’ OFdq’' '’ dF oa, 
oF ea 
ie, 0q, OF” Og, 0%’ ? 0% O49, 
n ° 
. > = ee 8 
- | 0G, OF’ 0q,0%" * 64, 24, | 
Diese Determinante verschwindet aber nicht identisch. Bei dem Be- 
weise dieser Behauptung geniigt es, sich auf den in der Dynamik bisher 
n ausschliesslich betrachteten Fall zu beschrinken, wo f explicit unab- 
n hingig ist von F’, und daher f nur insofern von F' abhingt, als in f 
n an Stelle der Zeit (pag. 517) die Function 2(F) eingesetzt wurde. 
ig” Man hat in diesem Fall 
of — of de 1 of 
0 oF oz OF ~=§=6E"(8) 02’ 
daher 
;. a & 2( 1 af) ee & (2 _ B® af) 
OF OF  § E'(2)éz\E'(z) dz] = E’' (2)? \ 02 E’ (2) @2]” 
-- ae ee. 
oF oq, <E’() 0204; 
Zur Zeit {= 0, ist aber auch ¢ =O, und 
, of 
. E’(0) = ~ G),_,3 
on es folgt daher mittels der Identitaten 
ne 
r of _ (ef , (=f , Of -( ef ) ; 
ht oz = \0t’r=a(F)’ Ot NOt =F)? 0q; 08 = \ Ota; Jp .Rry’ 
qi dass zur Zeit t= die Werthe der partiellen Differentialquotienten 
die folgenden sind: 
of an atl .£COe waa ft ” : 
(cE Er) no — FORGE — Foy ime — FOP Ge + B"O),_.3 
0. _ . ne (525) 
0q,0F ~ E'(0)\0q; @t/i=0? 
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wo auf der Rechten nach Ausfiihrung der Differentiationen alle Coordi- 
naten und Geschwindigkeiten durch ihre Anfangswerthe zu ersetzen 
sind. Bezeichnet man diese Operation wie tiblich durch Hinzufiigung 
des Index 0, so kénnen wir den Werth von D zur Zeit ¢ = 0, nimlich 
D, wie folgt, ausdriicken 

















| arf eo ef, ef, af \ 
se + BQ) Da, ot Dax ot ni PT MEL | 
| he a fe eh  .. #h | 
| Og, Ot Ogi Cds = O91 04 C41 O%n | 
E2(0)-D\=|  _@h he, i, © |. 
| 64 ot Oq2 09: O42 0% 042 O49, 
| ° 
|  &fe -. A. .<«. 2 
04, ot 09,0% 04,0% 049n°%n | 


Dabei haben wir den Ausdruck von soip mittels der Ueberlegung 


vereinfacht, dass der Definition von E(¢) zufolge die Lagrange’sche 
Gleichung (11*) pag. 537 


, 
E’(t) + 39 
fiir die Lagrange’sche Bewegung zu jeder Zeit, daher zur Zeit t = 0 
auch fiir die gesuchte Bewegung stattfindet. Auf derselben Ueber- 


legung beruht auch die folgende Elimination von E”(0) aus dem 
Ausdruck D,. Wir haben aus der obigen Gleichung 


ef 4% 
5 O+ H+ 3 Sea + > 5g; ot ar = 9, 


die zur Zeit t =O gewiss stattfindet, wenn die Werthe von 





aus den Lagrange’schen Bewegungsgleichungen genommen sind: 


.. .. a | 
0q; ot 4 2 04 aa" WG +3) 0a; 04; dt 


Aus diesen Gleichungen folgt mittels Eli 











ao 5 


le 


r- 
ti 


ig 
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| 
| sed @ fo e fo a Of, # fo ee Oho 
| BO + ae + > dq; at Qi 0q Ot’ Ogg dt’ 0q, ot 
| 
| 
| fe _ afe he a! Oho a fo fo 
Ou Ot 04 + > 609; 4% 64 0q,’ Oar Oger” 04) 04, 
0 =| 
| Of — af m.. Oh _ th Oe 
| 0% Ot ~~ Ads + 2 04204; qi» CG 0G’ O42 O42’ ’ Ode 04, 
|: 
= ~~ ., Bh fy Bh 
= es oat > 24%, dq; ~’ 0¢,0%’ 09°04’ ? 04, 04}, 
und nach Subtraction der obigen Determinante E’*(0) D,. von dieser 
Determinante ergiebt sich endlich: 
Phe _g! Pf. _ Ff fo _ 
@q,ot Y Oa Ot dq at dq, ot 
Sh — te Ph, th... mh 
ml Os 09; 0m «(Og OG Oa OG On 64, 
(33) —E’2(0)D,=| 2 : 
Oho ae OTo # fo _ fy i”. fo _ 
OM Og; 4, 4: OG «= O42 OG 04% Ode 
| 
\ n 
ss af »_ Of Oh #h ah 
(Si 04,054 ~ by, Faew Garou Od, 04, | 
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Diese Determinante verschwindet aber nur fiir ganz specielle Werthe 
der a; und a;. Ist niamlich das Potential der Kriifte mwr von Coordi- 
naten abhiingig, und sind die Verbindungen der Punkte unabhingig 
von der Zeit, so haben wir allgemein 


= aU _@U 
= ot a =o 
also 
ef #U — =(: 
dt dq; — Ootda; , 
hingegen sind die Werthe von 
Of —- AU und of aa er 
otdq;  otdq; 0a; oq; ~ oe 0q; 


gewiss nicht simmtlich = 0. 


Daher geht die Gleichung (33) in diesem 
Falle iiber in 


Mathematische Annalen. XLVIII. 35 
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U, 
—E 2(0)D, = Dy yz rr 


wo D,, gleich ist der Functionaldeterminante von 7’ beziiglich der 
Geschwindigkeiten zur Zeit t= 0, und daher nie verschwindet. Da 
auch E’(0) endlich ist, so verschwindet D, nur dann, wenn 


Sy oe... 
_ aq, at 2 v= Rye 


verschwindet, also nicht fiir beliebige a;, aj. 

Daher verschwindet D, auch im allgemeinsten Falle nicht identisch. 

Wir wollen nun solche singulire Werthsysteme F,, a;, a; von 
der Betrachtung ausschliessen, fiir welche D, verschwindet, und fiir 
welche irgend ein Coefficient der Gleichungen (32) unendlich gross 
wird. Die Gleichungen (32) erlauben dann die von den gegebenen 
Anfangswerthen ausgehenden Werthe der Zeitfunctionen F und q; ein- 
deutig zu bestimmen. 

Daraus folgt aber im Sinne der am Ende des Artikels XVIII 
stehenden Ausfiihrungen, dass das Variationsproblem des Artikels II 
auf sdimmitliche regulire Stellen (F,, a;, a;) ausgedehnt nothwendiger- 
weise auf die allgemeinen Lagrange’schen Bewegungsgleichungen 
fiihren muss. 

Hiermit ist auch die mit E) bezeichnete Formulirung des Actions- 
princips, — auch wenn an Stelle von F = 7 — U allgemeiner G =0 
gesetzt wird, — bewiesen. 


Zusammenfassung. Ich fasse das hauptsiichliche Ergebniss 
meiner Untersuchungen in den folgenden Sitzen zusammen: 

1) Es werden die Lagrange’schen Bewegungsgleichungen verall- 
gemeinert und mehrere Variationsprincipien formulirt, die simmtlich 
auf die Bewegungsgleichungen fiihren. 

2) Das Princip der kleinsten Action ist in einer jeden der hier 
aufgestellten Formen, beziiglich der iiber die Verbindungen und iiber 
die Krafte gemachten Voraussetzungen, vollstindig in Uebereinstimmung 
mit dem Hamilton’schen Princip. 

3) Die mit A) und E) bezeichneten Formulirungen sind auch 
darin in Uebereinstimmung mit dem Hamilton’schen Princip, dass sie 
den Satz von der lebendigen Kraft (resp. einen diesem iiquivalenten 
Satz) nicht voraussetzen, sondern zur Folge haben. 

4) Im allgemeinsten Falle, wenn das Potential der Kriifte auch 
von der Energie des Systems auf gegebene Weise abhingen soll, 
sind die genannten Principien — niimlich das Hamilton’sche Princip 
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und das der kleinsten Action — auch darin in Uebereinstimmung, 
dass sie die Definitionsgleichung der Energie (VI) simmitlich zur 
Voraussetzung haben. 

5) In dem in der Dynamik bisher iiblichen Falle, wo das Potential 
bloss von Coordinaten, von Geschwindigkeiten und von der Zeit ab- 
hiingt, hat das Princip der kleinsten Action die Definitionsgleichung 
der Energie zur Voraussetzung, wihrend dies beim Hamilton’schen 
Princip nicht der Fall ist. 

6) Das Variationsprincip des Artikels IX hingegen hat diese 
Definition auch im allgemeinsten Falle nicht zur Voraussetzung, sondern 
zur Folge. 


36° 











Ueber Gruppen, deren simmtliche Theiler Normaltheiler sind. 
Von 


R. Depexinp in Braunschweig. 


Die vorliegende Untersuchung, welche ich in den ersten Herbst- 
wochen des Jahres 1895 begonnen und beendet habe, ist durch die 
Frage nach allen denjenigen endlichen Zahlenkérpern veranlasst, deren 
simmtliche Divisoren Normalkérper sind. Ist R die Gruppe aller 
Permutationen g eines Normalkérpers 2, so gehért bekanntlich zu 
jeder Gruppe S, welche ein Theiler von R ist, ein bestimmter Kérper 
Q', niimlich der Inbegriff aller derjenigen Zahlen in Q, welche durch 
jede Permutation der Gruppe S in sich selbst iibergehen, und um- 
gekehrt gehért jeder Divisor von Q, d. h. jeder in Q enthaltene Kérper 
Q’ zu einer bestimmten in R als Theiler enthaltenen Gruppe S; die 
Bedingung aber, dass Q’ wieder ein Normalkorper ist, besteht darin, 
dass S ein Normaltheiler*) von R, also immer 
(1) g'Sp=S, Sp=— gS 
ist, wo @ jedes beliebige Element der Gruppe R bedeutet. Der auf 
die Gruppentheorie beziigliche Theil der obigen Frage kommt daher 
auf die Aufgabe zuriick, die allgemeinste Form einer Gruppe R zu 
finden, deren simmtliche Theiler S Normaltheiler von FR sind. 

Zu diesen Gruppen R gehéren offenbar alle Abel’schen, d.h. die- 
jenigen Gruppen, deren Elemente simmtlich mit einander permutabel 
sind; ihr Bau darf als hinreichend bekannt vorausgesetzt werden, und 
es handelt sich daher nur noch um die Form der nicht Abel’schen 


*) Diese Benennung, welche H. Weber in seinem Lehrbuch der Algebra 
(Bd. I, 1895, 8.511) eingefiihrt hat, scheint mir aus mehreren Griinden zweck- 
miissiger, als die sonst gebriiuchlichen eines ausgezeichneten oder invarianten oder 
eigentlichen Theilers, welche letztere Bezeichnung ich in meinen Gittinger Vor- 
lesungen (1857— 1858) im Anschluss an eine Ausdrucksweise von Galois benutzt 
habe. Sind R, S irgend zwei verwandte, d.h. solche Gruppen, die ein gemein- 
sames Multiplum besitzen, und bedeutet m jedes Element von R, so empfiehlt 
es sich aus algebraischen Griinden, den grissten gemeinsamen Theiler aller 


Gruppen p~'Sq@ die Norm von S in Bezug auf R zu nennen. 





ee ee ee 
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Gruppen R, welche ich im Folgenden Hamilton’sche Gruppen nennen 
werde. Die einfachste oder kleinste solche Gruppe R ist namlich die- 
jenige Gruppe achten Grades, welche sechs verschiedene Elemente 
vierten Grades enthalt und welche wegen ihrer innigen Beziehungen 
zu Hamilton’s beriihmter Zahlenschépfung die Quaterniongruppe Q 
heissen mag. Sodann ergiebt sich das durch seine enge Umgrenzung 
iiberraschende Resultat, dass die allgemeinste Hamilton’sche Gruppe 
die Form 

(2) R= PQ 

besitzt, wo P die Abel’sche Gruppe aller derjenigen Elemente in R 
bedeutet, welche mit jedem Element von R permutabel sind; diese 
Gruppe P unterliegt nur den beiden Bedingungen, dass sie kein einziges 
Element vierten Grades, wohl aber das in der Quaterniongruppe Q 
befindliche Element zweiten Grades enthilt. 


§ 1. 
Die Quaterniongruppe Q. 

Man kann dieselbe (wie in der Einleitung) als Gruppe achten 
Grades definiren, welche sechs verschiedene Elemente vierten Grades 
enthalt; die letzteren bilden offenbar drei Paare von je zwei reciproken 
Elementen und moégen mit a, a-!, B, B-', y, y-! bezeichnet werden; 
ausser dem Hauptelemente 1 muss Q endlich noch ein Element ¢ vom 
zweiten Grade enthalten. Es ist also 
(3) ==], 

(4) 0? as og? oe §? oe BP ae yy? oy? og, 

(5) éa=ae=aq, ep = Be = B', ey=ye=y', 

(6) ecatmate=a, sf '=—Pl'e=—fB, ey '=—ypte—y. 

Da nun das Product By keine Potenz von # oder y sein kann (weil 
sonst y = Bt! wire), so muss es mit einem der beiden iibrigen Ele- 
mente «+t! identisch sein. Offenbar diirfen wir die Bezeichnung der 
Elemente von Q so wahlen, dass By =a wird; da hieraus By a =a? = fp? 
und apy =a? = y* folgt, so ergiebt sich 

(7) By=a, ya=B, apy. 


Aus (By) (yB) = B(y*) B = B(6’) B = Bt = 1 folgt ferner, dass By 
und y@ reciproke Elemente sind; aus (7) ergiebt sich daher 


(8) y@ea*, ay=f", femy. 
Aus (7) und (8) folgen auch die Producte der reciproken Elemente 
QP, ety tap peta, 


(10) 


Bory} = a, yam = B, a-tp-! as y. 
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Da ferner 
GQ) eat atam fief ipeyy'=—y*y—1, 
so ergeben sich aus den vorhergehenden Gleichungen auch die Producte 


(12) yPtm_y pee, byte fty=c", 
(13) ayt=aty=6, yot=yta= fp, 
(14) Bot=pta=y, apt'=a py, 


Die Compositionstabelle der Quaterniongruppe ist daher die folgende: 

















1 j@# j@et{/e |F* 16 |r| 
————— = == ey = = = 
1 je jet}e |p|B |e ly 
al adie Seats: eee 5.0 Jem 
é e |1 E | a | B |B y ta 
— a EE a 
s te felt le leis ls le 


| 
—_—— j 











B |B Bo | yi} 
p]6*)B |yt y je | 
pr lee ie felt le 
yl e B | Bt | a | 














wo das durch die Zeile g und Spalte yw bestimmte Feld das Product 
py enthilt. — 

Statt von der obigen Definition der Quaterniongruppe Q kann 
man auch von der folgenden ausgehen: die Gruppe Q wird durch 
zwei nicht permutabele Elemente a, B erzeugt, welche den Bedingungen 
(15) pap —a, apa =p 
geniigen. Fihrt man niamlich das dritte Element y= af ein, so 
nehmen diese Bedingungen die Form (7) an, woraus alle anderen 
Relationen leicht folgen. Durch Multiplication der ersten Gleichung 
(7) mit @ ergiebt sich zunachst a? — Bya = afy; mit Riicksicht auf 
die zweite und dritte Gleichung (7) kann man daher das vierte 
Element ¢ durch 

e=m@@=m p= y 


einfiihren, welches folglich mit «, 6, y permutabel ist; die aus (7) 
folgende Gleichung 
(By) (y@) («B) = aBy 


ist daher identisch mit ¢* = ¢, also mit (3), und hieraus folgen offenbar 
die tibrigen Gleichungen, also alle Compositionen der Tabelle. Da 
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wir ferner angenommen haben, dass die beiden erzeugenden Elemente 
«, B nicht permutabel sind, so ist y= «af verschieden von y-! — Ba, 
mithin ¢ = y? verschieden von 1, d. h. ¢ ist vom zweiten, und a, B, y, 
a1, B-!, y~ sind vom vierten Grade; man iiberzeugt sich auch leicht, 
dass alle diese Elemente von einander verschieden sind. — 

Mag man aber von der einen oder der anderen Definition aus- 
gehen und so zu der obigen Tabelle gelangen, so ist hiermit die 
Existenz der Gruppe Q noch nicht vollstandig erwiesen; es muss be- 
kanntlich noch gezeigt werden, dass sowohl aus 9y = my, wie aus 
vo =x immer wy = x folgt, und dass ausserdem das Associations- 
gesetz (py) y= p(x) gilt. Die erstere Eigenschaft ergiebt sich zwar 
leicht aus dem Anblick der Tabelle, welche in jeder Zeile, wie in 
jeder Spalte lauter verschiedene Elemente enthalt; aber die Verification 
des Associationsgesetzes, wenn sie sich auch auf manche Art abkiirzen 
lasst, wiirde doch schon ziemlich listig sein. In solchen Fillen pflegt 
das einfachste Verfahren, um die Existenz einer durch erzeugende 
Elemente definirten Gruppe nachzuweisen, darin zu bestehen, dass 
man dieselbe als Theiler einer schon bekannten Gruppe G darstellt, 
weil dann die beiden obigen Gesetze von selbst erfiillt sind. Fiir unser 
Beispiel geniigt es die symmetrische Gruppe G aller T1(8) Versetzungen 
von acht verschiedenen Dingen a,b, c,d, a’, b',c’,d' zu betrachten; 
benutzt man die bekannte Bezeichnung der Cykeln und setzt 
a = (dad‘a’‘) (cbe'b’), 

B = (dbd'b’) (aca‘c’), 

= (dcd'c’) (bab'a’), 
é = (aa’) (bb’) (ec’) (dd’), 
so erfiillen die beiden nicht permutabelen Elemente a, 6 der Gruppe G 
wirklich die beiden Bedingungen (15), und folglich muss die von ihnen 
erzeugte Gruppe, welche ein Theiler von G ist, mit unserem System Q 
der acht verschiedenen Elemente 1, ¢, a, 8, y, a-!, B-', y-! iden- 
tisch sein. 

Diese Gruppe Q, deren Existenz hiermit gesichert ist, verdient 
den Namen der Quaterniongruppe zuniichst wegen der augenscheinlichen 
Analogie zwischen der Composition der drei Elemente vierten Grades 
a, B, y und der Multiplication der drei Hamilton’schen imaginiren 
Kinheiten i, j, k; es findet aber, wie ich schon im Februar 1886 er- 
kannt habe, eine noch tiefer liegende Beziehung zwischen der Gruppe 
Q und Hamilton’s Quaternionen statt, von welcher demnichst an einem 
anderen Orte gehandelt werden soll. Damals habe ich auch schon 
Normalkérper gebildet, deren Permutationsgruppe mit Q identisch ist; 
ein einfaches Beispiel, welches unendlich viele Specialfalle umfasst, 
liefert die Gleichung 


(16) 
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a = r(2 + /2) (3+ V6), 
wo r irgend eine von Null verschiedene rationale Zah) bedeutet; jede 
Wurzel @ einer solchen Gleichung erzeugt einen Quaternionkérper, 
d. h. einen Normalkérper achten Grades mit der Gruppe Q, und man 
kann beweisen, dass auf diese Weise jeder Quaternionkérper entsteht, 
der die Quadratwurzeln aus 2 und 3 enthilt. 

Dass aber diese Gruppe @, welche ausserdem schon in ganz 
anderen Untersuchungen aufgetreten ist, die in der Hinleitung an- 
gegebene wichtige Bedeutung fiir alle Hamilton’schen Gruppen besitzt, 
habe ich erst im Herbste 1895 erkannt, und die Darlegung dieser 
Bedeutung bildet den ausschliesslichen Gegenstand der vorliegenden 
Abhandlung. 

Man iiberzeugt sich zunichst leicht, dass Q keine anderen Theiler 
als Normaltheiler besitzt. Bezeichnet man der Kiirze halber die durch 
irgend welche Elemente py, ~, 7... erzeugte Gruppe mit dem Symbol 
[p, ¥, %,-- -], so dass z. B. [p] die aus allen Potenzen von » be- 
stehende cyklische oder regulire Gruppe oder Periode bedeutet, so hat 
( offenbar nur die folgenden sechs Theiler 


(17) 1}, fel, (el, (8), (rv), [#, 8] = 9; 


dass [1] und @ Normaltheiler von @Q sind, ist eine allgemeine Eigen- 
schaft aller Gruppen; dasselbe gilt von [¢], weil ¢ mit allen Elementen 
von @ permutabel ist, und auch z. B. von [a], weil 


(18) Q = [a] + [a] B 
und 
(19) Ba] B = [a"}) = [a] 


ist, Also ist Q@ im Sinne der Einleitung wirklich eine Hamilton’sche 
Gruppe. 


§ 2. 
Kennzeichen der Hamilton’schen Gruppen. 


Um die allgemeine Form aller Hamilton’schen Gruppen zu finden, 
ist es zweckmissig, aus ihrer Definition, wie sie in der Kinleitung 
gegeben ist, einfachere charakteristische Kennzeichen abzuleiten, welche 
in den folgenden Siitzen enthalten sind; dass dieselben auch fiir die 
Abel’schen Gruppen gelten, welche also, wenn auch nur vorlaufig, als 


ein specieller Fall der Hamilton’schen Gruppen anzusehen sind, braucht 
kaum bemerkt zu werden*). 





*) Man kénnte vielleicht beide Arten von Gruppen unter dem gemeinsamen 
Namen von Normalgruppen zusammenfassen. 
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I. Die erforderliche und hinreichende Bedingung dafiir, dass R 
cine Hamilton’sche Gruppe ist, besteht darin, dass, wenn gp,  irgend 
welche Elemente von R bedeuten, das Element g-'yq@ eine Potenz von 
w, also in der Periode [y] enthalten ist. 

Denn wenn FR eine Hamilton’sche (oder Abel’sche) Gruppe ist, 
so muss p~'[~] p = [%], also m~'ypm eine Potenz von w sein. Um- 
gekehrt, wenn diese Bedingung durch alle Elemente 9, y einer Gruppe 
R erfiillt wird, und S irgend eine in R enthaltene Gruppe bedeutet, 
so wird, wenn w alle Elemente von S§ durchliuft, gw als Potenz 
von w ebenfalls in S enthalten sein; mithin ist die aus den Elementen 
@ ‘vm bestehende Gruppe g-'S@ ein Theiler von S und folglich 
= §, w. z. b. w. 

Dieses Kennzeichen lasst sich in einer fiir unseren Zweck noch 
bequemeren Form ausdriicken, wenn man das durch die Bedingung 


(20) yp=—pve 
definirte Element 
(21) é= (d-'p-'Y) p =o" (p-'Yg) 


einfiihrt, welches wir der Kiirze halber den Commutator der Elemente 

@, w nennen wollen*); der vorige Satz geht dann, weil 
lole=[9]e=[p] und ¥'[¥] = [¥] 

‘ist, offenbar in den folgenden iiber: 

Il. Die erforderliche und hinreichende Bedingung dafiir, dass R 
eine Hamilton'sche Gruppe ist, besteht darin, dass der Commutator « 
von je ewei in R enthaltenen Elementen mp, w ein gemeinsames Element 
ihrer Perioden [p], [| und folglich auch mit allen Elementen der durch 
gy und w erzeugten Gruppe |p, | permutabel ist. 

Die nachsten Folgerungen, welche sich hieraus mit Zuziehung der 
bekannten, fiir je zwei Elemente g, 6 einer beliebigen Gruppe und 
fir jede ganze rationale Zahl s giiltigen Identitit 
(22) g-16°9 = (9-0) 
ergeben, bilden den folgenden Satz: 

Ill. Ist ¢ der Commutator der Elemente p, ~ einer Hamilton’schen 
Gruppe, so ist 


(23) y"g™ an g” yremn . 
pmntit 1) 

(24) (p™y)t oa pty Fs : 

und die durch g und w erzeugte Gruppe ist 

(25) [y, ¥] = [9] [¥] = [4] (9). 


theorie niher einzugehen, will ich nur den Satz erwihnen, dass der grésste in 
einem Normalkérper von der Gruppe G enthaltene Abel’sche Kérper zu derjenigen 
Gruppe gehért, welche durch alle in G enthaltenen Commutatoren erzeugt wird. 
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Setzt man ferner 


(26) P, = py", y= gq y', 
so ist 
(27) i= gms—ar 


der Commutator der Elemente 9, , ¥;- 

Wendet man nimlicl die Identitit (22) auf das Beispiel 9 = , 
6=y,s—n an, so wird eo 'sga—g'¥p— ve, und weil » zu- 
folge Il mit ¢ permutabel ist, so erhalt man 

gv" en (we) = ye", 
also 
y—" ply" = eg; 
setzt man daher in (22) jetzt o=—= yw", 6=g-', s=—m, so wird 
o-oo = e"g-', und weil & mit m—' permutabel ist, so erhilt man 
y-"g—™ yy" am (e"*g-t)™ == gmn g-™, 

also die Gleichung (23), und hieraus folgt leicht durch vollstandige 
Induction der Satz (24); denn wenn derselbe fiir eine bestimmte ganze 
rationale Zahl ¢ gilt (wie z. B. fiir ¢ =), so folgt durch Multiplication 
mit g”y" oder mit dem reciproken Element ~-" g-” unter Zuziehung 
von (23), dass er auch fiir die beiden benachbarten Zahlen ¢ -+- 1 gilt. 
Aus (23) und (26) folgt ferner 


9; v, am gy” (v" gy") vy = gt pnts enn, 

wD, = yp’ (wp) y* = gut pers em ., 
und da ¢ Potenz von @ ist, so sind alle Producte m,%, von je zwei 
in dem Complex [p][w] enthaltenen Elementen g,, ~, in demselben 
Complex enthalten, woraus (25) folgt; zugleich ergiebt sich aus den 


beiden vorstehenden Gleichungen auch der Commutator ¢, in der 
Form (27), w. z. b. w. 


§ 3. 
Eigenschaften zweier nicht permutabelen Elemente einer Hamilton’schen 
Gruppe. 


Die zuletzt erhaltenen Resultate sind offenbar nur dann von 
Interesse, wenn die beiden Elemente my, ~ nicht permutabel sind, was 
wir im Folgenden annehmen; ihr Commutator ¢ ist dann verschieden 
von dem Hauptelement 1 der Hamilton’schen Gruppe R; _bedeutet 
daher e den Grad des Elementes ¢ und der Periode [«], so ist 
(28) o> i, & =m |, 

Wahlt man nun die Exponenten m, n des Elementes g, in (26) so, 
dass m,n, e keinen gemeinsamen Theiler haben, so kann man die 
Exponenten r, s des anderen Elementes y%, so bestimmen, dass 
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ms — ny = 1 (mod. e) wird; nach (27) folgt hieraus ¢, = ¢, und da 
der Commutator ¢, der Elemente 9,, y, nach Satz I] eine Potenz 
von g, ist, so ergiebt sich nach (24) die Existenz einer ganzen Zahl ¢, 
welche der Bedingung 


1 
zmnt(t—1) 


(29) pmtynt € =é 
geniigt. 

Um diesen Existenzsatz fiir unseren Zweck zu verwerthen, wird 
es néthig, die Perioden [p], [y] und deren gréssten gemeinsamen 
Theiler D, welcher bekanntlich selbst eine Periode ist, genauer zu 
betrachten. Da die Periode [¢] nach Satz II ein gemeinsamer Theiler 
von [gm], [w], also auch ein Theiler von D ist, so ist der Grad von 
D theilbar durch e, also von der Form de. Da ferner jedes Element 
in D von der Form g™” und zugleich eine Potenz von y, also auch 
mit w permutabel ist, so folgt aus (23), wenn man dort n = 1 setzt, 
dass &* == 1, also m durch e theilbar sein muss; alle Elemente von D 
sind daher Potenzen von g*, und da offenbar auf dieselbe Weise folgt, 
dass sie auch Potenzen von ~* sein miissen, so ist der grésste gemein- 
same Theiler D der Perioden [], [w] zugleich derjenige der Perioden 
[p*], [w*]; bezeichnet man daher die Grade der letzteren, weil sie 
dureh den von D theilbar sein miissen, mit ade, bde, so sind ade’, 
bde® die Grade von [@], [w], und zufolge (25) ist nach einem be- 
kanuten Satze abde® der Grad von [g, w], woraus beiliufig folgt, 
dass der Grad einer Hamilton’schen Gruppe nicht kleiner als acht sein 
kann. Zugleich ergeben sich folgende Darstellungen unserer Gruppen: 


~" [e] = [p***] = [v4], 

(31) D= [p**] ae [ye?] 
== [e] (1 + pte + p2ee + - +s + eltdae) 
= [2] (1+ whe foyer pf yen), 


(32) [oJ = Dili+qo+q?+---+ g*), 
(33) [vy] = Di+yotyet+-.-+ pe), 
(34) lp, ¥) = [9] [+] = [¥) [9] 


=[g] tet ete. p ye) 
=[(i+ete+--- +9") 

und aus den beiden ersten Darstellungen von D folgt die Existenz 
von zwei ganzen Zahlen h, k, welche den Bedingungen 
(35) ge = yprek — phe a tet, = hk = 1 (mod. de) 
geniigen. 

Wir wenden uns nun dazu, den Existenzsatz (29) zur Geltung 
zu bringen; statt dies in voller Allgemeinheit durchzufiihren, ziehen 
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wir es vor, ihn auf zwei specielle Beispiele von Zahlenpaaren m, » 
anzuwenden, was bequemer und ebenso erfolgreich ist. 

Erstes Beispiel. Bedeutet c den gréssten gemeinsamen Theiler 
der beiden Zahlen 
(36) a=ca’, b=cbd’, 
so setzen wir 

m= — ha’, n= 0b’; 

dann haben die Zahlen m, n, e zufolge (35), (36) keinen gemeinsamen 


Theiler, und es giebt daher zufolge (29) eine ganze Zahl ¢, welche 
der Bedingung 


’ : — Fh vee 
g—*4 t wy? t € =é 


geniigt. Da « Potenz von ist, so muss ~* in D enthalten, also 


b’t zufolge (31) theilbar sein durch be = b’ce; mithin wird ¢ — ceu, 
wo % eine ganze Zahl bedeutet, und da nach (35), (36) hieraus 


yt oe pre = gress am gis 
folgt, so geht die obige Bedingung fiir ¢ in 


— ha ceu(ceu—1) 
é = é, 


also in die Congruenz 
--5ha'b’ceu(cou — 1) =1 (mod. e) 


fiber. Da unter den Factoren der linken Seite sich auch die Zahl e 
befindet, so ergiebt sich durch Multiplication mit 2 das Resultat 


2 = 0 (mod. e), 
also zufolge (28) 


(37) em 2, e=—1, 

und hierdurch geht die vorstehende Congruenz in 
ha’ b'cu = 1 (mod, 2) 

iiber, woraus mit Riicksicht auf (36) auch 


(38) 1=hEa =) =c=a= |b (mod. 2) 
folgt. Die Grade von [p], [| sind 4ad, 4bd, und zufolge (30) ist 
(39) = gad — wrod, 


Der Grad der Gruppe [, ¥] ist = 8abd. — 
Zweites Beispiel. Setzen wir 


m=a(d—h), n=b, 


so haben die Zahlen m, n, e zufolge (37), (38) keinen gemeinsamen 
Theiler, und ausserdem ist zufolge (38) das Product 
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mn = d — 1 (mod. 2); 
es giebt daher zufolge (29) eine ganze Zahl ¢, welche der Bedingung 


1 
aes 
gata ydt g 


=é€& 


gentigt. Da « Potenz von @ ist, so muss yt in D enthalten, also 
bt zufolge (31) theilbar sein durch be = 2b; mithin wird ¢ = 2u, wo 


wu wieder eine ganze Zahl bedeutet, also 5t(t—1) = vw (mod. 2); mit 
Riicksicht auf (35), (39) wird zugleich 


prt a produ a preru om gt, 


prs—Atydt —— get ane gradu — &, 
mithin kommt die obige Bedingung fiir ¢ auf 


et == 
zuriick, woraus 
(40) d = 1 (mod. 2) 
folgt. — 

Die in (37), (38), (39), (40) gewonnenen fundamentalen Resultate 
fassen wir zusammen in den folgenden Satz: 

IV. Die Grade von je zwei nicht permutabelen Elementen , wv 
einer Hamilton’schen Gruppe sind = 4 (mod. 8); bezeichnet man die- 
selben resp. mit 8r + 4, 8s + 4, so ist der durch yp = pywe definirte 
Commutator 
(41) & == ptt? _— yet? 
also vom Grade zwei. 


§ 4. 
Allgemeine Form der Hamilton’schen Gruppen. 


Mit Hiilfe der eben gewonnenen Grundlage gelingt es nun ohne 
Schwierigkeit, die allgemeine Form aller Hamilton’schen (nicht Abel’- 
schen) Gruppen R zu finden, 

Diejenigen Elemente m einer solchen (oder auch jeder anderen) 
Gruppe R, welche mit jedem Element » von R permutabel sind, bilden 
bekanntlich eine Gruppe, weil aus 2 @ = @2' und 2”@ =z" auch 
(x'x")@ = w(x x") folgt; diese, offenbar Abel’sche Gruppe soll im 
Folgenden durchweg wit P bezeichnet werden. Da R eine Hamilton’sche, 
also nicht Abel’sche Gruppe ist, so muss P ein echter Theiler von R, 
d. h. verschieden von R sein, und es giebt mindestens zwei Elemente 
gy, v, welche nicht mit einander permutabel und folglich auch nicht 
in P enthalten sind. Behalten wir fiir diese Elemente die Bezeich- 
nungen unseres letzten Satzes IV bei und setzen wir 
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Qa grt! , p= yeti, 
so ist 
ec! am p* == ] , 


und fiir den Commutator ¢ der Elemente », w, welcher vom zweiten 
Grade ist, ergiebt sich 


é == @? == §, e == 1; 


wendet man ferner den Satz (23) auf das Beispiel m == 2r-+ 1, 
m= 2s-+ 1 an, so folgt 


pa = ape, 


d. h, ¢ ist auch der Commutator der Elemente a, 8, welche folglich 
nicht mit einander, wohl aber mit ¢ permutabel sind. Da nun aus 
der letzten Gleichung auch 


BabB=—abeB—efe—a—a, 
aBa=oa?Be — eft — Pe? =— 8B 


folgt, so ergiebt sich aus dem Vergleiche mit (15) in § 1, dass a, B 
die erzeugenden Elemente einer Quaterniongruppe Q sind. Es gilt 
daher der folgende Satz: 

V. In jeder Hamilton’schen Gruppe R ist mindestens eine Quaternion- 
gruppe Q als Theiler enthalten. 

Wir untersuchen nun im Folgenden die Beziehungen zwischen 
den beiden in R enthaltenen Gruppen P, Q, wobei wir fiir die letztere 
alle in § 1 benutzten Bezeichnungen beibehalten, und gelangen so zu 
der folgenden Reihe von Siitzen. 

VI. Der Grad jedes nicht in P enthaltenen Elementes p von R 
ist = 4 (mod. 8). 

Dies folgt unmittelbar aus IV, weil es mindestens ein mit p nicht 
permutabeles Element y in R giebt. 

VII. Das Quadrat jedes Elementes wo von R ist in P enthalten. 

Denn wenn @ in P enthalten ist, so gilt dasselbe auch von o?, 
weil P eine Gruppe ist. Wenn aber das Element nicht in P ent- 
halten ist, so ist nach VI sein Grad = 4 (mod. 8), also der seines 
Quadrates = 2 (mod. 4), woraus nach VI folgt, dass a? in P enthalten 
ist, w. z b. w. 

VIII. Jedes Element w der Gruppe R ist permutabel mit wenigstens 
einem der drei Elemente «a, B, y der Gruppe Q, und zwar entweder 
nur mit einem einzigen oder mit allen dreien. 

Ist naimlich @ nicht permutabel mit «, so muss das von « ver- 
schiedene Element @—'aw@ — a-! sein, weil es bekanntlich denselben 
Grad 4 wie « hat und ausserdem nach Satz I (in § 2) eine Potenz von « 
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ist; ebenso muss, wenn dasselbe Element @ auch mit B nicht per- 

mutabel ist, o—'Ba = B—' sein; da nun y = «@ ist, so folgt hieraus 
ava =a apa =a 'awn.a"'po=—a'pt—y, 

also yo = ay, d. h. w ist mit wenigstens einem der drei Elemente 

«a, B, y permutabel. Ist aber @ mit zweien von ihnen, z. B. mit « 

und mit 6 permutabel, so ist es auch mit deren Product y, also mit 

allen dreien permutabel, w. z. b. w. 

IX. Der Grad eines mit «, B, y permutabelen Elementes @ kann 
nicht durch vier theilbar sein, und der Inbegriff aller dieser Elemente @ 
ist die Gruppe P. 

Den ersten Theil dieses Satzes beweisen wir auf indirectem Wege, 
indem wir annehmen, der Grad eines mit a, 6 (also auch mit y) 
permutabelen Elementes @ sei theilbar durch vier. Dann giebt es 
unter den Potenzen von @, welche alle ebenfalls mit a, 8 permutabel 
sind, auch zwei Elemente vierten Grades @ (und g—'); nach der Funda- 
mentaleigenschaft | der Hamilton’schen Gruppe R ist nun 6—'(oa)6 
eine Potenz (ga@)" von ga; weil aber @ permutabel mit B ist, so folgt 
B-'(oa)B = ofa B = ga-, und weil @ permutabel mit «@ ist, so 
folgt (@ a)" = e"a"; mithin ist ga—' = eg" a", also g!-" = alt", Dass 
dies aber unmdglich ist, ergiebt sich, wenn man die vier Fille 
nm = 0, 1, 2,3 (mod. 4) durchgeht; im ersten und dritten Falle wiire 
nimlich @ =a, was dem Umstande widerspricht, dass B mit 9, aber 
nicht mit « permutabel ist; im zweiten oder vierten Fall wire 1 = a? 
oder 9? = 1, wihrend doch « und @ vom vierten Grade sind. Unsere 
obige Annahme fiihrt daher zu einem Widerspruch, und folglich ist 
der erste Theil des Satzes bewiesen. Es muss daher jedes mit a, B, y 
permutabele Element @ in der Gruppe P enthalten sein, weil nach 
Satz VI der Grad eines jeden, in P nicht enthaltenen Elementes durch 
vier theilbar ist, und da umgekehrt jedes Element der Gruppe P zufolge 
ihrer Definition mit @, B, y permutabel ist, so ergiebt sich auch der 
zweite Theil des Satzes, w. z. b. w. 

X. Der Inbegriff aller derjenigen Elemente wo, welche nur mit a, 
nicht mit B, y permutabel sind, ist der Complex Pa. 

Der Grad eines solchen Elementes w, welches nicht mit # per- 
mutabel, also auch nicht in der Gruppe P enthalten ist, hat nach 
Satz IV die Form 8p + 4, und zufolge (41) wird der Commutator der 
beiden Elemente w, 6 durch die Potenzen 

ort? — Bi =e = a? 
dargestellt; wenn ferner @ mit a, also auch mit a! permutabel ist, 
so folgt hieraus 
(@a—')te+2 == @tpt+2 aa (4p+2) — g2q-? — 1 ; 


mithin ist der Grad des Elementes we nicht theilbar durch vier, und 
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hieraus folgt nach Satz VI, dass dieses Element in P, also w in dem 
Complex Pe enthalten ist. Umgekehrt, wenn =a irgend ein 
Element in Pa, also x mit allen Elementen permutabel ist, so ist 
aa = xa? =a, ferner a8 = raf, und 


Bo = pro'=—xzpa—anaepe=— wpe; 


mithin ist jedes Element m in Pa permutabel mit a, aber nicht 
permutabel mit 6, w. z. b. w. 


XI. Jede Hamilton’sche Gruppe R ist von der Form 


(42) R= PQ=P+ Pa+ Pp+ Py, 
wo Q eine in R enthaltene Quaterniongruppe 
(43) Q = (1+¢) (1+e+6++7), 


und P die Abel’sche Gruppe der mit allen Elementen von R permutabelen 
Elemente bedeutet; diese Gruppe P enthidlt kein einziges Element vierten 
Grades, wohl aber das in Q befindliche Element zweiten Grades =, 
welches zugleich der Commutator von je zwei nicht permutabelen Ele- 
menten der Gruppe R ist. 

Denn aus den drei vorhergehenden Siitzen folgt, dass jedes Ele- 
ment w der Gruppe FR in einem und nur in einem der vier Complexe 
P, Pa, Pp, Py enthalten ist; die Behauptungen tiber P folgen aus 
IX und VII, weil «=a? ist. Da endlich die Elemente von P mit 
allen Elementen von R, ferner die Elemente von Pa nach X mit « 
und folglich auch mit allen Elementen desselben Complexes Pa per- 
mutabel sind, so gehéren zwei nicht permutabele Elemente auch zwei 
verschiedenen der drei Complexe Pa, PS, Py an; wahit man nun 
z. B. aus Pa, PB nach Belieben die beiden Elemente g’ = z'a, 
gy” = 2" B, wo also a’, x” in P enthalten sind, so ergiebt sich 

Gp =a’ ab, op =n pawn abse=—q' ge, 
mithin sind diese Elemente g’, y” nicht permutabel , und ihr Commutator 
ist =, w. z. b. w. 

XII. Wenn in einer Gruppe G eine Quaterniongruppe Q und eine 
Abel’sche Gruppe P enthalten ist, deren Elemente mit denen von Q 
permutabel sind, wenn ferner P das in Q befindliche Element zweiten 
Grades =, aber kein einziges Element vierten Grades enthilt, so ist das 
Product PQ eine Hamilton’sche Gruppe R. 

Aus der Permutabilitiét der Elemente von P mit denen von Q 
folgt zunachst, dass PQ eine Gruppe R ist; wahlt man fiir Q wieder die 
bisherige Bezeichnung (43), so ist R von der Form (42), weil die 
Periode [e] — 1-+ ¢ der grésste gemeinsame Theiler von P, Q ist. 
Dass R keine Abel’sche Gruppe ist, folgt daraus, dass ihre Elemente 
«, B nicht permutabel sind. Um zu zeigen, dass R eine Hamilton’sche 
Gruppe ist, haben wir nach Satz I in § 2 fiir je zwei Elemente », » 
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nachzuweisen, dass p—!wq eine Potenz von y ist. Wenn nun wenigstens 
eins dieser beiden Elemente in P enthalten ist, oder wenn sie beide 
demselben Complex Pa oder PB oder Py angehéren, so sind sie 
permutabel, und folglich ist p-'~gm = w. Wenn aber z. B. »¥ = ra 
in Pa, und p=2'8 in PB enthalten ist, so wird 
gop = bP xaB = rp'aB = xo; 

da nun der Grad von a nicht durch vier theilbar ist, weil sonst 
unter den (in P enthaltenen) Potenzen von a auch zwei Elemente 
vierten Grades wiiren, so ist der Grad von 2? eine ungerade Zahl 
2m+1, also 2—-@™+) 2, mithin gp" pp—ra-t—y (mt), wiz. b.w. 

Hiermit ist das am Schlusse der Einleitung ausgesprochene Resultat 
der Untersuchung in allen Theilen begrtindet. 


Braunschweig, 9. August 1896. 


Mathematische Annalen. XLVIII. 36 
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| Ausgewiahlte Capitel der Zahlenlehre; zweistiindige Voriesung im Winter 1895—96 
und Sommer 1896). 


Von 


Feurx Kier in Gottingen. 


Es hat einige Jahrzehnte lang die Tendenz vorgeherrscht, zahlen- 
theoretische Probleme mdglichst abstract fiir sich, losgelést von allen 
Beziehungen zu anderen mathematischen Disciplinen zu betrachten. 
Ich werde das Verdienst einer derartigen Darstellung wie insbesondere 
die grosse Leistung der dabei betheiligten Forscher gewiss nicht ver- 
kennen, glaube aber, dass der Gegenstand fiir zahlreiche Mathematiker 
durch Heranziehen geometrischer Vorstellungen und der Zusammenhinge 
mit Nachbargebieten zugiinglicher wird. In den von Fricke und mir 
herausgegebenen Vorlesungen iiber elliptische Modulfunctionen, auf die 
ich im Folgenden vielfach zuriickgreifen muss*), ist in diesem Sinne 
die Theorie der biniiren quadratischen Formen bereits nach verschiedenen 
Richtungen hin behandelt worden. Inzwischen habe ich die dort 
gegebene Darstellung in einer Vorlesung, die sich zweistiindig durch 
die beiden letzten Semester hindurchzog und iiber die hier berichtet 
werden soll, wesentlich vervollstindigt. Von dieser Vorlesung soll 
wieder eine autographirte Ausarbeitung**) publicirt werden. Ich darf 
hier vorweg erwihnen, dass es mein besonderes Interesse war, fiir die 
Theorie der singuliren elliptischen Gebilde eine moéglichst einfache und 
durchsichtige Grundlegung zu geben. Insbesondere habe ich dabei 
Gelegenheit genommen, einen Gegenstand zur Darstellung zu bringen, 
der mir seit lange am Herzen lag, namlich die Lehre von den zu- 
gehérigen singuliren Werthen der Ikosaederirrationalitdét. Uebrigens 
zweifele ich nicht, dass sich die entwickelten geometrischen Methoden 
auch fiir héhere Gebiete der Zahlentheorie als niitzlich erweisen sollen; 


*) Ich citire dieselben abkiirzend als ,,Mod.‘ 

**) Dieselbe wird, wie meine friiheren autographirten Hefte, von Herrn 
Dr. Fr. Schilling, Privatdocenten a. d, technischen Hochschule in Aachen, zu 
beziehen sein. 











Autographirte Vorlesungshefte, III. 563 


es geniige, auf die mannigfachen Zusammenhinge hinzuweisen, welche 
dieselben mit den von Minkowski in den bisher erschienenen Bogen 
seines vielversprechenden Werkes (Geometrie der Zahlen) gegebenen 
Ansiitzen besitzen. — 

Theil 1 meiner Vorlesung beginnt gleich damit, dasjenige ebene 
geometrische Gebilde zu schildern, welches in der Folge den meisten 
Betrachtungen zu Grunde liegt, das Parallelgitter. Es handelt sich 
einfach um 2 Schaaren unter sich aquidistanter Parallelen. Den In- 
begriff der Schnittpunkte der beiden Schaaren bezeichne ich kurzweg 
als Punktgitter. Es ist das also die Gesammtheit der Punkte, welche 
in irgend einem xy-Systeme ganzzahlige Coordinaten haben. Ist das 
Punktgitter als solches (ohne die verbindenden Parallelgeraden) vorgelegt, 
so giebt es auch unendlich viele Coordinatensysteme, betreffend deren 
es diese Eigenschaft besitzt; es ist ein erster wichtiger Satz, dass man 
von einem ersten solchen Systeme zu jedem anderen durch die ganz- 
zahligen linearen Substitutionen 


a —=ax+ By 


ad -— = -+ 1 
mA, 8 ae 


iibergeht. 

Die Figur dieser Punktgitter wird nun in erster Linie dazu ge- 
braucht, um die Theorie der gewdhnlichen numerischen Kettenbriiche 
in geometrischer Form verstiindlich zu machen. Sei m der Einfachheit 
halber eine irrationale Grésse, die wir in einen Kettenbruch entwickeln 


wollen. Wir setzen @ = und haben damit eine gerade Linie, welche 


vom Coordinatenanfangspunkte aus zwei entgegengesetzte Quadranten 
des xy-Systems durchschneidet, ohne irgend einen Gitterpunkt weiter 
zu enthalten. Ich will meine Aufmerksamkeit hier nur auf den einen 
Quadranten richten und die beiden Theile, in welche derselbe durch 
unsere Gerade zerlegt wird, kurz als X-Sector und Y-Sector bezeichnen. 
Sei jetzt vermége gewéhnlicher Kettenbruchentwickelung: 


1 
o=“4+— 1_ 4 
met ar... 
wir erhalten von da die Niiherungspunkte : 


P19 Pot mem 


; *' @&@ ff @ f° 


allgemein : 


dy Hy Guia +%—2 
Hier sind die p,, g, theilerfremde ganze Zablen, die ich 30 im Vorzeichen 
fixiren will, dass der ,,Naherungspunkt 2, y = p,, q, dem von uns 
ausgewiihlten Quadranten angehdrt. Die Frage wird sein, welches das 
36° 





P, My * Py +P,_2 . 
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geometrische Gesetz dieser Niherungspunkte ist, bez. wie in der Reihen- 
folge dieser Punkte die Zahlen wu, hervortreten. Hierauf kommt nun 
folgende einfache Antwort: Man denke sich die ganzzahligen Punkte 
(Gitterpunkte) zuniichst des X-Sectors, dann des Y-Sectors, durch kleine 
Stifte markirt und schlinge um das Ganze einen Faden, den man 
anzieht. Der Faden wird zuniichst langs des begrenzenden Theils der 
X-Axe (bez. der Y-Axe) herlaufen und dann in einen Polygonzug 
iibergehen, welcher sich der Linie @ asymptotisch niahert. Die 
Néherungspunkte (p,, qv) der Kettenbruchentwickelung sind nun nichts 
anderes als die Ecken dieses Polygonzuges, mit der Maassgabe, dass 
(p-1, q- 1) (p; %1)> (Ps, qs) ... dem Y-Sector , (Po, qo)» (Po, G2), +--+ 
dem X-Sector zugehiren. Man betrachte ferner die einzelne Polygon- 
seite, welche (p,-2, g»-2) mit (p,, gy) verbindet. Déeselbe ist parallel 
der Strecke, welche von 0 nach (p,-1, G—1) fiihrt und w,-mal so lang; 
sie enthdlt also (u,— 1) Gitterpunkte in threm Inneren, Hierin liegt 
unmittelbar die geometrische Bedeutung der w,. Ich habe von da aus 
in meiner Vorlesung alle Einzelheiten der gewdhnlichen Kettenbruch- 
theorie abgeleitet und zum Theil noch vervollstindigt. 

So weit sind die Maassverhiltnisse des Parallelgitters noch gar 
nicht in Betracht gekommen. Vielmehr handelte es sich um Beziehungen, 
die bei beliebigen affinen Umformungen des Gitters ungeiindert be- 
stehen bleiben; wir stehen, um es kurz zu sagen, auf dem Standpunkte 
der affinen Geometrie. Jetzt erst wenden wir uns den Betrachtungen 
der Maassverhiltnisse zu. Aber wir thun dies in der freien Weise, 
dass wir ganz willkiirlich eine quadratische Form geben: 


f(a, y) = ax? + bay + cy’ 
und nun die Entfernung zweier Punkte (x,y), (a', y') durch 
Ve (a— a, y —y') 

definiren. Wir erreichen dadurch, dass wir unabhingig von dem Vor- 
zeichen der Discriminante D — 6b? —4ac eine gleichférmige geo- 
metrische Ausdrucksweise gewinnen. Wir kénnen geradezu sagen, 
dass die Theorie einer beliebigen bindren quadratischen Form in der su 
ihr gehirigen Maassgeometrie unseres Gitters enthalten ist. Insbesondere 
berechnen wir fiir das Elementarparallelogramm als Seitenlingen /a 
und Ve und als Cosinus des eingeschlossenen Winkels 7 - Ist D< 0, 
so sind die beiden ,,Minimalrichtungen“ f(x, y) = 0 imaginir. Wir 
kénnen dann das Gitter so wahlen, dass diese beiden Richtungen 
nach den gewdhniichen Kreispunkten hinweisen. Nehmen wir iiber- 
dies unsere Form als positiv, so coincidirt unsere Maassbestimmung 
mit derjenigen der elementaren Geometrie; wir haben so fir definite 
f(z, y) genau die von Gauss angegebene Deutung. Der Vorzug 
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unserer Auffassung aber ist der, dass wir ebensowohl fiir positives D 
eine durchaus anschauliche Deutung des f haben, sofern wir uns nur 
die Miihe nehmen, uns in die betr. Maassbestimmung mit ihren reellen 
Minimalrichtungen hineinzudenken. Die Gauss’sche Deutung der defi- 
niten Formen f(a, y) ist bekanntlich von Dirichlet zu einer ein- 
fachen Ableitung der Reductionstheorie dieser Formen benutzt worden. 
Ich habe daher in meiner Vorlesung mein Hauptinteresse darauf ver- 
wandt, nachzuweisen, dass die scheinbar ganz anders geartete Theorie 
der Reduction der indefiniten quadratischen Formen in unserer verall- 
gemeinerten Maassbestimmung eine durchaus entsprechende geometrische 
Interpretation findet*). 

Betrachten wir in dieser Hinsicht zunichst die gewdhnlichen 
Automorphieen von f, d. h. diejenigen linearen ganzzahligen Sub- 


stitutionen \y B von der Determinante + 1, welche nicht nur f selbst 
sondern auch die einzelnen Wurzeln von f =O in sich iiberfiihren., 


Damit solche Automorphieen existiren, miissen natiirlich die Coefficienten 





*) Vielleicht ist es manchem Leser erwiinscht, wenn ich hier folgende Be- 
merkung einschalte. Die im Texte gemeinte Interpretation der Formen f(a, y) 
ist im Grunde ganz trivial und besteht einfach darin, die Variabelen a, y als 
Parallelcoordinaten in der Ebene zu deuten und darnach f als eine Fnnction 
des Ortes aufzufassen, — die Gitterfigur kommt erst dadurch herein, dass wir 
uns, was an sich nicht néthig wire, auf ganzzahlige Werthe der Variabelen be- 
schriinken. Die linearen Substitutionen der 2, y decken sich dabei mit denjenigen 
affinen Transformationen der Ebene, welche den ‘Anfangspunkt festlassen; alle 
Eigenschaften der Formen also, welche gegenitiber linearen Substitutionen der a, y 
invariant sind, verwandeln sich in Beziehungen der affinen Geometrie. Statt 
dessen findet man in den Werken iiber Invariantentheorie fast ausschliesslich die 
projective Interpretation der biniiren Formen entwickelt, welche nur den Quotienten 


: geometrisch deutet, niimlich als Coordinate auf der geraden Linie oder im 


Strahlbiischel, wobei man dann von vornherein darauf angewiesen ist, nicht die 
Form f selbst sondern nur die Gleichung f=0 geometrisch zu interpretiren. 
Die hierbei hervortretenden Verhiiltnisse haben natiirlich an sich ihr grosses und 
berechtigtes Interesse, und werden dementsprechend auch in meiner Vorlesung 
bei Gelegenheit herangezogen, — als geometrische Deutung der invarianten- 
theoretischen Beziehungen aber ist die Methode wesentlich unvollkommen. Dass 
sie solche universelle Geltung hat erlangen kénnen, wie es thatstichlich der Fall 
ist, ist nur historisch zu verstehen, aus dem Umstande, dass sich die Invarianten- 
theorie urspriinglich in Anlehnung an die entwickelt vorliegende projective 
Geometrie ausgebildet hat, Alles Dieses ist so selbstverstiindlich, dass ich dariiber 
keine Worte verlieren wiirde, wenn ich nicht aus eigener Erfahrung wiisste, wie 
hemmend eine ausschliesslich projective Gewéhnung (wie tiberhaupt jede einseitige 
Gewéhnung) werden kann. Beispielsweise bin ich nur durch diese Gewdhnung bis 
in die letzten Jahre gehindert worden, die Compositionstheorie der quadratischen 
biniren Formen geometrisch zu verstehen, wihrend doch die Sache selbst, wie 
weiter unten darzulegen ist, ganz einfach und natiirlich zu Stande kommt. 
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von f commensurabel sein; ich schliesse mich der iiblichen Darstellung 
an, indem ich sie von vornherein ganzzahlig und ohne gemeinsamen 
Theiler nehme. Es handelt sich dann zunichst um den Satz, dass 
die Pell’sche Gleichung 
&— Dw—4 

bei positivem D unendlich viele positive Liésungen hat, die sich aus 
der sog. kleinsten Liésung ¢,, u) vermége der Formel 

t+VD.u_ (% +VD. se) 
zusammensetzen. Von da aus erhilt man die in Rede stehenden 
Automorphieen, indem man f irgend in 2 Linearformen spaltet: 


E—Va-v4 oth? y 


f= g. "5 e b—VD ? 
y=Va eters -y 
und nun diese Linearfactoren mit ‘ze5 —“ multiplicirt: 


on (2+ FO -s) ve 


: t —VD.«,\" 


Was bedeuten diese Automorphieen geometrisch? Wir haben 2zu- 
nachst den Uebergang von den 2, y zu den &, 4; derselbe besagt, 
dass wir statt der beliebigen Parallelcoordinaten Minimalcoordinaten 
einfiihren, d. h. die beiden geraden Linien f = 0 als neue Coordinaten- 
axen wahlen sollen. Jede Formel 


, , 1 
f= mé, T~o% 


wird nun geometrisch eine Drehwng um den Coordinatenanfangspunkt 


vorstellen, d. h. eine Drehung im Sinne unserer durch /f gegebenen 
Maassbestimmung. Der Drehwinkel berechnet sich dabei nach bekannten 


Grundsitzen als ; log DV, wo DV das Doppelverhiltniss der 4 Strahlen 
baw. 0 8, 

also m?* ist. 
Offenbar handelt es sich bei dem zahlentheoretischen Ansatz um 
diejenigen Drehungen dieser Art, welche unser Gitter mit sich selbst 
sur Deckung bringen. Und die Theorie sagt, dass es unendlich viele 
solcher Drehungen giebt, die sich alle aus einer kleinsten Drehung 


durch beliebige (positive oder negative) Wiederholung ergeben. Der 
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Satz ist, wenn erst die Existenz einer kleinsten Drehung zugegeben 
wird, geometrisch evident. Der Winkel dieser kleinsten Drehung aber 
(den ich schlechtweg den Pell’schen Winkel nenne) hat den Betrag 


i log ‘eer. Da wird nun deutlich, wesshalb dieser letztere Aus- 


druck in der Theorie der indefiniten quadratischen Formen genau da 


eintritt, wo in der Theorie der definiten Formen z (oder unter Um- 
standen 3 oder z) steht. Denn dieses 2 (oder . . *) ist gerade auch 
der kleinste Winkel, um den man ein definites Gitter (wie ich der 
Kiirze halber sagen will) drehen muss, damit es zum ersten Male mit 
sich selbst zur Deckung kommt. — 

Wir werden weiter fragen, wesshalb diese Theorie in der bekannten 


engen Beziehung zur Kettenbruchentwickelung der beiden Wurzeln 
a’, @” steht, welche die Gleichung f(x, y) = 0 fiir den Quotienten 5 


ergiebt. Wir construiren uns die beiden geraden Linien ;= a’, 
= @’, — deren jede durch O in zwei Halbgerade zerlegt wird —, 
und umgeben jede dieser 4 Halbgeraden nach der oben geschilderten 
Regel mit zwei Kettenbruchpolygonen. Andererseits will ich gewisse 
vom Coordinatensystem unabhingige Polygone bilden, welche ich die 
zu @', a gehérigen natiirlichen Umrisspolygone nenne. Niamlich: die 
ganzzahligen Punkte x, y werden durch die beiden Geraden ’, w” auf 
vier Sectoren vertheilt, und nun will ich wieder die ganzzahligen 
Punkte des einzelnen so entstehenden Sectors, nachdem ich sie durch 
kleine Stifte bezeichnet habe, mit einem Faden umschlingen und diesen 
Faden straff ziehen. Es entstehen, so vier Polygone, welche nach Art 
eines Hyperbelastes ein jedes asymptotisch zu zweien unserer Halb- 
geraden beiderseitig ins Unendliche laufen; die Polygone gehéren 
paarweise als ,,Scheitelpolygone“ zusammen. Dass diese natiirlichen 
Umrisspolygone bei den Pell’schen Drehungen mit sich selbst zur 
Deckung kommen, ist a priori klar, denn sie sind durch f= 0 ein- 
deutig bestimmt. Man kénnte sagen: es sind semireguldre Polygone, 
denn sie miissen nach einer gewissen Periode immer wieder dieselben 
Seitenlingen und Seitenwinkel darbieten. Die ganze Theorie der 
Kettenbruchentwickelungen von o’, o” kommt nun einfach darauf 
hinaus, dass die 8 Kettenbruchpolygone, welche wir vorab nannten, 
in ihrem asymptotischen Verlauf nothwendig in diese natiirlichen Um- 
risspolygone einmiinden, Dies ist geometrisch evident, und insbesondere 
erkennt man auch, wie viele verschiedene Fille in dieser Hinsicht je 
nach der Lage der X- und Y-Axe zu den Linien @’, w” zu unter- 
scheiden sind. Ich habe dies in meiner Vorlesung genau ausgefiihrt 
und namentlich auch entwickelt, dass sich auf Grund der erhaltenen 
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Figuren die Gaussische Theorie der Reduction von f nunmehr ganz 
von selbst ergiebt. In einer vorliufigen Mittheilung, welche ich iiber 
diesen Gegenstand im vorigen Herbst vor der Liibecker Naturforscher- 
versammlung gegeben habe*), habe ich gleich auf Verallgemeinerungen 
hingewiesen, welche das geschilderte Verfahren im dreidimensionalen 
Raume findet. Die Sache ist folgende: 

Ich nehme das Gitter aller ganzzahligen Punkte x, y, g und zwar 
F (xyz) einmal als indefinite quadratische ternire Form, das andere 
Mal als eine in 3 reelle lineare Factoren zerlegbare cubische ternire 
Form. Wir haben dann in / =O das eine Mal einen reellen Kegel 
zweiten Grades, das andere Mal drei reelle Ebenen. Jede der beiden 
Kegelhalften umschliesst ein unendliches Aggregat ganzzahliger Punkte, 
ebenso jeder der acht von den drei Ebenen gebildeten Oktanten. Mein 
Vorschlag ist nun der, dass man die Reductionstheorie der genannten 
ternaren Formen an die ebenjflichigen Umrisspolyeder kniipfen soll, 
welche diese Aggregate ganzzahliger Punkte darbieten. Leider ist 
dieser Vorschlag bisher noch nicht zur Ausfiihrung gelangt, insbesondere 
hat Herr Furtwangler in seiner damals in Aussicht gestellten in- 
zwischen erschienenen Dissertation**) die Reduction der cubischen 
terniren zerlegbaren Formen doch nicht an die bezeichneten Umriss- 
polyeder sondern an die Hermite’sche Methode der ,,réduction con- 
tinuelle“ angekniipft [wie dies betr. quadratische indefinite binire Formen 
in den ,,Mod.“ geschehen ist]. 

Betreffs des weiteren Inhaltes des ersten Theils meiner Vorlesung 
wiinsche ich noch Folgendes anzufihren: 

Nachdem die Reductionstheorie fiir die einzelne biniare quadratische 
Form durchgefiihrt ist, handelt es sich darum, die Stellung der redu- 
cirten Formen innerhalb der Gesammtheit darzulegen. Dies ist s. Z. 
in den ,,Mod.“ in der Weise geschehen, dass man die Wurzeln der 
Gleichung a@* + ba + c= 0 einfiihrte und in der complexen Ebene 
interpretirte. Inzwischen habe ich schon damals darauf hingewiesen, 
dass man die entstehenden Kreisbogenfiguren zweckmissigerweise durch 
geradlinige ersetzen kann. Man erhilt die letzteren unmittelbar, indem 
man die Verhiltnisse a:b:c als trimetrische Coordinaten in der Ebene 
deutet ***). Die ,,definiten‘‘ Formen fiillen dann mit ihren Bildpunkten 





*) Vergl. auch eine Mittheilung in den Géttinger Nachrichten vom Herbst 
1896, sowie eine Uebersetzung dieser Mittheilung in den Nouvelles Annales von 
1896. 
**) Géttingen 1896: Zur Theorie der in Linearfactoren zerlegbaren, ganz- 
zahligen terniren cubischen Formen. 
***) Dies reicht hier aus; aber natiirlich erhilt man entsprechend der An- 
merkung auf pag. 565 eine vollstiindigere Interpretation, wenn man den dreidimen- 


sionalen Raum heranzieht und hier die a, b, ¢ selbst als Punktcoordinaten inter- 
pretirt. 
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das Innere des _ ,,Discriminantenkegelschnitts“ 6? — 4ac = 0 aus, die 
indefiniten das Aeussere. Dabei zerlegt sich das Innere, den Substi- 


tutionen . B| entsprechend, in unendlich viele aquivalente Dreiecke, 


deren eines die reducirten Formen reprasentirt. Die Reductionstheorie 
der indefiniten Formen aber wird dadurch zuginglich, dass man — 
entsprechend dem Grundgedanken von Hermite’s réduction con- 
tinuelle — dem ausserhalb des Kegelschnitts gelegenen Punkte seine 
Polarsehne zuordnet (d. h. denjenigen Theil seiner Polare, welche im 
Kegelschnittinneren liegt), und nun zusieht, wie diese Polarsehne die 
Dreieckstheilung des Inneren durchzieht. Diese Verhiiltnisse sind noch 
letzthin von Herrn Hurwitz ausfiihrlich dargelegt worden (Math. 
Annalen Bd, 44, 1894, sowie Mathematical Papers presented to the 
Chicago Congress, 1893, erschienen 1896). Insbesondere hat derselbe dort 
die G aussische Reduction der indefiniten Formen in sehr eleganter Weise 
an die Betrachtung der Polarsehne gekniipft; es kommt darauf an, zu- 
zusehen, wie diese Polarsehne die Symmetrielinien der Dreieckstheilung 
durchsetzt (wihrend die Hermite’sche Reductionstheorie, die der geo- 
metrischen Erliuterung der ,,Mod.“ zu Grunde liegt, die Dreiecks/ldchen 
in Betracht nimmt, durch welche die Polarsehne hindurchliuft). Ich 
habe in meiner Vorlesung die Hurwitz’schen Entwickelungen mit einigen 
Modificationen reproducirt und insbesondere hervorgehoben, wie die- 
selbe Schritt fiir Schritt mit den friiher dargelegten am Gitter operiren- 
den Reductionsbetrachtungen parallel laufen. Ich betone dann ins- 


besondere noch das unterschiedliche Verhalten der Gruppe |; B im 


Inneren des Discriminantenkegelschnitts und ausserhalb desselben. 
Wahrend die Gruppe im Inneren eigentlich discontinuirlich ist und 
dementsprechend das Innere in wohldefinirte Discontinuitiitsbereiche von 
endlicher Ausdehnung zerlegt (die Dreiecke der wiederholt genannten 
Kintheilung), ist sie im Bereiche 6? — 4ac > 0 uneigentlich disconti- 
nuirlich und es erscheint ganz unmdglich, sich hier eine Gesammtheit 
von Punkten geometrisch vorzustellen, welche aus jeder Classe iaiqui- 
valenter Punkte nur je einen enthielte. Die Theorie der automorphen 
Functionen hat ja fiir das gleiche Vorkommniss lingst sehr viel 
mannigfachere Beispiele geliefert. Trotzdem wollte ich hier — auch 
im Referate — nicht unterlassen, ausdriicklich auf dasselbe hinzuweisen. 
Denn es giebt meines Erachtens keine Thatsache, die so sehr zum 
Nachdenken iiber das Wesen der riumlichen Continuitit anregt, als 
dieses verschiedenartige Verhalten ein und derselben Gruppe in ver- 
schiedenen Gebieten. 

Zum Schlusse gebe ich noch eine Einleitung in diejenigen Gebiete 
der Theorie der elliptischen Functionen, bez. Modulfunctionen, welche 
in der Folge benutzt werden sollen. 
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Der Uebergang zu den elliptischen Functionen geschieht am un- 
mittelbarsten von der Figur des Parallelgitters aus. Man hat dabei 
eine quadratische Form f(z, y) von negativer Discriminante zu Grunde 
zu legen. Wir construiren das zugehérige Parallelgitter am besten 
gleich (in Gaussischer Weise) so, dass /f(x, y) die Entfernung von O 
im elementaren Sinne bezeichnet. Es geniigt jetzt, die Ebene 2, y in 
gewohnlicher Weise als Ebene einer complexen Variabelen (x + iy) 
aufzufassen: unser Parallelgitter legt dann ohne weiteres einen Inbegriff 
doppeltperiodischer Functionen von (x -+-iy), d. h. ein elliptisches 
Gebilde fest. Sind w,, @, die dem Gitterparallelogramm entsprechen- 
den Perioden des Gebildes, so ist riickwarts unsere quadratische Form 
f(a, y) nichts anderes als die Norm (a,x + @,y) (@,% + @,y). Die 
Invarianten erster Stufe des elliptischeu Gebildes, also g,, g,, A, ferner 


J = a oder j = 1728 J, die von der besonderen Auswahl der Perioden 


@;, x unabhangig sind, erscheinen hier unmittelbar als analytische 
Invarianten des zum Parallelgitter gehérigen Punktgitters, d. h. als 
Invarianten der ganzen Formenclasse, welcher f zugehért. Eben dess- 
halb tritt die Dreiecksfigur, mit deren Hilfe wir uns in der Ebene 
a:b:c eine Uebersicht iiber die Aequivalenzverhiltnisse der definiten 
Formen verschafften, in der Theorie der elliptischen Modulfunctionen 
grundlegend hervor. Die ausfiihrliche Darstellung, welche hiervon in 
den ,,Mod. gegeben ist, benutzt durchweg die Kreisbogendreiecke 
der w-Ebene; es ware die Frage, ob man nicht auch bei functionen- 
theoretischen Untersuchungen sich gewéhnen soll, direct mit der 
geradlinigen Figur zu arbeiten. — 

Natiirlich giebt die so gewonnene Beziehung zwischen elliptischen 
Functionen und quadratischen Formen nach beiden Seiten hin den 
Anstoss zu ferneren Entwickelungen. 

Ich erinnere in meiner Vorlesung insbesondere daran, dass nach 
den in den ,,Mod.“ dargelegten Grundsiitzen die vorgenannten In- 
varianten (oder Moduln) der ersten Stufe (welche bei allen unimodularen 


Substitutionen | * 4  wageindert bleiben) den Anfang einer unbegrenzten 
Reihe von am AL hoherer Stufe bilden, namlich solcher Invarianten, 


welche nur bei denjenigen Substitutionen | * * 5 unverandert bleiben, 
die in Bezug auf eine bestimmte Zahl q guigaibin Congruenzbedingungen 


geniigen. Als Beispiel fiir Moduln héherer Stufe benutze ich dabei 
mit Vorliebe die Ikosaederirrationalitét (@), also den sogenannten 
Hauptmodul fiinfter Stufe. — 

Die Sache ist nun die, dass diese Stufeneintheilung sich auf die 
Theorie der quadratischen Formen ibertrigt, indem man bei ihnen 
nicht nach Aequivalenz schlechthin, sondern nur nach relativer Aequi- 
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valenz fragt, d. h. nach Aequivalenz vermége solcher 





a B 
“ Ap welche 


in Bezug auf eine Zahl g den angedeuteten Congruenzbedingungen 
geniigen. Eine Erledigung findet das Problem der relativen Aequivalenz 
jeweils durch Betrachtung des Fundamentalpolygons, welches der ge- 


wahlten Congruenzgruppe innerhalb der zur Gesammtgruppe Is 5 


gehérigen Dreieckstheilung entspricht*). 

Von der anderen Seite, d. h. von seiten der Zahlentheorie, 
stammt das besondere Interesse fiir ganzzahlige quadratische Formen 
ax* + bay + cy’, wobei man diejenigen Formen, resp. Formenclassen, 
welche zu der nimlichen Discriminante D = b* — 4ac gehdren, 
zweckmissigerweise zusammenordnet und neben einander betrachtet. 
Was bedeutet diese Einschrinkung fiir die Theorie der elliptischen 
Functionen? Wir bezeichnen die betreffenden elliptischen Gebilde als 
singuliére elliptische Gebilde, und es wird der Hauptzielpunkt des 
zweiten Theils der vorliegenden Vorlesung sein, darzulegen, welche 
Bewandniss es mit diesen besonderen elliptischen Gebilden hat. In 
dieser Weise also kommen wir hier zu demjenigen Gebiete, welches 
man gemeinhin als die Lehre von der complexen Multiplication der 
elliptischen Functionen bezeichnet. — 

Schliesslich diirfen wir wohl nicht unterlassen, hervorzuheben, wie 
merkwiirdig es ist, dass sich die functionentheoretischen Beziehungen, 
von denen wir reden, nur an die Formen negativer Discriminanten 
ankniipfen, trotzdem die Formen positiver Discriminanten zahlen- 
theoretisch ehenso zugiinglich sind, wie die anderen, und die Unter- 
schiede ihrer Theorie nach der eben gegebenen Auseinandersetzung 
den gegensitzlichen Charakter verlieren, den sie zuniachst zu besitzen 
scheinen. Wird hier dasselbe Mittel seine Kraft bewihren, welches 
Jacobi in der Theorie der Abel’schen Functionen benutzt, indem er 
Verhiltnisse, die im Gebiete einer einzelnen Variabelen undurchsichtig 
scheinen, dadurch zu voller Klarheit erhob, dass er sie als Projectionen 
mehrdimensionaler Beziehungen auffassen lehrte ? 


Der zweite Theil meiner Vorlesung beginnt mit denjenigen Trans- 
formationen der Gitter, welche durch lineare Substitutionen hdherer 
Ordnung , 

xv =ax+ by 
y =ca+dy 


*) Die ,,relative'*‘ Aequivalenz kommt in beschriinktem Sinne auch in den 
Arbeiten von Kronecker vor; was namlich Kronecker vollstdndige Aequivalenz 
zweier biniren quadratischen Formen nennt, ist relative Aequivalenz modulo der 
Hauptcongruenzgruppe zweiter Stufe. 


ad—bc=n 














572 F. Krer, 


dargestellt sind. Durch jede solche Transformation wird einem gegebenen 
Gitter ein grossmaschigeres Gitter ,,eingelagert“, umgekehrt wird auf 
diese Weise jedes eingelagerte Gitter gewonnen. Sieht man von den 
Parallelstiben der Gitter ab, achtet also nur auf die Punkigitter, so 
giebt es fiir vorgeschriebenes » eine wohlbekannte endliche Zahl ein- 
gelagerter Gitter (wobei noch zu unterscheiden ist, ob man die Coeffi- 
cienten a, b, c, d als theilerfremd voraussetzen will, oder nicht). — 
Diese Theorie gewinnt ihre besondere Bedeutung fiir die ganzzahligen 
quadratischen Formen, bez. die zu ihnen gehdrigen Gitter; sie giebt 
naimlich die Grundlage einer rationellen Classification dieser Formen. 
Man bemerke vorab, dass die zu einer solchen Form gehdérige Discri- 
minante D = b? — 4ac entweder =0 oder =1 (mod. 4) ist, und 
dass umgekehrt jede Zahl D, welche eine dieser Congruenzen modulo 4 
befriedigt, als Discriminante einer ganzzahligen quadratischen Form 
angesehen werden kann. Man theile nun die Discriminanten in Stamm- 
discriminanten d, — das sind solche, die keinen quadratischen Factor 
enthalten, nach dessen Abtrennung sie noch Discriminanten bleiben — 
und in die zugehérigen Zweigdiscriminanten D = nd. Sei ferner h 
die Zahl der zur Stammdiscriminante d gehérigen Classen quadratischer 
Formen, resp. Punktgitter. Ein jedes dieser ,,Stammgitter“ enthalt 
dann vermége Transformation n'** Ordnung eine gewisse Anzahl ,,Zweig- 
gitter“‘ der Discriminante n?d, und mit diesen den h Stammgittern 
eingelagerten Gittern sind die Gitter, welche zur Discriminante n?d 
gehéren, iiberhaupt erschépft. Das Resultat ist also, dass die betr. 
Gitter sich nach den Werthen der Stammdiscriminante d zusammen- 
gruppiren. 

Auf die Theorie der elliptischen Functionen iibertragen ergiebt 
unser obiger Ansatz in bekannter Weise die Lehre von den Transfor- 
mationen héherer Ordnung. Ich begriinde in der von den ,,Mod.“ 
her bekannten Weise*) die Existenz von algebraischen Transformations- 
gleichungen zunichst fiir die Invarianten erster Stufe, — dann auch 
fiir diejenigen héherer Stufe, insbesondere die Ikosaederirrationalitat .Bei 
der ersten Stufe haben wir erstlich die Gleichungen F'(j’, j) = 0, welche 
das gegebene j und das transformirte j(—j’) verbinden, andererseits 

12/77 
die Multiplicatorgleichung ©(M,j)—0, wo M—nj/%. Auf die 
Modulargleichungen des Ikosaeders komme ich noch spater zuriick. — 
Die besondere Betrachtung der singuliren elliptischen Gebilde aber 
wird noch hinausgeschoben, weil erst noch bestimmte wichtige arith- 
metische Untersuchungen vorauszuschicken sind. 


*) d.h, durch unmittelbare functionentheoretische Betrachtung in der o- 
Ebene, also ohne die sonst iibliche Voranstellung der Theilungsgleichung. 
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Wir kénnen dieselben vielleicht folgendermassen am _ kiirzesten 
bezeichnen: 

Wenn schon bislang an Stelle der quadratischen Formen immer 
mehr die zugehérigen Gitter getreten sind, so gilt es jetzt mit den 
Gitterpunkten, oder vielmehr den Minimalcoordinaten &, der 
Gitterpunkte (vergl. oben pag. 566) zu rechnen. Der einfacheren 
Exposition halber beschriinken wir uns dabei zunichst auf Stamm- 
discriminanten d und denken uns iibrigens fiir jede der h zugehdrigen 
Classen eine reprisentirende Form az? + bay+ cy? gewahlt. Die 
zugehérigen ,,Gitterzahlen“ werden dann folgende sein: 


E—e(Va-2+°474 y), 


1 _ b—Vad 
am (Veet ay) 
wo g ein vorliufig noch unbestimmter Factor ist, den wir im Falle 
eines positiven d reell, im Falle eines negativen d complex vom ab- 
soluten Betrage 1 wiihlen. Ich bezeichne dieses g als den Azimuthal- 
factor des Gitters, weil ¢ log @ ersichtlich der Winkel ist, den die 
von O nach ~=1, y=O laufende Gerade mit der Geraden § — y= 0) 
bildet. Ueber ,,Addition“ zweier Gitterpunkte brauchen wir kaum 
eine Festsetzung zu treffen; wir verstehen darunter den Uebergang 
von den beiden Punkten €, » und &’, 7’ zum Punkte + &’, »-+-2/. 
Ersichtlich diirfen nur solche Punkte addirt werden, welche demselben 
Gitter angehéren; anderenfalls wiirden wir tiber die h Gitter, auf deren 
Punkte wir uns doch beschrinken wollen, hinausgeftihrt. Dagegen 
werden wir zwei Punkte &, 7 und &’, 7 mit einander ,,multipliciren“, 
moégen sie demselben Gitter oder verschiedenen Gittern angehdéren; 
wir verstehen darunter den Uebergang zum Punkte &&’, 47’. Unsere 
Absicht wird sein, die Azimuthalfactoren der h Gitter so auszuwihlen, 
dass die Multiplication innerhalb des Gebietes unserer h Gitter un- 
beschriinkt ausfiihrbar wird, (ohne irgend iiber dasselbe hinaus zu 
fiihren). 

Zu dem Zwecke beginne man mit Ueberlegungen, die von der 
Auswahl der @ noch unabhingig sind. Man lasse, bei beliebiger Annahme 
des @ bez. des go’, &, alle Punkte eines Gitters G, &’, 7 alle Punkte 
eines Gitters G’ durchlaufen und bilde nicht nur alle Producte §§’, 7’, 
sondern auch die Summe aller solcher Producte X&&', Zy 7’. Die so 
erhaltenen Punkte werden dann geradezu ein drittes zur Discriminante d 
gehoriges Gitter, G”, ausmachen (dessen Azimuth natiirlich davon ab- 
hingt, wie man gerade die Azimuthe von G@ und G’ gewihlt hat). 


Wir schreiben symbolisch : 
G.G’=G" 
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und haben damit, was ich als Composition der Gitter bezeichne. Die 
sogenannte ,,Composition der Formen“ ist davon nur ein Corollar. 

Dem Process der Composition zufolge bilden die Gitter G,G’,... 
eine Gruppe vertauschbarer Elemente. Als ,,Kinheit‘‘ erscheint dabei 
das Haupitgitter, als dessen reprisentirende Form wir je nach dem 
Verhalten von d in Bezug auf den Modul 4 die Form 


d : : ae 
P— =~ y’, beziehungsweise a? + xy + —,— y’ 


nehmen kénnen; wir bezeichnen diese Form kurzweg als Hauptform. 
Alle anderen Gitter setzen sich nach bekannten Sitzen*) aus gewissen 
erzeugenden Gittern [, [,, [,, ... in der Gestalt Fe," 1,%... zu- 
sammen. Fiir jedes [ giebt es dabei eine niederste Potenz, zu der 
erhoben es gleich 1 wird: fF'=—1, Fya—1, 7,»—1,.... Hier 
ist k, ein Theiler von k, k, ein Theiler von k, etc., das Product aller 
k aber ist die Classenzahl h. 

Es ist nun leicht, unsere h Gitter G, G’ ... in der Weise zu 
,orientiren“, d. h. tiber ihre Azimuthalfactoren so zu verfiigen, dass 
die Compositionsformel G .G’ = G” nicht nur in abstracto sondern 
auch hinsichtlich der Azimuthe gilt. Man lege zu dem Zwecke vor 
allen Dingen das Hauptgitter in der Weise fest, dass es die Punkte 

g— c+ ity, n—2—lhy, 
resp. 


gmap they, gqaapialty 


enthalt; — dasselbe umfasst dann insbesondere alle Punkte (€, 1) —=(x, x), 
unter x beliebige rationale ganze Zahlen verstanden. Des ferneren 
werden wir die erzeugenden Gitter [ unabhangig von einander in der 
Weise orientiren, wie es der jedesmaligen Relation [* — 1 entspricht; 
von da aus folgt dann die Orientirung der anderen Gitter von selbst. 

Die so erhaltene Figur, welche ich die Normalfigur der h Gitter 
nenne, ist nur erst h-deutig bestimmt, weil die Forderung [* — 1 
fiir das einzelne erzeugende Gitter [, wie eine leichte Ueberlegung 
zeigt, noch k Lagen offen lasst. Irgend eine dieser h Figuren, gleich- 
giiltig welche, ist fiir die Folge festeuhalten. Ich bemerke noch aus- 
driicklich (was sich im Laufe der weiteren Betrachtung ergiebt), dass 
die h Gitter der Normalfigur durchaus getrennt liegen, (dass keine 
zwei Gitter ausser dem Coordinatenanfangspunkte einen Punkt gemein 
haben). 


Wir haben die Normalfigur construirt, indem wir verlangten, dass 





*) Vergl. Schering. Die Fundamentalclassen der zusammensetzbaren arith- 
metischen Formen. Gittinger Abhandlungen Bd. 14. 





_~_, & me 2 Be ee 


wr eo OO TKrlCCrhrlehUra 


SSO 


L all \“ Ve 





Autographirte Vorlesungshefte, III. 575 


die Multiplication zweier Punkte innerhalb der h Gitter unbeschrankt 
ausfiihrbar sei. Nennen wir das Gitter [*.1,"... kurz Ge, ebenso 
das Gitter [? .1,%... kurz Gg, so wird ein Punkt von G, multiplicirt 
mit einem Punkte von Gs einen Punkt von Gai, ergeben. Das Schone 
ist nun, dass innerhalb unserer Figur auch die Gesetze der Theilbarkeit 
in der von der gewohnlichen Zahlentheorie her bekannten Weise gelten. 

Wir miissen, um diese Gesetze auszusprechen, zunichst die Hinheits- 
punkte und ferner die Primpunkte definiren. 

Als Einheitspunkte bezeichnen wir alle diejenigen Punkte, welche 
die Hauptform zu 1 machen. Es sind dies in Anlehnung an die oben 
besprochene Pell’sche Theorie die Punkte 


f= (stele) wz (s—sFs), 


in der That geht die Pell’sche Gleichung durch eine elementare Sub- 
stitution in die Forderung iiber, dass die Hauptform = 1 sein soll. 

Fiir die Primpunkte aber erhalt.man folgende Aufzahlung: 

1) Es kann erstlich sein, dass y durch keine Form der Discrimi- 
nante d darstellbar ist. Dann werden wir den Punkt (&, 7) = (yp, p) 
als Primpunkt zu bezeichnen haben. 

2) Zweitens nehmen wir den Fall, dass p in der Discriminante d 
als Factor enthalten ist. Dann wird sich in einem unserer Gitter der 
Primpunkt (/p, /p) — oder auch (/— p, Y— p) — finden, dessen 
Quadrat der Punkt (p, p), ev. nach Anbringung eines Zeichen- 
wechsels ist. 

3) Endlich soll py durch Formen der Discriminante d zwar dar- 
stellbar sein aber nicht in d enthalten sein. Wir kénnen als dar- 
stellende Form dann 

px? + gry + ry’ 
nehmen, wo das Vorzeichen von gq unbestimmt bleibt. Von da aus 
kommen wir auf zwei getrennte Primpunkte, deren einer nach geeigneter 
Fixirung des Azimuthalfactors @ durch 


E—evp, =.) 
gegeben ist, waihrend der andere umgekehrt 
= vp, = =e 
aufweist. 
Ich bezeichne abkiirzend e/p mit z, “VP mit z und habe dann 
a+ =p. 
Daraufhin sind nun die Gesetze der Theilbarkeit einfach die: 


dass ein Primpunkt nicht anders zerlegt werden kann, 
als durch Abtrennung von Einheitspunkten , 
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dass jeder andere Punkt, abgesehen von dieser immer 
miglichen Abtrennung, nur auf eine Weise in Primpunkte 
zerlegt werden kann. 

Die so dargelegten Verhiltnisse sind natiirlich nur eine andere 
Formulirung der ftir die ganzen Zahlen des quadratischen Kérpers 
Yd geltenden sogenannten Idealtheorie. Des Niheren gestaltet sich 
diese Beziehung folgendermassen : 

Bemerken wir vorab, dass es offenbar ausreicht, iiberall statt von 
den Gitterpunkten (€, 7) von ihren €-Coordinaten (oder ihren -Coordi- 
naten) zu reden. Die anschauliche Vorstellung des Gitters geht dabei 
allerdings verloren, aber es ist in jedem Augenblicke méglich, zu der- 
selben zuriickzugehen. Ich werde in diesem Sinne vielfach nicht mehr 
von den Gitterpunkten sondern von den Gitterzahlen (eben den §-Coordi- 
naten) sprechen und von Hauptzahlen, Nebenzahlen unserer Figur 
reden. Es wird, hoffe ich, kein Missverstindniss hervorrufen, wenn 
ich diese Abinderung der Ausdrucksweise nicht weiter jedesmal betone. 


Unsere Hauptzahlen ay, resp. aty itl sind nun 


nichts anderes als die ganzen Zahlen des quadratischen Koérpers /d. 
Beschrinkt man sich auf diese Hauptzahlen und ist die Classenzahl 
h > 1, so hat die Zerlegung der Zahlen in Factoren bekanntlich nicht 
mehr die eben hervorgehobene EKigenschaft der Hindeutigkeit; eben 
darum hat Kummer seinerzeit diesen Hauptzahlen gewisse gedachte 
Zahlen, ideale Zahlen, hinzugefiigt, durch deren Hiilfe sich die EKin- 
deutigkeit der Factorenzerlegung wieder herstellen liess. Diese idealen 
Zahlen Kummer’s werden bei uns realisirt; sie sind nichts anderes als 
die Nebenzahlen unserer Normalfigur. Diese Nebenzahlen sind selbst 
ganze algebraische Zahlen. Sie gehéren aber nicht mehr dem Kérper 
Yd an, sondern enthalten gewisse zutretende Irrationalititen , die sich 
aus den symbolischen Gleichungen 
T? ax 1, yea l,... 

ergeben, also kurz gesagt eine k'*, eine k,'*, ... Wurzel aus einer 
geeigneten Zahl des Kérpers //d. 

Dass man die idealen Zahlen Kummer’s durch Wurzeln aus wirk- 
lichen Zahlen (Hauptzahlen) darstellen kann, ist natiirlich lange be- 
kannt. Dagegen ist die anschauliche Art, wie diese idealen Zahlen in 
unserer Normalfigur an die Nebengitter gekniipft werden, soviel ich 
weiss, von anderer Seite noch nicht gegeben*), und gerade sie soll uns 

*) Meine erste Mittheilung hieriiber findet sich in den Géttinger Nach- 
richten vom Febr. 1893; vergl. auch den Vortrag IX in meinem _,,Evanston 
Colloquium“. Die Poincaré’schen Entwickelungen, auf welche ich am letzt- 
genannten Ort verweise, operiren zwar auch mit dem Hauptgitter aber nicht mit 
der vollstiindigen die Nebengitter umfassenden Normalfigur. 
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weiterhin (bei den singuliren elliptischen Gebilden) die besten Dienste 
leisten. Man wird auch in héheren Fallen die idealen Zahlen in ent- 
sprechender Weise realisiren kénnen, sofern man nur, bei Kérpern 
I'ee Grades, mit Gittern im Raume von / Dimensionen operirt. In 
der schon oben genannten Furtwingler’schen Dissertation ist dies 
neuerdings fiir 7 = 3 entwickelt worden; ich verweise auf die dort 
gegebene Darstellung insbesondere auch wegen der Grundlegung der 
Theorie. Auch die Bemerkungen von Hurwitz in den Gottinger Nach- 
richten von 1895, p. 324ff., bewegen sich in der gleichen Richtung*). 

Nicht minder direct sind die Beziehungen zu Dedekind’s Ideal- 
theorie. Sei (€, 7) ein Gitterpunkt unserer Normalfigur; derselbe mége 
dem Gitter Gg angehéren. Man wird diesem Punkte allemal ein Bild- 
gitter zuordnen kénnen, welches dem Hauptgitter eingelagert ist, indem 
man einfach (€, 7) mit allen Punkten des Gitters G_, multiplicirt. 
Dieses Bildgitter (welches dem Gitter G_, ,,ihnlich“ ist) entspricht 
dem Dedekind’schen ,,Ideal“, d. h. das Ideal, welches Dedekind an 
Stelle des idealen Factors € setzt, wird durch die &-Coordinaten der 
Keken unseres Bildgitters geliefert. Ich werde vielfach das Bildgitter 
selbst als das zum Punkte (&, 1) gehérige Ideal bezeichnen. Durch 
das Ideal ist der Punkt (&, y) riickwirts nur bis auf Einheitsfactoren 
bestimmt; man kann sagen, dass das Ideal der Inbegriff der durch 
den Punkt (&, 1) theilbaren Hauptzahlen sei. 

Ich méchte nicht, dass man meine Darlegung dieser Verhiltnisse 
als einen Gegensatz zu den Dedekind’schen Entwickelungen auffasste, 
sondern wesentlich nur als eine Veranschaulichung derselben. In der 
That operire ich bei dem in meiner Vorlesung gegebenen Beweise der 
hier im Referate nur historisch mitgetheilten Sitze fortgesetzt mit den 
Dedekind’schen Begriffsbestimmungen und auch die Einfiihrung meiner 
Figuren geschieht durchweg in Anlehnung an die Dedekind’schen 
Entwickelungen. Eine gewisse Verschiedenheit der Darstellung liegt 
allerdings darin, dass ich von der Theorie der quadratischen Formen 
ausgehe, deren Coefficienten zuniichst keineswegs ganze Zahlen zu 
sein brauchen, wahrend bei Dedekind die Betrachtung des Kérpers 
Yd und die Frage nach den fiir ihn geltenden Rechnungsregeln voran- 
steht. Uebrigens bedarf ich bei der Behandlung der singuliren ellip- 


*) Vielleicht gehen die von den Gittern beginnenden geometrischen Be- 
trachtungen doch in einer Hinsicht iiber die bisherigen Angaben der Zahlen- 
theoretiker hinaus. Ich will dies hier nur fiir die biniren quadratischen Formen 
auseinandersetzen. Die Irrationalitit, welche hier beim einzelnen Nebengitter 
der Vd hinzutritt, hat nach unseren Darlegungen von Hause aus die Gestalt 
eVa; sie ist also nicht schlechtweg eine h' Wurzel, sondern enthdlt neben dem 
Azimuthalfactor @ nur eine Quadratwurzel. Dies scheint bisher nicht hervor- 
gehoben zu sein, 
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tischen Gebilde noch einer leichten Verallgemeinerung des Idealbegriff’s, 
die sich bei Betrachtung der Normalfigur ganz zwanglos bietet. Genau 
so, wie wir dem Punkte (£, 7) ein dem Hauptgitter eingelagertes Bild- 
gitter zuordneten — die Gesammtheit der durch (£, 1) theilbaren Haupt- 
punkte — werden wir ihm innerhalb irgend eines gegebenen Neben- 
gitters G, ein Bildgitter coordiniren kénnen. Dasselbe umfasst einfach 
die Producte von (€,) mit simmtlichen Punkten des Gitters Ga_,. 
Solche einem Nebengitter G, eingelagerte Bildgitter werde ich Neben- 
gitterideale nennen. 

Im Uebrigen sollte die Theorie von den Stammgittern (mit der 
Discriminante d) jetzt noch auf die zugehérigen Zweigformen (von 
der Discriminante n?d) iibertragen werden. Diese Uebertragung er- 
fordert keine weitere Zuriistung, weil die Zweiggitter den Haupigittern 
in fester Weise eingelagert sind und daher mit diesen bei Construction 
der Normalfigur endgiiltig orientirt werden. Ich habe diese Sache in 
meiner Vorlesung wegen Zeitmangels nicht weiter ausgefiihrt und be- 
merke um so lieber, dass auch sie implicite bei Dedekind erledigt ist. 
In dieser Hinsicht gentige zu bemerken, dass das, was Dedekind eine 
Ordnung nennt*), der Inbegriff der §-Coordinaten der Eckpunkte des 
dem Hauptstammgitter eingelagerten Hauptgitters der Discriminante 
nd ist. 

Die hiermit entwickelten Verhiiltnisse , insbesondere unsere Normal- 
figur , werden nun der Untersuchung der singuldren elliptischen Gebilde 
zu Grunde gelegt. Wir haben uns dabei natiirlich auf negative Discri- 
minanten zu beschrinken und setzen dementsprechend in der Folge 
fiir D die Bezeichnung — V. 

Man denke sich zuvérderst die verschiedenen Gitter, welche zu 
irgend einer Stammdiscriminante oder Zweigdiscriminante (— V) ge- 
héren, in unserer Normalfigur neben einander liegend. Dabei wollen 
wir der Deutlichkeit wegen festsetzen , (was fiir Stammdiscriminanten 
noch keine Einschrinkung ist), dass wir nur solche Gitter in Betracht 
nehmen wollen, die zu primitiven quadratischen Formen Anlass geben; 
die Zahl dieser zu einer bestimmten Discriminante gehdrigen _,,primi- 
tiven“ Gitter bezeichnen wir allgemein mit h. Wir suchen jetzt die 
neuen Gitter, die aus ihnen durch irgend eine Transformation héherer 
Ordnung entstehen (die ihnen vermége Transformation »‘* Ordnung 
eingelagert sind). Ich will der Einfachheit wegen annehmen, dass 
der Transformationsgrad eine Primzahl p sei, und zwar eine solche 
Primzahl, die sich im Gebiete unserer Gitterzahlen in zwei verschiedene 
(nicht bloss durch Einheitsfactoren unterschiedene) Factoren a und 
% spaltet. Diese Factoren mégen den Gittern Gs und G_s angehdren. 


*) Statt ,Ordnung gebraucht Hr. Hilbert neuerdings das Wort ,,Ring“. 
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Durch Transformation p'** Ordnung entstehen aus irgend einem unserer 
gegebenen Gitter G,, allgemein zu reden, (p+ 1) neue. Aber zwei 
von ihnen nehmen eine Sonderstellung ein. Es sind dies die Bildgitter 
(Idealgitter), welche den Zahlen x bez. x innerhalb G, entsprechen, 
also die Gitter ~.Ga_, und %. Garg, die aus Gas bes. Garg durch 
complexe Multiplication hervorgehen. Diese zwei Gitter sind er- 
sichtlich mit G,g und G+, ahnlich; ihre quadratischen Formen werden 
sich dementsprechend von fa—g, fa+s nur um den Factor p unter- 
scheiden, also imprimitiv sein. Im Gegensatze dazu sind die tibrigen 
(p — 1) transformirten Gitter mit keinem der vorgegebenen Gitter 
iihnlich und geben zu primitiven quadratischen Formen Anlass. 

Was wir so fiir eine bestimmte Categorie von Primzahlen con- 
statirt haben, iibertriigt sich leicht (mutatis mutandis) auf beliebige 
Transformationsgrade. Dies ist der eigentliche Fundamentalsatz in der 
Theorie der singuliren elliptischen Gebilde. 

Unsere niichste Aufgabe wird sein, aus diesem Fundamentalsatze 
Folgerungen fiir die zu den Gittern G gehérigen Invarianten j zu 
ziehen. Ich werde die zu G, gehérigen Invarianten j, A, etc. einfach 
durch den Index @ bezeichnen: je, Ac, ... und iibrigens die h ver- 
schiedenen jg die zu V gehdrigen singuliren Invarianten nennen. Man 
nehme zunichst wieder an, dass es sich um Transformation vom Grade p 
handele und dass p in unserem Zahigebiet, wie vorhin, in das Product 
zweier verschiedener complexer Factoren, z und 7, zerfalle. 

Wir haben dann sofort folgende beiden Sitze: 


1) Die zu Transformation p'* Ordnung gehérige Transformations- 
gleichung F'(j’, 7) =0 besitzt fiir 7 — j, zwei (und nur zwei) Wurzeln, 
welche sich in der Reihe der singuliiren j befinden, namlich j’ = j,5 
und i = ja—p. 

2) Die Multiplicatorgleichung ®(M, j) = 0 hat entsprechend fiir 
j =ja zwei Wurzeln, welche sich durch die Discriminanten A der 
vorgelegten singuliren Gebilde selbst ausdriicken, namlich 


We Ws e 
~~ a—B = a 
M=2% x und M=a A 


a 


Analoge Theorien ergeben sich natiirlich fiir andere Primzahlen p 
und beliebige zusammengesetzte Transformationsgrade. Von da aus 
zeigt man dann ohne Schwierigkeit, erstlich: dass die zu V gehdrigen 
singuliren j einer ganzzahligen Gleichung h' Grades yp(j) = 0 ge- 
niigen, deren héchster Coefficient — 1 ist (ich nenne diese Gleichung 
die Classengleichung erster Stufe), ferner aber, dass jq4; im Rationalitits- 


bereich /— VY von jq rational abhiingt, und zwar vermége einer Sub- 
stitution: Japs = Relja, ~), die nur vom Index # bedingt ist, 
37* 
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In dieser Angabe liegt bereits, dass fiir unsere Wurzeln j, Rs Ry=R, Rs 
ist, dass also die Classengleichung nach Adjunction von /— V eine 
Abel’sche Gleichung ist. Ich gehe auf die betreffenden Ausfiihrungen 
meiner Vorlesung hier darum nicht genauer ein, weil die Gliederung 
des Gedankenganges schliesslich dieselbe ist, welche Hr. Weber in den 
bez. Theilen seiner elliptischen Functionen eingehalten hat. In der 
That liegt der Fortschritt meiner Darstellung (sofern ein solcher iiber- 
haupt zugestanden wird) nicht in diesen weiteren Ausfihrungen, 
sondern in der Einfachheit, mit der sich die vorangefiihrten grund- 
legenden Siitze ergeben, in der Evidenz, mit der sie sozusagen von 
selbst aus der Normalfigur hervorspriessen. — 

Im Uebrigen aber wende ich mich zu neuen Entwickelungen. In 
der That ist nach dem Ideengange, welcher den ,,Mod“ zu Grunde 
liegt, die Fragestellung nach der Natur der singuliiren elliptischen 
Gebilde mit den vorstehenden Angaben iiber die singuliren j noch 
keineswegs erschépft, vielmehr wird es gelten, nunmehr entsprechende 
Ueberlegungen fiir die Moduln héherer Stufe durchzufiihren. Ansiitze 
hierzu liegen in der Literatur bereits verschiedentlich vor. Beispiels- 
weise betrachtet Hr. Weber in seinem Werke neben den singuliren 
j gelegentlich die zugehdérigen Ai und ganz besonders die V By’. 
Andererseits haben Gierster und Hurwitz eine Seite der Frage 
lingst allgemein bearbeitet, indem sie die Classenzahlrelationen hoherer 
Stufe aufstellten; man vergl. die entsprechenden Entwickelungen der 
Mod.“ Es wird gelten, allgemein eine Theorie der Classengleichungen 
hiherer Stufe zu entwerfen. Zu dem Zwecke habe ich in meiner Vor- 
lesung das Beispiel der Ikosaedergleichung behandelt, und wenn ich 
auch bei der Kiirze der Zeit selbst diesen besonderen Gegenstand nur 
nach seinen Umrissen habe bezeichnen kénnen, so meine ich doch 
damit die ganze Fragestellung soweit zugiinglich gemacht zu haben, 
dass die weitere Behandlung nur mehr Sache der Einzelausfiihrung ist. 
Die Grundlage fir die Behandlung der Ikosaederirrationalitét bilden 
natiirlich die friiheren Untersuchungen iiber die Modulargleichungen 
des Ikosaeders und die sich aus ihnen ergebenden Classenzahlrelationen 
der fiinften Stufe. Man findet diese Dinge in den Capiteln 4 und 6 
des vierten Abschnitts der ,,Mod.‘‘ mit aller Ausfiihrlichkeit auseinander- 
gesetzt. Inzwischen ist es im Interesse der allgemeinen Verstiindlichkeit 
der von mir zu machenden Angaben vielleicht niitzlich, wenn ich 
hierauf nicht weiter recurrire, sondern den Thatbestand in knappen 
Siitzen meiner Darstellung mit einfiige. Ich gliedere meine Darlegung 
in eine Reihe einzelner Nummern: 

1) Der Transformationsgrad » werde der Kinfachheit halber (um 
nicht zu viele Fille immer neben einander betrachten zu miissen) 


+ 0 (mod. 5) genommen. Die Congruenz ad — be =m (mod, 5) hat 
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dann, — sofern wir gemeinsame Vorzeichenwechsel der a, b, c, d 
als irrelevant ansehen —, 60 verschiedene Lésungssysteme. Es giebt, 
sagen wir, modulo 5 betrachtet, 60 verschiedene Schemata fir Trans- 
formation »'* Ordnung @ = wets Das einzelne dieser Schemata 
bezeichnen wir in der Folge mit i M4 Uebrigens betrachten wir 
nur ,,eigentliche“ Transformation, schliessen also aus, dass die a, b, c, d 
einen Factor gemein haben. 

2) Wir betrachten nun die [kosaederirrationalitét €(@). Wiahrend 
j(@) mit allen durch Transformation n'** Ordnung hervorgehenden 
Werthen j(Got5) durch dieselbe Transformationsgleichung verbunden 
ist, bekommen wir hier je nach dem Schema, welches wir fiir die 
Transformation n'* Ordnung auswihlen, 60 verschiedene derartige 
Transformationsgleichungen, die wir in folgender Weise bezeichuen: 


Fi bo (¢, f) = 0. 


ody 
3) Das einfachste Schema ist natiirlich 





/1 0 

| 0 a Die zugehGrige 
Transformationsgleichung (auf deren Aufstellung ich hier nicht weiter 
eingehe) hat rationale Zahlencoefficienten. Aus ihr entstehen die 59 
anderen Gleichungen, indem man auf £ (oder auch auf £) die Ikosaeder- 


substitutionen anwendet. Da die Ikosaedersubstitutionen die Irrationalitat 
2ia 


eé=e° enthalten, so werden die Coefficienten der 59 Gleichungen 
allgemein zu reden erst im Kérper ¢é rational sein. 

4) Es gilt nun vor allen Dingen diese 60 Transformations- 
gleichungen in Kategorieen gleichberechtigter Gleichungen zusammen- 
zufassen. Wir nennen zwei Transformationsgleichungen gleichberechtigt, 
wenn sie auseinander hervorgehen, indem man auf €’ und € dieselbe 
Ikosaedersubstitution (cogrediente Ikosaedersubstitutionen) ausiibt. Es 
ist klar, dass zwei gleichberechtigte Gleichungen fiir die folgenden 
Entwickelungen gleichwerthig sind, so dass es geniigt, aus jeder 
Kategorie gleichberechtigter Gleichungen immer nur eine zu betrachten. 
Man wird allgemein m reden diejenige wihlen, welche die einfachsten 
Zablencoefficienten darbietet. 

5) Die hiermit postulirte Einteilung unserer Gleichungen steht 
in engster Beziehung zu derjenigen Zahl g, welche Gierster das Ge- 
wicht der einzelnen Gleichung genannt hat. Das Gewicht g ist die 
Zahl derjenigen cogredienten Substitutionen von ¢’ und €, durch 
welche f — 0 in sich iibergeht. LErsichtlich ist die Anzahl der 
Gleichungen, welche mit einer gegebenen Gleichung gleichberechtigt 


sind, =>: 
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6) Diese Zahl g bestimmt sich nun fiir jedes Schema ”y > als 

Anzahl der modulo 5 unterschiedenen unimodularen Substitutionen 
= eat welche der Congruenz geniigen: 
[dy by | Bi BY |a@ Bl \ay by 


my al’ ly 3 = 9% "he a, | (mod. 5). 


7. Die Specialdiscussion dieser Congruenzen ergiebt fiir g die 
folgenden Tabellen: 


nm = 1 (mod. 5) n = 4 (mod. 5) 








Bezeichnung der | Anzahl der Gewicht | 

















Schemati Anzahl 
Gchemata | Schemata g saan — g 
—————— = = 

1 0} 20) | | 
30 | 60 
+ 0 1 1 | 6 + 02 1 D 
| —_— | 
Andere Schemata | | Andere Schematn | 
mit mit | 
m+ = +2 24 5 dy + dy: =+1| 24 86| 5 
- - _ 
dy + d,= =0 | 15 + Ay d, = = =0) 15 | 4 
| 
nad faa , a | ———___- 
dy +d =+ 1| | 20 3 a, + d= +2 | 20 3 
n = 2 (mod. 5) n = 35 (mod, 5) 

— T 

Schemata | Anzahl g Schemata | Anzahl g 

— = = eee =r = = = 
Ay + dy =0\| Ww 6 Ge + dy =0 10 6 
dy + d= = ws 7 20 3 a +d,=+2 20 3 
dy ry d,=+ 2| 30 2 a, +d,= 30 2 


8. Da die Anzahl der gleichberechtigten Gleichungen jedesmal 
betraigt, schliessen wir aus den vorstehenden Tabellen: 
Bei n = 2,3 (mod. 5) sind jedesmal diejenigen Schemata gleich- 
berechtigt, welche dieselbe Summe -+-(a, + d,) darbieten. 


Das Gleiche gilt bei m= 1 fiir (a, + d,)=0, +1, ebenso bei 
n=4 fiir (a, + d,))=0, +2. 


60 
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Dagegen zerfallen bei n = 1 die Schemata mit (a, + d,) =+2 
und bei m= 4 die Schemata mit (, + d,)=-+ 1 in drei getrennte 
Kategorieen gleichberechtigter. Es giebt jedesmal ein fiir sich stehendes 
Schema vom Gewicht 60. Die iibrig bleibenden 24 Schemata vom 
Gewicht 5 zerlegen sich noch in 2 Kategorieen je von 12 gleich- 
berechtigten Schematen. Diese 2 Kategorieen werden weiter unten 
noch niher charakterisirt werden. 

9. Die Zahl g bezeichnet nach ihrer Entstehung je eine Unter- 
gruppe der Ikosaedergruppe. Vermége derselben werden die Punkte 
der €-Kugel allgemein zu reden zu je g zusammengeordnet. Diese 
g Punkte kénnen nur dann ganz oder zum Theil zusammenfallen, wenn 
es sich um die Ecken des Ikosaeders, oder die Mitten seiner Seiten- 
flichen , oder seine Kantenhalbirungspunkte handelt. 

10, Jetzt kénnen wir in mannigfacher Weise eine rationale Function 
g Grades, r,, bilden, welche bei den Substitutionen unserer Unter- 
gruppe ungeindert bleibt. Dieses r, kann immer so ausgesucht werden, — 
und dies werden wir im Folgenden voraussetzen, — dass es in seinen 
Coefficienten keine andere Irrationalitdt enthdlt, als hichstens «. Wir 
denken uns r, bei jeder Kategorie gleichberechtigter Gruppen fiir eine 
Gruppe méglichst einfach gewahlt und bringen dann bei den gleich- 
berechtigten Gruppen diejenigen v7 in Anwendung, die sich aus diesem 
einen durch die Ikosaedersubstitutionen ergeben. Die Gleichung 
r, = Const. liefert uns, je nach dem Werthe der rechter Hand stehenden 
Constante, die Gruppen von jedesmal g zusammengehérigen Punkten 
der Kugel; sie hat also nur dann mdglicherweise vielfache Wurzeln, 
wenn es sich um die vorhin bezeichneten besonderen Punkte handelt. 
Alle anderen rationalen Functionen von £, welche bei unserer Unter- 
gruppe ungeandert bleiben, — insbesondere die rationale Hunction 
60'" Grades 7 —, sind rationale Functionen von 7,. Ist g = 60, so 
nehmen wir r, einfach = j. 

11. Jetzt setzen wir in rr (6,6) =O §€' =€ und fragen 


Co do | 
nach der Natur der entstehenden Gleichung. Eine Anzahl ihrer Wurzeln 
fallt méglicherweise in die Ecken oder die Seitenmitten oder die Kanten- 
mitten des Ikosaeders, Diese werden wir (innerhalb des Bereiches «) 
allemal rational abtrennen kénnen. Wir nehmen an, dass dieses ge- 
schehen sei und untersuchen die iibrigbleibende Gleichung, die wir 
zwecks dusserer Kennzeichnung in eckige Klammern schliessen wollen: 


fie bo | (g, o| = 0. 
Cy do| 


Von ihren Warzeln gehéren jedesmal g vermége unserer Untergruppe 
zusammen, und diese g Wurzeln sind unter sich alle verschieden. Wir 
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schliessen, dass unsere Gleichung in Wirklichkeit eine solche fiir r, 
ist. Wir schreiben dieselbe 


¥ (rz) = 0. 


a bo 
Cy dy 


Die Coefficienten von ¥ sind jedenfalls nach Adjunction von ¢ rational. 
Uebrigens aber sind gleichberechtigte ¥Y nur durch ihr r, verschieden; 
sie fallen, wenn man hiervon absieht, geradezu zusammen. 

12. Die Wurzeln der Gleichung Y = 0 lassen sich nun in iiber- 
sichtlicher Weise durch die zugehérigen Werthe von @ bezeichnen. 

Wir werden zuniichst verabreden, dass wir das zu irgend einem ¢ 
gehérige  allemal reducirt nehmen, d. h. innerhalb des aus 60 Ele- 
mentarbereichen der m-Ebene zur Hauptcongruenzgruppe fiinfter Stufe 
gehérigen Ikosaederpolygons. Da wir die besonderen Werthe von §, 
welche den Ikosaederecken etc, entsprechen, bereits entfernt haben, 
werden wir des ferneren nur solche Punkte @ zu betrachten haben, 
welche erstens im Inneren der Halbebene liegen, und zweitens weder 


nit @= a noch mit i—/—1 im elementaren Sinne Aqui- 


valent sind. 

Da gilt nun: ein Werth ¢ wird ebenso oft Wurzel der Gleichung 
(7(€, €)] =O sein, als das entsprechende @ bei Transformationen 
n' Ordnung des vorgelegten Schema’s ungeindert bleibt. Und ferner: 
jedesmal g Werthe € (oder auch w) zusammen ergeben eine Wurzel r, 
von Y = 0. 

13. Sei jetzt in Uebereinstimmung hiermit: 














_ ao+b 
oO = cota’ 
‘i ae |a 1 | dy bo 
wo (ad —be)—m und |) | mt}. i,| (mod. 5) 





Wir haben dann 
ca’? + (d—a)a—b=0) 
oder, wie wir abkiirzend schreiben: 
Po’+ Qao+R=0. 
Hier sind die ganzen Zahlen P,Q, R (die gern einen Factor gemein 
haben kénnen, den wir dann aber zweckmissigerweise nicht wegheben) 
an die Congruenzen gebunden: 
P=+o, Q=+(q4,—a), R=-+}, (mod. 5). 
Wir setzen noch der Kiirze halber 
a+d=t, 
worauf natiirlich ¢ der Congruenz unterliegt: 


t = -+ (d, + a,) (mod, 5). 
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Als Werth der negativ genommenen Discriminante der fiir @ geltenden 
quadratischen Gleichung ergiebt sich jetzt: 


4PR—Q@=V—4n—2# 


Auf solche Weise finden wir: Um alle in Betracht kommenden Werthe 
von @ zu erhalten, suche man zuniichst alle positiven Werthe von V, 
die in der Gestalt 4n—? enthalten sind, wo ¢ = + (d)-+a,) (mod.5), 
Ferner bestimme man innerhalb des Ikosaederbereiches der w-Ebene 
die Nullstellen aller solcher primitiver oder imprimitiver Gleichungen 
Po’? + Qa+ R=0, deren Discriminante —— VY ist und die ausser- 
dem den fiir die P, Q, R aufgestellten Congruenzbedingungen ge- 
niigen. Von diesen Nullstellen schliesse man noch diejenigen aus, 
deren P, Q, R mit ¢ einen gemeinsamen Theiler haben, — denn sie 
wiirden auf uneigentliche Transformationen mn‘ Ordnung fiihren. — 
Ferner schliesse man diejenigen aus, die mit @ oder ¢ im elementaren 
Sinne aquivalent sind. Die iibrigen @ geben jeweils mit der richtigen 
Multiplicitét die einzelnen Wurzeln der Gleichung [f| = 0, und, da sie 
zu g susammengehiren, der Gleichung ¥(r,) = 0. 

14. Es kommt nun darauf an, fiir jeden Werth von V die Zahl 
der hiermit bezeichneten @-Werthe abzuzihlen. Es mige H die Classen- 
zahl der zu (— V) gehérigen primitiven und imprimitiven Classen 
quadratischer Formen sein. Von ihnen kommen wegen der gerade 
formulirten Nebenbedingungen gewisse in Wegfall; ich bezeichne die 
Zahl der iibrig bleibenden Classen mit H’. Dieses H’ baut sich in 
einfacher Weise aus den Anzahlen h der primitiven Classen auf, die 
zu solchen Discriminanten gehéren, die aus (— V) durch Abtrennung 
eines quadratischen Theilers entstehen. Ich schreibe in diesem Sinne 


H' = D'*(3); 
wobei ich die in den friiheren Angaben enthaltenen niaheren Be- 
dingungen fiir die Summation nicht noch besonders zufiige. Zu jeder 
der H’ Classen gehéren nun innerhalb des Ikosaederbereiches der 
@-Ebene 60 Nullpunkte. Unter ihnen miissen wir diejenigen ins- 
besondere aussuchen, welche den fiir P, Q, R aufgestellten Congruenz- 
bedingungen geniigen. Wir wissen bereits, dass sich die auszu- 
wahlenden Punkte in Serien von je g zusammengruppiren. Die nihere 
Untersuchung ergiebt nun, dass sich bei » = 2,3 (mod.5) innerhalb 
der zur einzelnen Classe quadratischer Formen gehérigen 60 Null- 
punkte immer gerade eine Serie von g Punkten befindet, die die Con- 
gruenzbedingungen befriedigt. Das giebt also g2H'(4n — #*) Null- 
punkte (wobei ¢ nur Werthe = -++ (a) + d)) (mod, 5) zu durchlaufen 
hat). Dieselbe Formel gilt bei » = 1 (mod, 5) fiir a, + d,=0, +1, 
und bei m= 4 (mod. 5) fiir a,+d,=0, +2. Dagegen ist fir 
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n = 1 und a,+d, = +2 und ebenso fir n=4 und a, +d,=+1 
eine Fallunterscheidung einzufiihren. 


10 
01 


\, so erweisen sich vermége unserer Congruenz 


Haben wir fiir »==1 das Schema + 
20 

02 
P,Q, R durch 5 theilbar; es sind also nur solche Formen in Betracht 
zu ziehen, welche den Theiler 5 haben, diese aber auch (sofern nicht 
die ganze Classe wegen der Nebenbedingungen in Wegfall kommt) alle. 
Die Zahl der Nullpunkte wird hiernach, in Uebereinstimmung mit 
dem Werthe g = 60, in leicht verstindlicher Abkiirzung 


5 /(4n—? 

60 a H ( 25 ): 
Die Zahl t durchliiuft dabei nur solche Werthe, welche == -+-2 (oder, 
im Falle n=4, =+1) modulo 5 sind. 

Fiir die anderen 24 Schemata aber tritt noch folgende Trennung 

ein. Man bemerke, dass V —4n— ¢ bei ihnen allemal durch 5 
theilbar ist. Daher vermag nach der Theorie der Gattungen (die tibrigens 
in dieser Vorlesung nicht weiter entwickelt wird), nur die Hilfte der 
jedesmaligen H’ Classen Reste modulo 5 darzustellen, die andere Hilfte, 
und nur sie, giebt Nichtreste. Je nachdem die Zahlen b,, c, in dem 
gerade ausgewihlten Schema Reste oder Nichtreste modulo 5 sind, 
wird nur die eine Hialfte der Classen vermége unserer Congruenz- 
bedingungen brauchbare Nullpunkte liefern oder nur die andere*), 
Im ersteren Falle erhalten wir jedesmal g Nullpunkte. Die Gesammt- 


zahl der Nuillstellen ist also g- >) 2 &"—"), wo t= 42 oder 


= -+ 1 (mod.5) eu nehmen ist, jenachdem der Fall n =1 oder 
n=A4 vorliegt. 

16. Diese Anzahlen sind alle bereits s. Z von Gierster be- 
stimmt worden, der von ihnen aus zu den Classenzahlrelationen 
5'e Stufe gelangt ist, wie man des Niheren in den ,,Mod.“ nachlesen 
mag. Sie geben zugleich die Zahl der Wurzeln von [f(§, £)] = 0 
nnd, dureh g dividirt, die Zahl der Wurzeln von Y(r,) 0. Aber 
sie geben nicht nur die Zahl dieser Wurzeln, sondern auch deren 
Bedeutung im einzelnen, sie lassen also die Structur der Gleichung 
[7(&, €)] =O bez. Y(r,) =O erkennen. 

Man bezeichne als die zu einem Schema > 
0 “oO 
gleichung fiinfter Stufe der Discriminante (— V) diejenige Gleichung 








{be fiir n=4 das 
Schema -+- 














gehorige Classen- 








*) Hierin also liegt die oben noch nicht angegebene Unterscheidung der 
beiden Kategorieen, in die sich unsere vorliegenden Schemata theilen. 





er 
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vom Grade h, welcher die zu den betreffenden primitiven Classen ge- 
hérigen Werthe des r, geniigen. Ich schreibe diese Gleichung: 


tp (%¥9) = 9. 
In den besonderen Fallen, wo nur die Hialfte der existirenden Classen 
in Betracht kommen, construire ich mir entsprechend Halbklassen- 


gleichungen; ich will in dem Falle dem Buchstaben y zur Unterscheidung 
einen horizontalen Strich zusetzen: 


Xp (Yo) = 9. 
Endlich setze ich aus diesen x ebenso gréssere Aggregate X’ zusammen, 
wie sich die H’ aus den h aufbauen: 


Xp (9) = Xp (75). 


Eventuell ist hier beiderseits ein horizontaler Strich zuzufiigen. Wir 
erhalten dann den Formeln von Nr. 14 entsprechend folgende De- 
composition des jedesmaligen Y(r,): 

1) bei n= 2,3 (mod. 5), sowie bei n= 1 fiir die Schemata 
dy +d, =0, +1 wt bei » = 4 fiir die Schemata dy + dy =0, +2: 


¥ (1%) = TTXdn—e (7%) 5 t+ (a + a); 
2) bei m»=1,4 im Falle jeweils des ausgezeichneten Schemas: 
¥ (15) = 1X), (1%9)3 t=+2 rep. =+1; 


25 
(man erinnere sich, dass r, hier einfach = j ist); 

3) bei n= 1, 4 fiir die anderen Schemata a, + d, = -+ 2, resp. 
a+dq=+1: 

WV (rz) = T1TXan—e(7,)35 == +2 resp. =+1. 

16. Es hat nun keine Schwierigkeit, unsere ¥ in rationaler Weise 
in die einzelnen X’ und fernerhin in die einzelnen y zu spalten. Hs ge- 
niigt in dieser Hinsicht zu bemerken, dass die singuliren j den Classen- 
gleichungen erster Stufe geniigen und dass sich j jedesmal rational 
durch die in Betracht kommende +, darstellt. Wir erfahren so, dass 
unsere Gleichungen: 

Ur (%s) = 9, deze. Fy(rs) = 9, 
die ich nunmehr als Classengleichungen, bez. Halbclassengleichungen der 
fiinften Stufe bezeichne, rationale Zahlencoefficienten haben. _ ,,Rational“ 
ist dabei natiirlich (sofern die Specialuntersuchung der einzelnen Fille 
es nicht als iiberfliissig erscheinen lisst) dahin zu verstehen, dass ¢ 
als adjungirt gilt. Die Auflésung der Classengleichung erster Stufe 
zieht natiirlich die Auflésung unserer Classengleichungen fiinfter 
Stufe unmittelbar nach sich. Wir kénnen daher auch so sagen: Man 
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betrachte die Darstellung von j als rationale Function (Aten Grades 
von r, als eine algebraische Gleichung fiir r,. Diese Gleichungen, 
welche sich kurzweg als Resolventen der Ikosaedérgleichung bezeichnen 
lassen, haben bei gegebenem singuliren Werthe von j nach Adjunction 
von « eine rationale Wurzel. 

17. Bis zu diesem Punkte habe ich die Untersuchung der singu- 
laren Werthe der Ikosaederirrationalitit in meiner Vorlesung geférdert. 
Wenn ich dieselbe in der vorliegenden unabgeschlossenen Form der 
Oeffentlichkeit iibergebe, so geschieht es, weil ich kaum hoffen darf, 
in absehbarer Zeit selbst zu diesen Fragestellungen zuriickzukehren, 
und weil eben nun von verschiedenen Seiten den Classengleichungen 
eine erhéhte Aufmerksamkeit zugewandt wird. 


Borkum, den 13. August 1896. 








Ueber das gemischte Product. 
Von 


Emi Mitier in Kénigsberg i/Pr. 


Wohl jeder, der sich mit der Anwendung der Ausdehnungslehre 
beschiftigt hat, wird den Mangel an Umformungsgesetzen fiir das 
sogenaunte gemischte Product empfunden haben. Grassmann giebt 
zwar die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir an, 
wann ein gemischtes Product [ABC] dreier einfacher Gréssen null 
wird (A,*), Nr. 122) oder wann die beiden Producte [ABC] und 
[A CB] congruent werden (A,, Nr. 124), ja der wichtige Satz A,, Nr. 113 
lehrt auch, wie man ein Product [A. BC], in welchem B und C 
durch fussere, A und [BC] durch eingewandte Multiplication ver- 
bunden sind, durch die multiplicativen Combinationen der einfachen 
Factoren von [#C] ausdriicken kann. Fiir viele Betrachtungen ist 
aber diese Zerlegung eine unnédthig weitgehende und oft die Kenntniss 
derjenigen Palle erwiinscht, in denen sich das Product [4A . BC] 
durch [A BC] und [ACB] ausdriicken lisst. Die Aufsuchung dieser 
Faille und die Aufstellung der entsprechenden Gleichungen ist der 
Zweck der nachfolgenden Zeilen. 


Nach A,, Nr. 116 ist das auf ein Hauptgebiet n-ter Stufe be- 
ziigliche Product [A . BC] der drei einfachen Gréssen A, B, C mit 
den Stufenzahlen q, r, s, die hier als von Null und » verschieden 
angenommen werden sollen, dann und nur dann ein gemischtes, wenn 
die Gleichung 
(1) qt¢r+s=n-+t 


fiir ee besteht. Die Zahl ¢ giebt die Stufenzahl nicht nur des 


Productes [A ._ BC], sondern auch der Producte [ACB] und [ABC] 


*) Mit A, soll die Ausdehnungslehre vom Jahre 1862 bez*ichnet werden. 
Dieselbe bildet den zweiten Theil des ersten Bandes der von Friedrich Engel 
herausgegebenen Gesammelten Werke Hermann Grassmann’s, Leipzig 1896. 
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an, welche drei Producte im allgemeinen verschiedene, in keiner Zahl- 
beziehung stehende Gréssen darstellen werden. 

Um diejenigen Fille herauszufinden, in denen zwischen diesen 
drei gleichstufigen Gréssen eine Zahlbeziehung besteht, machen wir 
zuerst die Annahme, dass [BC] ein progressives Product sei. Nach 
dem Begriffe des gemischten Productes ist dann in [A . BC] A mit 
[BC] durch regressive Multiplication verbunden. Bezeichnen nun 


b,, b,,..., b, bzw. ¢,,¢,,..., ¢ die einfachen Factoren von B baw. C, 
so liasst sich 


[A. BC] =[A.},b,... b-e,0 +. . Gl 


t 
Combinationen P,, P,, ... von b,, b., ... Dr, Cy, Coy 0) Cy Zur 


¢-ten Classe darstellen. Bezeichnet ferner Q; das Product der » + s — ¢ 
nicht in P; vorkommenden Factoren, und zwar diese so geordnet, dass 
[P: Qi] — (6, b, . . . be, 0... G] 
ist, so besteht nach jenem Satze die Gleichung 
("“t 
(2) [A. BC] = >} [4Qi B. 
1 
Bei der Untersuchung, wann sich die rechte Seite dieser Gleichung 


als Vielfachensumme von [ACB] und [ABC] darstellen lisst, unter- 
scheiden wir die folgenden vier méglichen Fille: 


nach A,, Nr. 113 als Vielfachensumme der es *) multiplicativen 


1. [AC] und [AB] sind progressive Producte. 


Da dann [AC.B)] und [AB.C] regressive Producte sind, so lassen 
sie sich, wieder nach A,, Nr. 113, als Vielfachensummen der mullti- 
plicativen Combinationen der Factoren b,, b,, ..., b. baw. ¢,, y, .-., Cs 
zur ¢-ten Classe darstellen. Soll sich demnach 2[AQ,]| P; als Viel- 
fachensumme von [ACB] und [ABC] ausdriicken lassen, so diirfen 
unter den multiplicativen Combinationen P; der Gréssen b,, b,, ..., b,, 


Cy, yg, .++, ¢, keine vorkommen, die sowohl Factoren b als ¢ enthalten. 
Das ist nur fiir = 1 der Fall. 


Umgekehrt folgt aus ¢ = 1 zufolge Gleichung (1) 
q+s=n+1—7, 
qtr=n+1—s 

oder, weil y und s mindestens gleich 1 sind, 
qt+s<n, 
q+r<n, 

d. h. dass die Producte [AC] und | AB) progressiv sind. 
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Um nun zu zeigen, dass fiir #1 die behauptete Umformung 
auch stets méglich ist, bezeichnen wir mit B; das Product aller 
Factoren 6 mit Ausnahme von 0;, und zwar die Factoren in solcher 
Reihenfolge genommen, dass 


(6,B)] = B 
ist, und analog mit C, das Product aller Factoren ¢ mit Ausnahme 
von ¢,, und zwar die Factoren in solcher Reihenfolge genommen, dass 
. la. G| = C 
ist. Dann erhilt man zufolge A,, Nr. 113 


[A .b,b,...b.e,0...6] = [A. bBo] = 
= >! [A BieeCa] bs + (— 1 SF [AGB ev. 
1 


1 
Setzt man im ersten Ausdrucke rechts wieder 


fe. Cy} =C 
und vertauscht diesen Factor mit B,, setzt dann im zweiten Ausdruck 
(o,Bi) = B 


und vertauscht ihn mit C,, so hat man, nach Vornahme der ent- 
sprechenden Zeichenwechsel, 


[A . BC] = (— 1)» ' [ACB bi + (— ly [ABQ] 


1 
oder 


(Il) [A. BO] = (— 1)" [ACB] + (— 1 [ABC]. 


2. [AB] ist ein progressives, [AC] ein regressives Product. 


Da dann [AB.C)] ein regressives Product ist, so lisst es 
sich wieder als Vielfachensumme der multiplicativen Combinationen 
t-ter Classe von ¢,, ¢,,.. ., ¢ darstellen, wiahrend [AC.B] als 
progressives Product von [AC] mit B sich als Vielfachensumme von 
Producten darstellen lisst, die alle, ausser Factoren c, noch B als 
Factor enthalten. In Gleichung (2) diirfen die Gréssen P; demnach 
entweder einen Factor b oder miissen alle Factoren b enthalten. Sollen 
sich aber unter ¢ der Factoren b,, bo, ..., Dry Cyy Coy ++ +5 Cy, WObei, da 
[AC] als regressives Product angenommen wurde, s>¢# ist, kein 
Factor 6 oder alle Factoren } befinden, so muss r = 1 sein. 

Umgekehrt folgt aus der Annahme r—1, ¢>1, dass [A B] 
wegen q < m ein progressives Product und [AC] wegen 


q+s=n+t—1 











592 E, Miner. 


also 
q+s>n 
ein regressives Product sein muss. 


Um jetzt zu zeigen, dass fir r—1 die behauptete Umformung 
ebenfalls stets méglich ist, bezeichnen wir mit C; bzw. C; die malti- 
plicativen Combinationen der Factoren ¢,, ¢,, ..., ¢, zur (¢—1)-ten 


baw, ¢-ten Classe, ferner mit C,, Cy deren ergiinzende Combinationen, 
so dass also 


C = [C; C;| ae [Cy Cr] 


ist. Dann erhilt man wieder zufolge A,, Nr. 113 


(2) (%) 
[4 . Be,c,...@] = >" [AG] [BG] + (—1)' >? (A. BG] C 


(21) (°) 
= (— 1) St [AC] [CB] +(— 1) >} (AB. Cy] Ce 
= (— 1" [ACB] + (— 1) [ABC] 
oder 


(II) [A . BC] = (— 1)" {{ACB] — [ABC}}. 


3. [AB] ist ein regressives, [AC] ein progressives Product. 
Wegen 
[A. BC] =(— 1y"[A. CB 


jst dieser Fall auf den vorhergehenden zuriickgefiihrt. Unsere Um- 
formung ist also dann und nur dann méglich, wenn s = 1 ist. Zu- 
folge Gleichung (Il) hat man 


[A . CB] = (— 1)" {[A BC] — [ACB}}, 
mithin wegen s = 1 
[A . BC] = (— 1)+"" { [ABC] — [ACB} 
oder 
(IIT) [A . BC] = (— 1) {[ACB] — [ABC}}- 


4. [AC] und [AB] sind regressive Producte. 


Da dann [AC.B] und [AB.C] progressive Producte sind, so 
enthalten sie, wenn man sich [AC] und [AB] nach A,, Nr. 113 
entwickelt denkt, alle Factoren b bzw. alle Factoren ¢c. Soll unsere 
Umformung médglich sein, so miissen demnach die Gréssen P; in 
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Gleichung (2) ebenfalls entweder alle Factoren b oder alle Factoren ¢ 
enthalten, die Gréssen Q; diirfen also entweder nur Factoren c oder 
mur Factoren 6 enthalten. Dies ist dann und nur dann méglich, 
wenn Q; die Stufenzahl 1 besitzt oder, da die Stufenzahl von Q; nach 
Obigem » — q sein soll, wenn g=—n — 1 ist. 

Umgekehrt folgt aus g =~ — 1, wenn man die friiher be- 


handelten Fille r = 1 oder s = 1 ausschliesst, dass [A B] und [AC] 
regressive Producte sein miissen. 


Setzen wir in analoger Bedeutung wie friiher 


B= [B; bi], C= [Crex], 
dann folgt, wieder nach A,, Nr. 113, 


[A . bby... bee... . 6) = 


= y [Ac] [BC] + (— 1" > [Abi] [CB 


aie (— 1)"¢-)) (> [A Cr] a) B| 


+ — gypeter—t (> [Ad;| B.) o| 


= (— 1)» [A0B] + (— 1) [ABC] 
oder 
(IV) [A . BC] = (— 1)" [ACB] + (— 1) [ABC]. 

Dies sind die vier méglichen Falle der Umformung, wenn [BC] ein 
progressives Product ist. 

Ist |BC] ein regressives Product, so ist [|B|/C] bekanntlich ein 
progressives, und das Product [|A.|B|C] lasst sich also in den obigen 
vier Fallen umformen. Nach dem Satze A,, Nr. 101 folgt daraus aber 
sofort die Umformung fiir [A. BC]. Da |A, |B, |C die Stufen- 
zahlen »—q, n—*v, »—S besitzen, so ergeben sich die neuen 
Gleichungen einfach dadurch, dass man in den Gleichungen (I),.., (IV) 
statt der Zahlen g, 7, s,¢ die Zahlen n—q, n—1, N—S, n—# setzt. 


Zur Uebersicht mégen die simmtlichen 8 Fille der Umformung 
zusammengestellt werden, 


[BC] progressives Product. 


(I) t=1 [A. BC] = (—1)*-* [ACB] + (—1)" [ABC], 
(I) r=—1 [A. BC] = (—1) {[ACB] — [ABC}}, 
(Il) s=1 [A. BC] = (—1)+"{[ACB] —[ABC}}, 


(IV) gq=n—1 [A. BC] =(—1)"" [ACB] + (—1)' [ABC]. 
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[BC] regressives Product. 
(I*) t—n—1 [A.BC])=(—1)*—-[ACB)]+(—1"~ [ABC], 
(l*) r—n—1 [A.BC]=(—1)*" {[ACB] —[ABC}}, 
(I*) s=n—1 [A.BC]—(—1)+'{[ACB] —[ABC}}, 
(IV*) q=—1 [A. BC] =(—1)*-)—--) [4CB]+(—1)*"*[A BC]. 
Diese 8 Gleichungen gelten, wie man unmittelbar sieht, auch dann 


noch, wenn A keine einfache Grésse mehr ist. 


Kénigsberg i/Pr., im September 1896. 








Sur une formule fondamentale de Kronecker. 
Par 


J. Franet & Zurich. 


On doit & Kronecker une formule extrémement remarquable qui 
met en évidence le lien rattachant la théorie des formes binaires 
quadratiques a celle de la multiplication complexe des fonctions 
elliptiques. La démonstration de lillustre auteur, exposée dans les 
Sitzungsberichte de Académie de Berlin des années 1885 et 1889 est 
passablement longue et compliquée*). 

M. M. Heinrich Weber et Mathias Lerch ont donné de cette formule 
des démonstrations plus simples et basées sur d’autres principes, dans 
le cas ov les coefficients de la forme quadratique sont des quantités 
réelles, le premier dans ce journal tome XXXIII et dans son beau 
livre sur les fonctions elliptiques et les nombres algébriques**), le 
second dans un mémoire intitulé Sur un théoréme de Kronecker***), 

La démonstration qu’on va lire nous parait plus directe que celles 
qui ont été données jusqu’d présent; elle s’applique d’ailleurs quelque 
soit la nature des coefficients de la forme quadratique. 


I, 
Soient 
a=a+ia’", b=v+ib’*, cme+ic’, 
trois quantités complexes telles que la partie réelle de l’expression 
ax? + 2bay + cy’, (x et y étant réels) soit une forme positive, ce 
qui s’exprime par les conditions 
a>0, ¢>0, @d¢é—b?—D>0 
dont la premiere est une conséquence des deux autres. On démontre 
facilement que, dans ces conditions, le déterminant 
D=ac—?t 


*) Voir aussi la thése de M. de Séguier: Sur deux formules fondamentales 
dans la théorie des formes quadratiques et de la multiplication complexe, d’aprés 
Kronecker, Gauthier-Villars et Fils. 


**) Elliptische Functionen und algebraische Zahlen, Braunschweig, Vieweg. 
***) Prag. Berichte 1893. 
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n’est jamais négatif, c’est-i-dire qu’il est ou bien imaginaire ou bien 
réel et positif. On pourra done faire 

D='|D\eé?, 
Yangle @ étant compris entre — az et + 2, les limites exceptées. Nous 
conviendrons de désigner par /D la valeur principale de la racine 
carrée de D, celle dont l’argument est compris entre —;F et + ou, 


ce qui revient au méme, celle dont la partie réelle est positive. 
Maintenant 2 et y désignant des quantités réelles quelconques et 
s = a-+ if une variable imaginaire, faisons 
1 , 
£2.94) = —_——  ———— ——— = 92 lg (a2? + 2d 2y+cy’) 
9 ( »¥) (ax? + 2bey + cy?) ? 
ov le logarithme a sa valeur principale dont la partie imaginaire est 
inférieure & = en valeur absolue, et envisageons la fonction F(s) 


définie par |’équation 
(1) F(s) =>" 9(m, »), 


ot la sommation s’étend a toutes les valeurs entiéres de m et de n, 
le seul systeme m=O, n =O excepté, ce que nous indiquons, con- 
formément 4 l’usage, en affectant le signe 2 d'un accent. La série 
dans le second membre converge absolument pour toutes les valeurs 
de s dont la partie réelle «, que nous désignerons aussi par R(s) est 
> 1; elle définit pour ces valeurs la de la variable une branche uni- 
forme de la fonction F(s). On peut montrer d’ailleurs que F’(s) est 
uniforme dans tout Je plan et n’admet a distance finie qu’un seul point 
singulier, a savoir le pdle simple s=1. En effet on voit facilement 
que la partie réelle du quotient 


- a Ayu? + 2byxy + Coy”, (aye — by? = 1) 


est aussi une forme positive et la formule connue 
A ad 
C6) _ £(s) e-stong -{ e-92  da 
g ? 
u 


ou la partie réelle de g est supposée positive et od log g a sa valeur 
principale nous donne immédiatement 


(1? )'r«s) . F(s) — fe) an, 


ot lon a fait, pour abréger, 


W(x) ane > ‘o- 2 (ayumi? + 2bomn+ con®) x i 
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Or des formules de transformation des fonctions # résulte que la fonction 
1+ (x) =h(@) 

satisfait a l’équation 

(2) h(a) = —h(-), 


d’ott lon tire 


(3) (ey T(s). F(s) = 4 —_ : foe (a*-1-+ta-*) dx. 


Le produit 
s(s—1) (PY. rs) Fe) 
est done une fanction transcendante entiére de la variable s qui ne 
change pas lorsqu’on remplace s par 1 —s. 
Cette derniére propriété a été établie, croyons-nous, pour la 
premiére fois par M. Lerch*); elle est d’ailleurs contenue comme cas 


particulier dans une proposition encore inédite de M. A. Hurwitz, 
concernant toute une classe de fonctions analogues. Si l’on fait 


1 . 
s=5+ tt, 


puis qu'on désigne le produit précédent par &,(¢), il viendra, en tenant 
compte de la relation 


W’(1) + 5h(1) =0, 


qui est une conséquence de |’équation (2) 
es 1 
‘ d , a 
£,() = afz (a? wh (2)) a * cos (tlog x) da. 
1 


De cette expression de la fonction &,(¢)**) et du théoreme de 
M. Hadamard sur le genre des fonctions entiéres résulte que &,(¢), 
considérée comme — de #, est du genre 0. 


Le quotient étant une fonction entiére on voit, par la 


F(s+1) =F) 
formule (3), qu’on aura pour F’(s) un développement de la forme 
(4) FQ) =F tA tAG—N+-:- 


valable pour toutes les valeurs finies de s différentes de l’unité. 
La formule de Kronecker consiste 4 exprimer le coefficient A, 
au-moyen des fonctions # d’argument 0. 





*) Studien auf dem Gebiete der Malmsten’schen Reihen etc. Rospravy II, 
n° 4 (en langue tchéque), 
**) Voir Riemann. Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer geg. Grenze, 
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Il. 
La série &’p(m, n) étant absolument convergente pour R(s) > 1, 
si l’on fait pour un instant, 


n=+o 


(5) F,(s) = o 4 : 


(a m?+ 2 2 :bmn-+ent)*” 





m étant un nombre entier différent de 0, puis 


nu=@ 1 
§(s) = 2? 
et : 
Fy) = 5 >) 5629), 
il viendra 
m=+o m= © 
(6) F(s) -2 F,,(8) = 2 E ee) +2) Fn | 


puisque évidemment F_,,(s) = F,,(s). 
Or la fonction F,,(s) est définie par la formule (5) pour toutes 
les valeurs de s dont la partie réelle est > elle est développable, 


dans le voisinage de la valeur s = 1, en série de la forme 
(1) Fas) = 4 $0 (8— 1) + cy™(8— 1)? + 


et qui converge certainement a l’intérieur d’un cercle de rayon égal 


& 5: Le coefficient c) a pour expression 


n= oa 


1 
(m) == aaetaesiadaeaitaraMiontis ° 
(8) % am?+-2bmn + 2n? 
n=—-—@ 
De la formule (6), od le second membre ne converge que si R(s) > 1, 
nous allons déduire, en retranchant de chaque terme une quantité con- 
venable, une équation nouvelle ot le second membre converge dés que 


R(s) > 5" A cet effet introduisons la fonction 


+a 
7 Ae 6 
(9) %m(s) = Fn(s) Siew + 2bma + cx)’ 


n=+o@ 
1 dz 
_ (am? 2bmn+en?)? J (ow +2bma-+ cat)! 
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On trouve, m étant supposé positif, 





+o — 
(10) ae things 


(am? +- 2bma+ ca?) ' T (s)- (VD)?! m?*-??” 





les puissances ayant toujours leurs valeurs principales, de sorte qu'il 
vient 


2Vx -T me m=@ 
(11) F(s)— aes 9 “*¢(2s—1) = 2229 4.2 SM unl(s), 
m=1 


et je dis que le second membre converge maintenant lorsque R(s) >F 
Pour le voir faisons, pour un instant, 
; 1 
f(a) = Ea) — 2 +}, 


E(x) désignant le plus grand nombre entier contenu dans la quantité z; 
nous conviendrons, quand x est compris entre les deux entiers consécutifs 


n et n+ 1, de prendre E(x) =m, méme quand n est négatif. La 
fonction f(z) est alors impaire. 


On aura dans ces conditions 
+o 
Ym(8) = — J f(a) 4 (am? +2bmx+ca*)-*dz,*) 


comme on le vérifie tout de suite, le second membre étant égal a 


n=+o n+1 


—>' [e- z+t)s = (am? +2bmx-+-cx*)-*de, 


n=—@y 
c’est-a-dire égal & 
n=-+o0 +a 


i dx 
Pf ee = te ew 








Or la valeur absolue de la fonction f(x) ne surpassant pas on aura 


| Yn (s)| <4 fie s(2bm-+ 2cx) 


(am? + 2bma + ext) +H oe, 








d’oui Yon conclut facilement, en nape” s=a+ifB, (a et B réels) 


que le module de y,,(s) est inférieur 4 


= A désignant une quantité 


*) Voir dans ce journal tome 47 notre travail intitulé: Sur la formule 
sommatoire d’Euler. 
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quantité fixe, indépendante de m, que l'on peut choisir, par exemple, 
égale & 


a rr 


@ @ 
3181 
aise? gy feat 4 Weed"! fat 
D* ‘f e@+yet pt (1st 
e 


0 0 





La série 

Y o,(s 

_ Um (s) 
est donc absolument convergente lorsque R(s) > ‘. en outre elle 
converge uniformément dans toute région finie du plan située en entier 
dans le domaine illimité défini par linégalité R(s) > >: Un terme 
quelconque w,,(s) de notre série étant développable en série de la forme 


Yn(s) = BE” 4+ BM" (s—1) + BP'(s—1? + --- 


, 1 
pour les valeurs de s—1 de module moindre que 3» On aura un 


développement de méme forme pour la somme de la série: 


> Vals) = By -- B,(s—1) a B,(s— 1)? + rs 


et Pon aura généralement 


n=@ 
B, = 4 Br". 
m=1 


En particulier 


m=o 


(12) B, = >) BY” => (a one =D)” 


m=1 
en vertu des formules (7), (9) et (10). 
En remarquant que la fraction 
1 


am? + 2bmn + 2n? 
est égale a 


a te Le. 
2imVD \n— mo eae) 


ot 
2. —b+iVD 
Qo= — — 
et 
ot am 2+iVD 


C 
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la formule (8) nous donnera 


, n=+o 1 1 
a ae eee, ee 
_ 2imVD 4 (- mo sTaa) 


—— oF (cotg maa + cotg mxa’). 


Les quantités @ et — o' sont les racines de l’équation du second degré 
cz? + 2ba2+a=—0 
on vérifie sans peine que les parties imaginaires de w et de w’ sont 


positives. 


Si lon substitue la valeur précédente de c™ dans l’équation (12) 
en obtient 


ns 


1 cotg mz@ +i cotg mza +7 
Bm — cig Ss [tenet 4 tamed ty 
2iVD m m 


m=1 





m=on — 

a x 1 ekmniw emniw 

= pm mli_dnnio + ania 
m=1 


et, aprés une transformation facile 


n=nP 


— iD » [log (1 —_— uso) -- log (1 — eemnio')| 
m=1 


B, 


= — ib [tog (0). (@') — = (o+o°)] 


m2 


4 ’ 
eo log 4(@).9(a") — 6c” 


en faisant, avec M. M. Dedekind et Weber*) 


2iw n==@ 


4(@) = ee [Ja-e). 


n=1 


En se rappelant que dans le développement de €(s) suivant les 
puissances de s — 1: 


(i) = +0+--- 





*) Dedekind, Ueber die Theorie der ellipt. Modulfunctionen, Journal de 
Crelle, t.83, Weber, Ellipt. Functionen und algebr. Zahlen. 
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le second coefficient est égal & la constante d’Euler 
e=—Tf'(1), 
ou tire de la formule (11) la valeur du coefficient A, sous la forme 
bi 


(13) A, =z log e—log 4— 2 log D — 21’ (1) —2logn (a). (a’)} 


c'est dans cette équation que consiste le théoréme de Kronecker. La 
formule (11) permet de calculer également les autres coefficients 
A,, A,,... du développement de la fonction F'(s) suivant les puissances 
de s — 1*). 


Zurich, juillet 1896. 


*) Comparer la méthode qui vient d’étre exposée avec celle qu’a suivie 
M. Jensen dans sa note sur la fonction ¢(s) de Riemann, Comptes-Rendus t. C1V, 1887. 








Gustav Ferdinand Mehler. *) 
Von 


M. Krause in Dresden. 


Am 13. Juli vorigen Jahres starb der langjahrige Lehrer der 
Mathematik am Elbinger Gymnasium Professor Dr. Gustav Ferdi- 
nand Mehler. Mit ihm schied ein Mann aus dem Leben, der gleich 
ausgezeichnet durch reiche Gaben des Geistes und des Charakters zu 
den Zierden des deutschen Lehrerstandes gerechnet werden muss. 

Mehler wurde am 13. December 1835 als Sohn des Land- und 
Stadtgerichtsdirectors Meller in Schénlanke geboren, besuchte zuniachst 
die dortige Realschule und dann, als sein Vater 1847 nach Bromberg 
versetzt wurde, das dortige Gymnasium, welches er 1852 mit dem 
Zeugniss der Reife verliess. Seine Studienzeit verbrachte Mehler in 
Breslau und Berlin. Hier war vor allem der Einfluss von Dirichlet 
fiir ihn von Bedeutung. Nach gut bestandenem Staatsexamen wurde 
er am 1. April 1858 Mitglied des mathematischen Seminars, welches 
am Friedrich-Wilhelm Gymnasium in Berlin bestand und damals wie 
lange Jahre hernach in segensreichster Weise von Schellbach ge- 
leitet wurde, Aus jener Zeit stammen die persénlichen Beziehungen 
zwischen Mehler und Schellbach, die zur Herausgabe des noch zu 
erwihnenden Lehrbuches fiihrten und bis zum Tode von Schellbach 
ununterbrochen in freunschaftlichster Weise fortgeftihrt wurden. Nach- 
dem Mehler einige Zeit Hiilfslehrer an verschiedenen héheren Schulen 
gewesen war, wurde er Ostern 1859 definitiv am Gymnasium zu Frau- 
stadt angestellt. Ostern 1863 folgte er einem Rufe an die Realschule 
1. Ordnung zu St. Johann in Danzig, um dann Michaelis 1868 zum 
lebhaftesten Bedauern seiner damaligen Collegen nach Elbing tiber- 
zusiedeln, wo er bis zu seinem Tode in segensreichster Weise gewirkt 


*) Der hier folgende Nachruf auf meinen hochverehrten einstigen Lehrer 
Prof, Mehler ist ein theilweiser Auszug eines etwas ausfiihrlicher gehaltenen, 
welcher auf Grund einer Reihe mir zugegangener biographischer Notizen im 
letzten (5.) Hefte des 1. Jahrg. der Hoffmann’schen Zeitschrift fiir mathematischen 
und naturwissenschaftlichen Unterricht verdffentlicht worden ist. 
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hat. In demselben Jahre wurde ihm die seltene Auszeichnung zu 
Theil, dass ihn die Breslauer philosophische Facultit honoris causa zum 
Doctor philosophiae promovirte und zwar wie es in dem Diplom heisst: 
»cum de gymnasiorum juventute ad matheseos cognitionem formanda 
et excolenda tum vero de litteris mathematicis augendis promovendisque 
praeclaro merito“. 

Im iibrigen ist das Leben von Mehler gleichmissig verflossen. 
Er war nicht verheirathet, lebte vielmehr mit zwei Schwestern zu- 
sammen, deren Lebensgliick er ausmachte. Seine Persdnlichkeit schil- 
dert wohl sein langjahriger Freund und College Herr Oberlehrer 
Baseler in Elbing am besten, wenn er sagt: 

»Aussergewohnliche Schiirfe des Verstandes und grosse Bescheiden- 
heit schienen mir immer die Haupteigenschaften zu sein, wesswegen 
er von denen, die ihn niher kannten, so sehr geschitzt wurde“. 

Die litterarischen Arbeiten Mehlers erstrecken sich nach zwei 
Richtungen hin. Erstens dienen sie den Zwecken des Unterrichts und 
zweitens sind sie rein wissenschaftlicher Art. 

Die KResultate der ersten sind zusammengefasst in seinem aus- 
gezeichneten Lehrbuche  ,, Hauptsiitze der Elementar- Mathematik“, 
welches wie schon bemerkt auf Anregung von Schellbach hin im 
Jahre 1859 erstmalig erschien und seitdem 19 Auflagen erlebt hat. 
Unablassig ist Mehler bemiht gewesen, das Buch in allen seinen 
Theilen zu vervollkommnen und practisch auszugestalten, hierbei in 
steter Wechselbeziehung mit Schellbach, der bis in seine letzten 
Jahre hinein den regsten Antheil an demselben nahm und diesen 
Antheil theils durch eigene kleine Beitriige, theils durch Verbesserungs- 
vorschlige an den Tag legte. 

In seinen wissenschaftlichen Arbeiten zeigt Mehler sich als 
Schiller von Dirichlet. Die Theorie der bestimmten Integrale mit 
ihren reichen und mannigfachen Anwendungen auf die Potentialtheorie, 
die Darstellung allgemeiner Functionen mit Hilfe gewisser Elementar- 
functionen und damit zusammenhingende Probleme der Elektricitits- 
lehre, sie sind es, denen er in erster Linie seine Aufmerksamkeit zu- 
wendet. Rein geometrische Betrachtungen lagen ihm ferner; zwar hat 
er einige geometrische Arbeiten verdffentlicht, aber auch in ihnen 
herrscht das analytische Moment vor. 

Von besonderer Bedeutung haben sich seine Arbeiten tiber das 
Problem der Elektricitatsvertheilung gezeigt. Bei denselben haben in 
erster Linie die Arbeiten von Heine und Carl Neumann anregend 
auf ihn gewirkt, wahrend andererseits seine Resultate von den ge- 
nanuten Forschern eingehend gewiirdigt, vielfach benutzt und weiter 
gefiihrt worden sind. In diesen Arbeiten nun fihrt Mehler eine 
neue Art von Functionen ein, die er mit dem Namen der Kegel- 





wn Crietwmnm. @& 





Gustav Ferdinand Mehler. 605 


functionen bezeichnet, da er zu ihnen durch das Problem der Elektri- 
citatsvertheilung auf einer in ihrem Scheitel endenden Halbkegelfliche 
gelangt. Diese Functionen, die Herr C. Neumann auch mit dem 
Namen der Mehler’schen Kegelfunctionen bezeichnet, werden nach 
den verschiedenen Richtungen hin untersucht, insbesondere ihr naher 
Zusammenhang mit den gewdhnlichen Kugelfunctionen klargelegt, dann 
aber wird eine Reihe von Anwendungen auf Probleme der Elektricitits- 
vertheilung gegeben. Wie wichtig diese Theorien sind, diirfte wohl 
am besten daraus zu entnehmen sein, dass Heine ihnen in seinem 
Lehrbuche tiber Kugelfunctionen ein ganzes Capitel widmet und diirften 
sie es in erster Linie sein, die Mehler einen bleibenden Namen auf 
dem Gebiete per Kugel- und verwandten Functionen sichern. 

Aber auch seine iibrigen Arbeiten haben eine jede ihre Bedeutung 
und ihren Werth. Sie zeichnen sich durch Griindlichkeit und Ge- 
diegenheit aus, sind klar und schlicht geschrieben und vermehren 
unsere Kenntnisse iiber die betreffenden Theorien auf das entschiedenste. 
So zeigt er in seinen Arbeiten iiber das Potential wie ausser den da- 
mals bekannten Flichen und Kérpern noch andere — zum Theil fiir 
allgemeinere Anziehungsgesetze als das Newton’sche — der Berechnung 
des Potentials und der Attraktionskomponenten zuginglich gemacht 
werden kénnen, in seiner Arbeit iiber die mechanischen Quadraturen 
giebt er eine gliickliche Verallgemeinerung der Gauss’schen Resultate 
iiber die angeniiherte Berechnung bestimmter Integrale mit Hiilfe von 
Kugelfunctionen; — kurz iiberall werden die betreffenden Theorien 
erweitert und vertieft. So ergiebt sich auch aus den wissenschaftlichen 
Arbeiten das Bild eines hochbegabten fiir seine Wissenschaft be- 
geisterten, bei aller Griindlichkeit und Tiefe bescheidenen und schlichten 
Mannes, dessen Andenken hoch zu halten in erster Linie eine Pflicht 
seiner Schiiler und seiner Freunde ist, dann aber auch des ganzen 
Lehrerstandes, da er einer ihrer ausgezeichnetsten und hervorragendsten 
Vertreter genannt werden muss. 


Wissenschaftliche Arbeiten von Mehler. 


I. Journal fiir reine und angewandte Mathematik 
begriindet von Crelle. 


1. Ueber die Anziehung einer mit Masse belegten abwickelbaren 
Fliche auf einen materiellen Punkt, Band 58. 

2. Ueber die Anziehung einer von zwei ahnlichen Flichen zweiten 
Grades begrenzten Schale, Band 60. 

3. Bemerkungen zur Theorie der mechanischen Quadraturen, 
Band 63. 

4. Note iiber die Evoluten sphirischer Curven, Band 64. 































= 


10. 


9. 


11. 


12. 


13. 


14. 
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Ueber die Entwickelung einer Function von beliebig vielen 
Variabeln nach Laplace’schen Functionen héherer Ordnung, 
Band 66. Dasselbe Thema wird auch in dem Programm der 
Realschule von St. Johann zu Danzig aus dem Jahre 1864 
behandelt. 

Ueber die Anziehung eines homogenen Polyeders, Band 66. 
Ueber die Vertheilung der statischen Elektricitit in einem 
von zwei Kugelcalotten begrenzten Kérper, Band 68. 

Ueber die Benutzung einer vierfachen Mannigfaltigkeit zur 
Ableitung orthogonaler Flichensysteme, Band 84. 


ll. Mathematische Annalen begriindet durch Clebsch 


und Neumann. 


Ueber die Darstellung einer willkiirlichen Function zweier 
Variabeln durch Cylinderfunctionen, Band 5. 

Notiz iiber die Dirichlet’schen Integralausdriicke fiir die Kugel- 
function P*(cos #) und iiber eine analoge Integralform fiir 
die Cylinderfunction I(x), Band 5. 

Ueber eine mit den Kugel- une Cylinderfunctionen verwandte 
Function und ihre Anwendung in der Elektricititsvertheilung, 
Band 18. Dasselbe Thema ist in dem Programm des Elbinger 
Gymnasiums von 1870 behandelt. 

Zur Theorie der Vertheilung der Elektricitiit in leitenden 
Kérpern, Band 18. Dasselbe Thema ist in dem Programm 
des Elbinger Gymnasiums von 1879 behandelt. 


llI. Sonstige Arbeiten. 


Ueber abwickelbare Flichen und Curven doppelter Kriimmung. 
Programm des Gymnasiums zu Fraustadt 1861. (Siehe auch 
Crelle 64.) 

Ueber die Anziehung homogener Korper, insbesondere der 
Polyeder. Naturforschende Gesellschaft zu Danzig 1865. 
Beitrige zur Potentialtheorie. Programm des Gymnasiums 
zu Elbing 1885. 











(Aus einem Briefe an Herrn F. Klein.) 


Von 


Max Smon in Strassburg i/E. 


Zwei Sitze zur Nichteuklidischen Geometrie. 





1) Satz: Fallt man von einem Punkt im Raume auf 2 gegebene 
Ebenen EF, und £, die Lothe und legt durch sie die Ebene o, so sind 


Schnittgeraden mit o die entsprechende 
Beziehung haben. 


2) Construction des rechtwinkligen Drei- 
ecks aus gegebenen spitzen Winkeln 6 und y. 


y sei BCA, links CA rechts CB, 
errichte auf CA in C das Loth CD gleich 
d(90 — B) — fa(¢): (Paralleldistanz zum 
Winkel »| — schlage um D mit d(y) einen 


in B, so ist ABC das Dreieck. 


zugianglich. 
Strassburg im October 1896, 











d (90-8) 








C 


E, und E, schneidend, nicht sich schneidend oder parallel (Zwischen- 
ebenen, mit gemeinsamem Punkt im Unendlichen) je nachdem ihre 





A 





Kreis, der CA in A trifft; errichte in A auf CA das Loth, trifft CB 


Damit sind eine ganze Anzahl Aufgaben iiber die Abstandslinic 
lésbar und die Construction des Dreiecks aus den 3 Winkeln ist 


Berichtigungen und Erginzungen. 


Zur Abhandlung von Korkine: 
Seite 317 Zeile 5 von oben statt calcul intégrale lies calcul intégral. 


320 “ » *% &.-<8 Be Se. .<e. 


m; m; 
328 unten ,, > os lies > % 
i 


347 - » n’est pas lies n’est. 


347 ™ » admet lies admette. 
oben , 2s=2+o lies y=2+o., 


Zur Abhandlung von Vivanti: 
Am Schlusse der Anmerkung auf Seite 475 ist nachzutragen: 

Devo ancor al Dott. v. Weber lVindicazione delle seguenti memorie i cui 
risultati indubbiamente coincidono in parte con quelli da me ottenuti, ma di cui 
ho potuto vedere per ora soltanto il sunto datone dal Bulletin des sciences Math. 
o dal Jahrbuch iiber die Fortschritte der Math.: 

M. Falk, ,,Ueber die Integration der linearen partiellen Differentialglei- 
chungen zweiter Ordnung; Tidsskrift for Math. och Fys. IV, 1871. 

H. W. Lloyd Tanner, ,,On the solution of certain partial differential 
equations of the second order having more than two independent variables". 
Proceedings of the R. Soc. of London VII, 1876, pag. 43—60; 

»The solution of partial differential equation of the second order, with any 
number of variables, when there is a general first integral“, ibid: pag. 75—90. 








